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Introduction

Les séries temporelles sont des données mesurées a des intervalles de temps régulier. Les
données macroéconomiques sont relevées par année, trimestres, mois, ... Les données financieres
sont mensuelles, hebdomadaires, quotidiennes, infra-journalieres (on peut généraliser & temps
continu, ¢t € R).

On fera des études en temps discret donc on indicera de facon dénombrable, t € Z .

On étudiera des séries univariées : elles résultent de ’observation d’une seule série. On mo-
délise la valeur en t en fonction des valeurs passées.

On peut aussi étudier des séries multivariées, c’est-a-dire vectorielles. Par exemple on a un
contenu économique qui repose sur un a prior: économique mais on n’a pas d’a priori sur le
poids des variables (role symétrique 7). On parle de modeles VAR évoqués des 1981 par SIMS.

Tt
Ty =

Tn,t






Chapitre 1

Processus réels stationnaires du
second ordre

Formalisme : On observe une grandeur donnée sur des dates de 1 a T. On considere des
observations 1, ..., z7, réalisations des variables aléatoires X1,..., X7 : (2, A,P) - R, w e Q
est un état de la nature tel que z; = Xy(w).

On dit que (X¢)iez est un processus stochastique et que (z;);cz une trajectoire du
processus (X;)cz.

Hypothéses supplémentaires : Si E(X;) = my, on a une seule observation (z; en l'occur-
rence) pour estimer m;. En revanche si pour tout ¢ € Z, E(X;) = m, on peut estimer m par

A 1T
=73 Xt
Il parait donc nécessaire de supposer que la suite X; a certaines propriétés de régularité.

1.1 Processus stationnaire du second ordre

1.1.1 Définitions

Dans toute la suite on considérera (X;);ez et on supposera X; € L2(Q, A, P), Vt € Z.

Définition 1.1.1 (Stationnarité stricte ou forte) (X,);cz est un processus stationnaire
au sens strict si :
Vn e N, Y(t,...,t,), Yh € Z, laloide (Xy,, ..., Xy,) estidentique dalaloide (Xy, ., ..., X

n+h )

Théoréme 1.1.1 (Théoréme de Kolmogorov) (X;)iez est un processus stationnaire au sens
strict si et seulement si la loi de (Xi)iez est identique a la loi de (Yy)iez ot Yy = Xpyp.

Définition 1.1.2 (Stationnarité faible) (X;)cz est un processus stationnaire du second
ordre (ou un processus faiblement stationnaire) s’il vérifie :

(i) YVt € Z, BE(X;) =m
(ii) Vt € Z, V(Xy) = 0% = (0)
(iii) ¥t € Z, Vh € Z, Cov(Xy, Xi41) = v(h) (ne dépend que de h)

~v(h) est 'auto-covariance d’ordre h de Xy.



4 CHAPITRE 1. PROCESSUS REELS STATIONNAIRES DU SECOND ORDRE

Remarque 1.1.1 (1) Dans la suite, les processus stationnaires désignent les processus de la
définition [1.1.2];

(2) (iii) = (ii) : h =0 et 4(0) = 02;
(3) Si un processus est stationnaire au sens strict alors il est faiblement stationnaire ;

(4) Si (X¢)iez est un processus gaussien alors il y a équivalence entre stationnarité faible et
forte ;
Xt1 m th 7(0) V(t] - tl)

Xt m th ’7(0)
Exemple 1.1.1 (Processus stationnaire) (1) Bruit blanc faible (white noise), (¢¢)icz, si
et seulement si :

E(&t) =0, VteZ
V(e =02, VtelZ
Cov(et,er) =0,sit #7

On notera &; ~ BB(0,0?).
(2) & est un bruit blanc fort si et seulement si les ¢; sont i.i.d., E(g;) = 0 et V(g;) = o2
(3) Processus moyenne mobile d’ordre 1, noté M A(1) (moving average of order 1)

Soit 0 € R*.

Soit &, ~ BB(0,0?).

Soit (X¢)iez défini par : Vt € Z, Xy = €4 — Og4_1.

Alors (X¢)iez est un processus stationnaire. On dit que Xy ~ MA(1).

Remarque 1.1.2 En pratique on ne distinguera plus x; et X;. (z;) ou (X;) désignera toujours
le processus et x1,...,z7 ou Xi,..., X7 la suite des observations.

Exemple 1.1.2 (Processus non stationnaires) (1) Marche aléatoire (random walk)
Soit &, ~ BB(0,0?).
(Xt)tez est une marche aléatoire sans dérive si et seulement si
() Xe=Xi1+e, Vt>0
(ii) Cov(et, Xp—) =0, VO < k < t.
Méme si on a la propriété EX; = EX;_1 = EX; = m, Vt € Z, (X;); n’est pas stationnaire :
Xy = Xi1+e& \
Xi1 | Xi2+et1 X, = X+ ng
: k=1
X1 = Xo+e

D’ou

V(X)) = V(X0)+ZZCOU(5k,X0)+V<Z€k>

k=1 k=1
= V(Xp) +to?

Le processus n’est pas stationnaire en variance.
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(2) Processus stationnaire autour d’un trend déterministe.
Xi =a+bt+Y; ou (Yi)iez est un processus stationnaire.
Par exemple si Y; = &, ~ BB(0,0?), EX; = a + bt, le processus n’est pas stationnaire en
espérance.

Définition 1.1.3 (Fonction d’auto-covariance) L’auto-covariance d’un processus station-
naire (Xy)iez est définie par :

v : Z — R
h +— ~(h) = Cov(X¢,*X—p)

Proposition 1.1.1 (i) 7 est une fonction paire :

(i1) v est de type positif : ¥Yn € N, V(t1,...,t,), Y(ai,...,a,) € R"?

Démonstration

(i) Parité :

v(h) = Cov(Xt, Xivn) = Cov(Xy—p, X(1—n)y+1n) = Cov(Xyp, Xy)
— Cou(Xe Xin) = 1(—h)

(i) Positivité :

\Y (Z aZ-Xti> = Cov Z a; X, Z a,thj
( J
= Z a;ja;Cov(Xy,, X,)

Z?]
= Zaiaj'y(ti - tj) } 0
0,J

On suppose toujours qu’il n’y a pas de relations linéaires entre les X;. En effet, si on avait
V(> a;iXi,) =0 alors Y a;X;, = constante presque strement.

Définition 1.1.4 (Fonction d’auto-corrélation) La fonction d’auto-corrélation d’un pro-
cessus stationnaire (Xy)iez est définie par :

VheZ, p(h)= 1((23 = Corr(X¢, Xi4n)

Proposition 1.1.2 p : h— p(h) est une fonction paire, de type positif, a valeurs dans | —1;1][.
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Démonstration On a

Cov(Xy, Xeyn) _ (h)
VVarXVarX, .,  7(0)

Corr( X, Xiqn) =

ou -y est paire de type positif.
Définition 1.1.5 (Auto-corrélogramme théorique) L’auto-corrélogramme de (X;)icz est

le graphe de :
N — J-1;1]
h = p(h)

1.1.2 Rappels sur £3(Q2, A, P)
L2(Q, A,P) est une espace de Hilbert pour le produit scalaire (X|Y) = EXY.

X, — X < lim || X, —X]|2=0
L2 n—-4oo

Si
D llaiXlla = lail| X2 < +oo

= JEZ

alors la série .7 a;X; est définie p.s. et :
q
X ; X
Z G e ZG’JXJ
J=-p JEL
Théoréme 1.1.2 (Projection sur un s.e.v. fermé H de £L%(Q, A,P))

VX € L2(Q,AP), AX* c H/ | X — X2 = min [|X — Y2

Py (X) = X* est caractérisé par X* € H et X — X* € H'.

Théoréme 1.1.3 (Théoréme des trois perpendiculaires) Soit H un s.e.v. fermé de L2(Q, A, P),
G un s.e.v. fermé de H, alors :

VX € L2(Q, A, P), Pg(Pg(X))=Pg(X)

1.2 Outils pour I’étude des processus stationnaires

1.2.1 Transformée d’un processus stationnaire par une moyenne mobile infi-
nie

Définition 1.2.1 (Proposition) Soient (X;)iez un processus stationnaire et (a;j)jcz une suite
de réels tels que 3 |aj| < +oo.

Alors Yy =} ez a;Xi—j est défini (p.s.) pour tout t.

On a les propriétés suivantes :

(i) Yy € L2(Q, A, P), Vt € Z
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(ii) (Yi)¢ est un processus stationnaire tel que

EY; =my = 5%’ mx
JEL

vy (h) = Zajak’y(h +k—j)= Zajak’y(h +j—k), VheZ
j7k ]7k
On dit que (Yi)iez est la transformée de (X)icz par la moyenne mobile infinie as-

sociée aux (a;);cz.

Démonstration
(i)

1
D i Xejlle =Y lagl 1 Xe—jlla = [ D lajl | (m% +7x(0))2 < +o0
i i i

Y; est donc défini p.s. et V; € L2(Q, A, P)

(ii) On a alors :

EY; = /Yth:/ > a; X, | dpP
Q Q

jET
— ZCL]‘ </ Xt_de> (FUBINT)
jez @
= E Zant_j
JEL
= > aEX;
jez

= mx Eaj
J

Enfin :

Cov(Yy,Yip) = Cov ZantfjvzakXt—h—k

jez kez
= Z Z ajar Cov(Xi—j, Xe—p—r)
7ok 7 (hetk—j)

Définition 1.2.2 Si X; = ¢, ~ BB(0,0?) alors Y; = EjeZ ajei—j et on dit que Yy ~ M A(00).
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1.2.2 Régression linéaire ou affine théorique sur un nombre fini de retards

Définition 1.2.3 Soit (X¢)iez un processus stationnaire.

(i) La régression linéaire théorique de X; sur X;_1,..., X, est la projection orthogonale
dans L2(Q, A, P) de Xy sur H = Vect(X¢—1,..., Xi—p).-

On note généralement EL(X| X;—1,...,X¢—p) la régression linéaire théorique de Xy sur
X1y, Xip.
(i) La régression affine théorique de X; sur Xi_1,..., X, est la projection orthogonale

dans L%(Q, A, P) de X; sur H* = Vect(1, X¢—1, ..., Xt—p).

On note généralement EL(X¢|1,X;—1,...,X¢—p) la régression affine théorique de X; sur
Xic1, o Xy,

Proposition 1.2.1 (i) et (ii) coincident si et seulement si EX; = 0.

Remarque 1.2.1 (1) Si EX; # 0, on calculera toujours la régression affine. On la note aussi
souvent EL(Xt|Xt_1, c. ,Xt_p).

(2) Vect(X¢| Xi—1,...,Xe—p) et Vect(X|X¢—1,...,X¢—y) sont des s.e.v. de dimension finie de
£? donc fermés.

(3) Si (X¢): est gaussien, alors EL(X¢|.) = E(X¢|.)

Rappel : Calcul de la régression affine théorique (ii)

H=Vect(1,Xi-1,...,X¢—p) et X; = pr(Xy) est caractérisé par X} € H et X; — X L H.

p
X; € He Jag,a1,....ap) X =ao+ Y _a;Xs;
i=1
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(X, — X;[1) =0
(Xt—X:’Xt_j) =0 VJ: 1,...,p

- {E(Xt—Xt*):O
E[(Xt_X;)thj]ZO Vi=1,...,p

X,—- X LH & {

p p
EX;=mx =E ao+Zant_j = a0+mXZaj
PN j=1 j=1
p
E(XtXt_j) =E <6L0 + Z akXt_k) Xi—j Vi=1,...,p
k=1
p
ag=mx | 1— Z a;
& J=1
p p
E(X:X;_;) =E |mx (1 - ak> Xoj| + ) aB(X X j) Vi=1,
k=1 k=1
p
ag=mx | 1— Z a;
& J=1
p p
E(X; 1 Xij) = m% (1 — Zak> +Y wE X X)) Vi=1,....p
\ k=1 k=1
p
ag=mx | 1— Z a;
& J=1
p
E(X; 1 Xi—j) = m%k + Zak [E(X:Xi—k) —m%] Vi=1,....p
k=1

On a donc

Soit encore

Vi=1,....p Cov(Xy, X;—j) = Zak(Cov(Xt_k+j,Xt_j)
k=1

VG =D ary(k =)
k=1
Et

ag = mx 1—Zaj

J=1
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=1 p-2) ... 1
Puis en divisant par (0)

ay p(1)

1) pp-2) .. 1

Cette derniere matrice étant inversible si les X; sont indépendants.

Définition 1.2.4 (Propriété)
On appelle auto-corrélation partielle d’ordre p
r(p) = Corr(Xy — EL(Xy|X¢-1,. ., Xi—pr1), Xop — EL(Xy [ Xp1, .-, Xipr1))
(COU(Xt - EL(Xt|Xt,1, e 7thp+1)7 thp - EL(Xt,p|Xt,1, e ,therl))
[Var(X, — EL(X¢|Xi-1, .., Xt—pi1))Var(Xy_p — EL(Xi_p|Xi-1, .., Xopi1))] 2

On montre que r(p) = a, coefficient de X;—,, dans EL(X¢|X¢—1,..., Xi—p).
p
EL(Xyp|Xi-1, o Xypr1) = > a; Xy
j=1

Pour la démonstration, on utilise le théoreme de FRISH-WAUGH.

Définition 1.2.5 (Auto-corrélogramme partiel) L’auto-corrélogramme partiel de (X;):cy,
est le graphe de :
{ N — |—-1;1]

p = r(p)

1.2.3 Régression linéaire théorique sur un nombre infini de retards

Définition 1.2.6 Soit (X;)iez un processus stationnaire.

(1) La régression linéaire théorique de X; sur X;_1,...,X¢—p,... est la projection ortho-
gonale dans L*(Q, A, P) de Xt sur H=Vect(Xt—1,..., Xt—p,...)-
(i1) La régression affine théorique de X; sur 1, X;_1,...,X¢—p,... est la projection ortho-

gonale dans L*(, A,P) de X; sur H* = Vect(1, X¢—1,..., Xt—p,...).
On note aussi L(X;—1) Uespace L(1, X¢—1,..., X¢_j,...) et :

EL(X¢|Xi—1) = EL(X¢[Xi1,..., Xiop,..)
( = BELX1, Xe—1,..., Xe—py...))

la régression linéaire (ou affine) sur L(X¢—1).

Proposition 1.2.2 Les deux notions coincident si et seulement si EX; = 0, Vt.
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Remarque 1.2.2 X/ = EL(X¢|X1,...,X4—p)

p

IXe = Xfll = min | X;— a0+ a; X
ag,---,ap i1

J= 2

= min || X; = Y2
YeH

Proposition 1.2.3 EL(X;|X; 1) = lim, 1o EL(X4| X¢-1,..., Xi—n) au sens de L.

Théoréme 1.2.1 (Admis) Soient (Xi)iez un processus stationnaire et X; = EL(X¢|X¢—1) la
régression affine de Xy sur L(1,X;_1,..., X g,...) et &g = Xy — X/, alors

— (et)tez est un bruit blanc

- Cov(eg,et—k) =0 Vk>0

Définition 1.2.7 (Processus des innovations) Avec les notations du théoréme ci-dessus :
(1) (et)iez est le processus des innovations de (Xt)icz
(ii) e est l'innovation de X,

(i1i) Xi est la prévision optimale de X; a la date t — 1

Remarque 1.2.3 ¢, = X; — X = X; — EL(Xy| Xy-1)
donc ey L 1et ey L X;_p, Vk > 0, ce qui peut aussi s’interpréter comme :

E(ﬁt) =0
Vk > 0, E(EtXt,k) = (CO’U(Et,Xt,k) =0

Théoréme 1.2.2 (De Wold) Soient (X;)icz un processus stationnaire et (£¢)icz le processus
des inmovations correspondant.

Alors
+00 +oo
Haw)kez/ Y lar| < +oo et Xp=m+>_ axer i
k=0 k=0

1.2.4 Densité spectrale et auto-corrélations inverses

Proposition 1.2.4 (Densité spectrale) Soit (X;)icz un processus stationnaire de la forme :

+00 +o00
Xe=m+ Z%‘Et—j ol (et)tez ~ BB et Z laj| < 400
=0 =0
Alors
(i) Y lyx (h)] < +oo
heZ
.. 1 w
(ii) Yw € [-m; 7], |fx(w)= 271_’%;yx(h)e h

fx est la densité spectrale de (Xi)iez.
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Démonstration
S hx =Y ajarye(h+j — k)
hezZ heZ | j.k
Et on a
) _J Osih+j—k#0
7€(h+3_k>_{ o'gsih-i-j—k:()
Donc

D hx(M) = D> {02 ajany;

heZ heZ i
< QZ’ayHahH’—U Zaa < 400

Proposition 1.2.5 Sous les hypothéses précédentes,

Z'yx cos(wh)

hEZ
Démonstration
L[ h h
fxw) = o vx(0) + D yx ()™ +3 " yx(h)e™
L h>0 h<0
1 _
= 5 vx(0) + > vx(h) W”rZWX wh
h>0 h0
L =vx (h)
— i + Z ’YX zwh 7uuh)
2 *,_/
L h>0 =2 cos(wh)
1
= 5 |7 )+ nyx ) cos(wh)
g h0
= Z vx (h) cos(wh)
hEZ

Exemple 1.2.1 (1) (e¢)ez ~ BB(0,0%) = fo(w) = 3=

(2) (Xoez ~ MA(L) = f(w) = §2(1+ 6% — 20 cosw)

Théoréme 1.2.3 (Injectivité) Avec les notations précédentes,

VheZ, vx(h)= /[ ‘ }fX(w)e*i“’hdw = / fx (w) cos(wh)dw

)
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Démonstration

/[ ]fx(w)e_’w}ldw = 3 [ }(Z’Yx(k)ezwk) e—iwh g,

ke
1 )
= 5= Z’Yx(k) (/ e“"(kh)dw> (d’apres FUBINI)
2T (et [~
) O0sik#h
) 2nsik=nh
= x(h)

Conséquence La fonction fx +— 7yx est une bijection donc (X;); est caractérisé completement
par fx.

Exemple 1.2.2 (1) Si fx(w) = constante alors X ~ BB
(2) Si fx(w) =a+ 2bcosw alors X ~ MA(1)

0.2
{ « = 0+

2

b = -2

T om

Proposition 1.2.6 Soit (X;)ez tel que Xy = 3 7 aie—j ol e~ BB et} |aj| < +oo.
Soit Yy = > 1cq kX avec Y, |by| < 400
Alors

(i) Yy = Z CkEL—k

kEZ

2

(i) fy(w) = fx(w)

Z bkeiwk

keZ

Démonstration

(i)

Y, = Zkat—k = Zbk ZajEt—k—j = Z bR (htj) = Z a;bp_jer—p = Z Zajbh—j Et—1

keZ keZ JEZ J,kEZ J,h€EZ h€eZ \jEL

Ch
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1
frw) = 5 Y ()™
T
heZ
1 . w
- %Z Z bibiyx(h+j5—k) | e h
heZ \j,keZ
1 . . L
_ 27 Z bjbk,yX(h+j_k)ezw(h-‘r]—k)e—zwjezwk
h,j,kEZ

1 . o iw
= % (Z ’}/)(U)elwl) Z bjelw] (Z bke k>
leZ JEZ keZ

2

= fx(w)

Z bk eiwk

kEZ

Définition 1.2.8 (Auto-corrélations inverses) Soit (X;)iez tel que Xy = )
et~ BB et} |aj| < +o0.

JET a,jst_j ol

e “h est intégrable sur [—m;m].

On suppose que w +—

fx(w)
On appelle auto-covariance inverse d’ordre h de (Xi)iez
74 (h) —/ 1 e dw
X [—m;m] Ix (w)

L’auto-corrélation inverse d’ordre h est alors définie comme

i _ 73((h)
pX(h) - 73((0)

Définition 1.2.9 (Auto-corrélogramme inverse) L’auto-corrélogramme inverse de (X;)iez
est le graphe de :
{ N — ]—1;1]

h = px(h)

1.2.5 Estimateurs associés et lois limites

On considére un processus stationnaire (X3 ):cz tel que pour tout t € Z, EX; = m. On cherche

a estimer les grandeurs associées vx (h), px(h) = K{Eg;, rx(h) = al, fx(w), v (h) et pi(h) et
ceci sachant qu’on observe Xi,..., X7.
On prend comme estimateurs :

T
. 1 _ ..
— = T ;_1 X = X7 moyenne empirique,

T
1 _ _
- Ax(h) = i (Xt — X7)(X¢—p — X7) auto-covariance empirique d’ordre h (estima-
t=h+1
tion acceptable si h n’est pas trop grand),
) Jx (b
- px() = X

Ax(0)’
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— #(h) = a} dans la régression empirique (m.c.0.) de @y sur 1,z4_1,...,T4_p,
H
. 1 .
- fx(w) = o Z 4x (h)e™" le probléme ici étant que on voudrait un H suffisamment
™
h=—H

grand mais prendre un H trop grand est risqué pour l’estimation de 4x (h). On prend alors
un estimateur corrigé :

. 1 A h _
Fx(w) = o <1 - H’ " 1) Ax (h)e""

h=—H
coefficient de NEWEY-WEST

On donne moins de poids aux 4x (h)e™" avec un grand h.
AR . 1 .
— on ne prend pas p; = ,AYZ( ) ou 4'(h) = / - e ®hdw, il existe d’autres facons de
7(0) [ fx (@)

I'obtenir.

Proposition 1.2.7 Si (X;) est un processus stationnaire alors tous les estimateurs présentés
ci-dessus sont convergents.

Démonstration C’est la loi des grands nombres.

Proposition 1.2.8 Si X; = m + Z;;OS ajer—j ot E(e}) = n < 400, alors tous ces estimateurs
ont des lois jointes asymptotiquement gaussiennes :

VT (i — m) LN (0, hezvx ()
4(0) —~(0)
A(h) —~(h)
p(0) — p(0)
JT L N0,
p(h) — p(h)
7(0) — r(0)
JT : L N(0,%)
7(h) —r(h)

Qn, Wy, et Xy, étant calculables.

Remarque 1.2.4 (1) Les auto-corrélogrammes (direct, partiel et inverse) associés aux valeurs
estimées sont appelés auto-corrélogrammes empiriques.

(2) On en déduit des intervalles de confiance asymptotiques.

1.3 Polynomes retard et avance

1.3.1 Définitions et propositions

Définition 1.3.1 (i) L’opérateur retard L (lag) ou B (backward) est défini sur la classe
des processus stationnaires comme étant :

L : (Xi)iez — (Yi)iez tel que Yy = Xy
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On note : LX; = Xy_1.

(i) De la méme fagon, l'opérateur avance F (forward) correspond a
F o (Xo)ez — (Viez tel que Yy = Xi
On note : F Xy = Xg11.

Proposition 1.3.1 (i) LF = Lo---o L vérifie L*X; = X;_;.
kfois
(ii) F¥ = Fo..-oF vérifie F*X; = X; .
kfois

Notation : LY = Id est noté L° = 1 (L°X; = X3).

Définition 1.3.2 Soit P un polynéme, P(z) = > F_, apz®, ai € R, on lui associe le polynéme
retard P(L) défini comme suit :

p
P(L)=> a,L*
k=0
Et

p p
P(L)X, = (Z akLk> X => apXig
k=0 k=0

De facon similaire on obtient le polynéme avance P(F) :

p p
P(F)X, = (zp) Xo= Y X
k=0 k=0

Définition 1.3.3 (Séries en L (ou en F)) (polynomes de degré infini) Soit A(z) = 3320 axz*
et Y, = A(L)X; = Y2020 ap Xy
Alors (Y:)iez est bien un processus stationnaire car > ;20 lag| < +oc.

Proposition 1.3.2 On suppose 3720 |ay| < 400 et S_125 |by| < +oo et

+oo —+o00
AL) =) alF B(L)=) bL*
k=0 k=0

Alors
+oo +oo
(i) Va e R, «aA(L) = (aA)(L) = (Z akLk> => (aa)L”
+ook:0 +]z0 +o00
(ii) A(L) + B(L) = (A+ B)(L) = (Z akLk> + (Z bkLk> = (ax + b)) LF
k=0 k=0 k=0

+oo
(iii) A(L)o B(L) = (AB)(L) = B(L) 0 A(L) avec (AB)(L) = (BA)(L) = C(L) = 3_ e L* et

k=0
+oo
C = E ajbk,j
Jj=0
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1.3.2 Inversibilité des polynomes en L
Définition 1.3.4 (Inversibilité) A(L) est inversible < 3B(L) tel que A(L)o B(L) = Id

On suppose P(L) = >0 _, arL* et Y; = P(L)X; et on désire savoir si X; peut s’exprimer en
fonction de Y; (X; = P(L)™1Y}).
On peut décomposer notre polynome de la fagon suivante :

/4

P(z) =[]z =) —L[ —2 £[<1—> ljl—)\z)avec)\ _Zl

1=1 7
ou les z; € C sont les racines de P.
Finalement P(L) = « H(l —X\DL)
Inversibilité de 1 — AL

Proposition 1.3.3 (i) Si |A| <1, alors 1 — AL est inversible et (1 — AL)~ Z/\kLk

(ii) Si |\ > 1, 1 — AL est inversible et (1 —AL)™ Z )\ka

(i1i) Si |\ =1, 1 — AL n’est pas inversible

Démonstration
+oo
1) Si |A| < 1 alors |(1 — AL)™ )\k = —+ < +o00, donc A(L ALF est bien
| |
k=0
défini.

On a ainsi (1 — AL)A(L) = C(L) = Y155 ¢; L7 et ¢j = Y125 apbr—j avec by = 1, by = =,
b, =0si k> 1eta,=A. On trouve cg = 1 et ¢; = 0 si j # 0, soit encore C(L) = 1. On
en déduit que (1 — AL) est inversible et (1 — AL)~! = A(L).

On pouvait aussi montrer ce résultat en écrivant :

— = 1 _ iri | — 1 kL k+1
(1—AL)A(L) kgrfoo (1—\L) Z)\ L Jim 1= AL 1
1 F
(ii) Si |\ >1alors 1 — AL = —X (L— /\) =-\L (1—)\).
On a alors

-1 +00
(ML)~ = lF et (1-— l = Z iFk car |A| > 1
A A — AR

En combinant ces deux résultats, on obtient

1 F\7! 1 (K1 =1, - kpk
(1=AL) = (AL (1= ) =—7F ZFF :_ZVF = Y L
k=0 =1

k=—o00

Dans ce cas, X; = (1 — AL)"'Y; = — Z;ﬁ‘l’ /\ikY}HC.
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(iii) Cas A =1.
Alors 1 — L n’est pas inversible. Montrons-le par ’absurde.
Supposons YV; = (1 — L)X; = X; — X4—1. On a vu que si (Y})iez est stationnaire alors
(Xt)icz ne lest pas (cf. page [4, 'exemple o1 Y; = ¢; ~ BB(0,0?)).
— On n’a pas X; = ZakYt,k avec Z lax| < 400}

kEZ kEZ
— Il n’existe pas A(L) = ZakLk, Z lag| < 400 tel que (1 — L)A(L) = 1.
keZ keZ

On peut le voir a la main
(1-L)A(L) = 1= |ag| = |ag—1] et donc ne tend pas vers 0

Dans ces conditions E lag| = +oo.
keZ
Inversion d’un polynéme en L

Soit ¢ un polynéme de degré p a coefficients réels :
B2 = 1+ 12+ e

A(L) =1+ 1L+ 4@, [P (¢(0) =1)
¢ possede p racines (z1, ..., z,) dans complexes ou réelles, on peut donc le décomposer en

ZORT ) (CEPIE ) () ) { (R B
j=1 Jj=1 J=1 !

(1—Aj2)

p
=1

J

ou )\j = i
Zj

Par conséquent, on peut se ramener a :
P
o(L) =[] (1 -x2)
j=1

On a alors 2 cas possibles :
— sl z; € R alors A\; € R,
— si z; € C — R alors Z; racine de ¢ de méme ordre de multiplicité que z;.

$(2) = (1= Xiz)(1 = Aiz)ep(2)
(i) Si|\| <1 alors [A] <1 et
(L=NL)(A-XNL)™ = (=ML (1= ML)
- () ()
= A(/?) x A(L) k

(i) |A;] > 1, idem avec (1 — \,L)~1 = — Z:io AFLE
(iii) Si |A\;| =1 alors ¢(L) n’est pas inversible.



1.3. POLYNOMES RETARD ET AVANCE 19

Proposition 1.3.4 Avec les notations précédentes
(i) ¢ est inversible si et seulement si ses racines sont de module distinct de 1.

(11) Si|\j| <1, Vj € [1,p], alors ¢(L) est inversible et

00 +00
$(L)t = Z%Lk otayg=1, ap €R et Z lag| < 400
k=0 k=0

1
Remarque 1.3.1 |\j| <1 & |z] = SV 1
J

Démonstration

P
(i) V4, (1—X;L)~! est bien défini, de la forme Zaj RLF et (L)t = H 1—)\;L)"! est donc
kEZ j=1
aussi défini.

Mais ¢(L)~! peut contenir des termes en L*, k > 0 qui sont des termes concernant le futur
et donc peu utilisables en pratique.

(ii) Si|A;| <1 pour tout j alors (1 — A\;L)~ ZAkLk et
p +oo 400
- :H (1—XL)" Zakthelque Z]ak\<+oo
j=1 k=0 k=0

Par ailleurs

p +o0o
d(z) = [ J(1 = Aj2) et d(2)d(2) " = H (1—\;z2) (Zakzk> =1
j=1 k=0

Donc
p(0)p(0) L =1xay=1=a9=1

S’il existe j tel que A; € C\R alors ¢(L) = (1 — \;)(1 — X;)P(L) et :

+oo +oo
(1=X\)"ta =3t = <ZA§L’“> <ZA§L’“>
k=0 k=0
+00 +oo
= ZakLk ol ap €R, ap = 1,Z|ak| < 400
k=0 k=0
Méthodes pratiques d’inversion de ¢(L)

On se place dans le cadre défini précédemment ou :

(1—XL)

p
=1

J
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a) Quand p <2, $(L)"' = IT"_, (z;gg A;?Lk)
Cette méthode s’avere fastidieuse en général.

b) Par identification : on écrit que

+o0o Yoo
o(L) (Za;ﬂf) =1+ 1L+ -+ @,LPF) <ZakLk> 1
k=0 =0

Les aj sont obtenus par récurrence puis identification.

¢) Décomposition en éléments simples :

. p 1 p 1
L I— = .
#(L) H1—AjL Z YTNL
J=1 Jj=1

On décompose cette fraction rationnelle en éléments simples. Dans la pratique on 'utilise
quand les racines sont simples.

d) Division selon les puissances croissantes de 1 par ¢(z) :
1=¢(2)Qr(2) + 2" R,(2)

tel que lim Q(2) = ¢~ ()



Chapitre 2

Processus ARMA et ARIMA

Les ARM A sont des processus stationnaires et les ARIM A des processus non stationnaires
intégrés, c’est-a-dire qu’on les rend stationnaires par différentiation.

2.1 Processus auto-régressifs d’ordre p (AR(p))

2.1.1 Définition et représentation canonique

Définition 2.1.1 (Processus AR) (Xi)icz est un processus AR(p) si
(i) (Xi) est stationnaire
(ii) (X;) vérifie une équation Xy = p+p1 X1+ +@pXe—p+er avec p, # 0 et e, ~ BB(0,0?)
On note (L) Xy = p+er ou (L) =1 — (1L + -+ -+ @pLP)

Exemple 2.1.1 X; ~ AR(1) i.e. (1 —pL)X; = pu+¢&; ot &, ~ BB(0,02) et |p| < 1

Remarque 2.1.1 Il existe des solutions non stationnaires (en espérance) de la méme équation.
Soit Y; tel que (1 —pL)Y; =0 =Y, = pY;_1 = Y; = p'Y)
Soit (X;) un processus stationnaire.
On définit (Z;) par Z; = X; + Y;. On a alors

(1=pL)Zy=(1—pL)X; + (1 = pL)Y; =& +0
EZ, = EX; + EY; = mx + p'EY} # cte

Donc (Z;) n’est pas un processus stationnaire.

Proposition 2.1.1 Si X; ~ AR(p) tel que ¢(L)X: = p+ €, alors
1 1

EX, = —
o(1)  1—(p1+ - +pp)

Démonstration

Xt = p+oerXpg+-FopXip et

EX: = p+@iEXi 1+ -+ opEX;_p + Eey
mo = p+eim-+-- 4+ epm
. 14 M
m = =

L—(p1+-+¢p)  o(1)

21
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On retrouve bien le résultat annoncé.

Proposition 2.1.2 Si X; ~ AR(p) est tel que ¢(L) Xy = p+e¢ et si l'on pose Yy = Xy —m (ou
m =EX;), on a alors
(L)Y, =¢¢ et EY; =0

Démonstration EX; =m = % et ¢(L)( Xy —m) = (L)X — d(L)m
Or Lm = m et par conséquent :

p(LYym = (1= (o1 4+ @p))m = ¢(1)m
Finalement :

H(L)(Xy —m) = ¢(L) Xy — pp = &

Ecriture M A(co) quand les racines de ¢ sont de module strictement supérieur a 1

On suppose que ¢(L) Xy = p+e, ou ¢(L) =1— (p1L+--- + ppLP) et aussi que |z| < 1=
6(2) £0.

On suppose que ¢(z) = [[{(1 — N\;z) o |\i| = \714 < 1L

Alors ¢(L) est inversible et ¢(L) ™! = > 0% arL* = A(L) tel que Y |ag| < oo et ag = 1.

On en déduit

Xy = A(L)p+ A(L)g,
[e.e]
= AD)p+ <Z akLk) £t
0
= m+ Z akLkst_k
0

car (1) tu=m

Proposition 2.1.3 Sous les hypotheéses précédentes, (X¢)icz, admet une représentation M A(oo)

ie. :
400 oo
X =m+ Zaket_k, ot ag = 1, ag € R, Z lak| < +o0
k=0 k=0

Proposition 2.1.4 Sous les hypothéses précédentes :
(i) L(X1) = L(zr)

(ii) € est linnovation de X

Rappel de notation

(Xy) = Z(l,Xt,Xt—h-..,Xt_p,...)
L) = L

(Lgtagt—la S e L )
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Démonstration
) Xe=p+or1 X+ +opXep+et
—+o00
On a vu que Xy =n+ Z AtEt—f
k=0

= X; € Z(ﬁ) = Z(l,Et,ét_l,. ey Et—ky e )

Donc Vk > 0, Xy C Z(&t_k) C Z(ﬁ)

= L(1, X4, X1,y Xi—gy- o) C L(gr)
= L(Xy) C L(gy)
= L(Xy) C L(y)

De la méme facon, comme
ee=Xi—(p+p1Xpm1 4+ opXi—p)

on obtient I'inclusion réciproque et finalement £(X;) = L(ey).

(ii) L’innovation de X; vaut, par définition, X; — X/, or :

X; = EL(XXi1) = BL(X|, X1y oo, Xogy o)
= EL(p+ @1 Xp—1 4+ opXip +er| Xio1)
€L(Xi-1)
= p+e1Xp1+ -+ ppXip + EL(et| Xi—1)

Comme L£(X;—1) = L(g4—1), on a :
EL(e¢|Xi-1) = EL(gt|er—1) = 0 car e, ~ BB

Finalement X/ = u+ @1 Xi—1 + - + ©pXi—p et Xy — X = &4, &; est bien 'innovation de
X;.

Définition 2.1.2 Soient X; ~ AR(p) et ¢ un polynéme vérifiant :
—o(L)Xi=p+e
~ |2l <1=¢(2) #0

On dit que la représentation ¢(L) Xy = p+ & est la représentation canonique de (X;)icyz.

Cas ou ¢ admet des racines de module inférieur a 1

Remarque 2.1.2 (1) Si (X¢)iez est supposé stationnaire alors ¢ n’a pas de racines de module
égal a 1.
(2) On sait que ¢(L) est inversible, ¢(L) ™! = >, a,L*. Mais on n’a plus 'égalité £(X;) = L(e).

L’écriture ¢(L)X; = p+ € ne met pas en évidence I'innovation de X;. On cherche une autre
représentation de (X3).
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On peut écrire

o()=[a-xnD)=| T a-xnD) II a-xo0

j=1 3/ Ia1<1 i/ Ai1>1

On définit
o@=| [T a-xa| I a-9)

3/ 1Ajl<1 J/ Ix1>1 J

de telle sorte que ¢* a toutes ses racines de module strictement supérieur a 1.

On définit ensuite le processus (1;)iez tel que ny = ¢*(L)(Xy —m) o m = ﬁ

On montre alors que n; ~ BB(0, 0%) en calculant f,(w) :

Fo(w) = fx(w)le" (™)

Comme ¢(L)X; = &, on a aussi :

fe(w) = fx()o(e™)]? = o=

Ceci nous meéne 4 :

2
o; 1 * (0 _dw |2
w = T, < a e
f77( ) 271"@5(62“)”2 (b( )‘
iw|2 e |2
- o2 [Hj/|)\j\<1‘1_)‘je \][H]‘/Wx’l_ Aj ]

o [Hj/ <t 11— )\jeiw|2} [Hj/ > 1= )‘jeiw‘Q]

_ Oé H 1 |)‘j _ eiw‘Q
2r |)\j‘2 ’1 — )\jei“’|2
Jy IAj1>1
Or .
w2
i/ gl 1T A€
En effet :

- Si /\j € R, ‘1 — )\jeiw‘Q = ‘1 - )\j(i*w|2 = |1 - )\jei“’|2
) INj — e 2N — e — ) ) . .
- Si \; € R\C, , — =1, A, étant aussi une racine de ¢ puisque celui-ci
’ 11— \jeiw|2[1 — Njeiw|2 ’

est a coeflicients réels.

o2  o;
On a donc fy(w) = aﬁ = # avec o = H 2 < 1 et finalement 7, ~ BB(0,0?) car

j, ‘)\j|>1
sa transformée de FOURIER est une constante.

Bilan La représentation ¢*(L)X; = ¢*(1)m + n; = pu* + ¢ est la représentation canonique de
(Xt)tez car ¢* a toutes ses racines de module strictement supérieur a 1 et 7; est 'innovation de
X;.
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2.1.2 Propriétés des processus AR(p)

On suppose que ¢(L)X; = p+ € ou

— les racines de ¢ sont de module strictement supérieur a 1,

— g¢ suit un bruit blanc.

On peut se ramener ensuite a o = 0 par centrage car ¢(L)(X; —m) = ¢, oum = p/¢(1).
On considére donc le cas ou ¢(L)X; = &, (et EX; = 0).

Auto-covariance, auto-corrélations et équivalence de Yule-Walker

— L’auto-covariance :
v(h) = Cov(Xt, Xi—p) = E(X¢Xy—p) pour h > 0 (car mx = 0), et

Xi=p1Xp 1+ +pp Xy pter

Donc
X} = g1 XiXea+ o+ X Xep + Xoey
Y(0) = w1v(1) + -+ opy(p) + E(Xeer)
Or
E(Xier) = El(p1Xi—1 + - + 0pXi—p)er] +E(e7)
=0 car stJ_Z(Xt_l)
D’ou

7(0) = e1y(1) + - + py(p) + 02
Si h > 0, on procede de la méme facon :
XiXeon = o XpaXo p+ o+ 0op Xy p Xy + e Xin

v(h) = ory(h=1)+ -+ ppy(h—p)+ E(etXi-n)
—
=0car et L X¢_p

— Les auto-corrélations :
A partir de la relation de récurrence de y(h) on déduit celle sur p(h) = %.

p(h) = @1p(h —1) +---+ppp(h —p), YVh = 0

— Ces dernieres équations sont appelées équations de Yule-Walker.
Pour h > 0, les y(h) et les p(h) vérifient une relation de récurrence d’ordre p et

2
O¢

7(0)

L= @ip(l) + -+ gpp(p) +
) 1
T (p1p(D) + - + 2pplp))
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Les équations de YULE-WALKER pour h = 1,...,p peuvent s’écrire :
1 p(1) -+ plp—1)
1
o) 1) pp-2) | (P [PV
o(p—1) . 1 Pp p(p)

Les solutions de I'équation de récurrence sont compleétement déterminées par la donnée
de conditions initiales p(1),..., p(p) : elles permettent d’obtenir ¢1, ..., ¢,. En particulier

elles donneront une estimation préliminaire de ¢1, ..., ¢, en fonction de pr(1),..., pr(p).
p(1) = @1+ @2p(l) +--+pp(p — 1)
plp) = @iplp—1)+ - +@p1p(1) + @
pro= (L=2)p(l) = —ppp(p — 1)
- e
ep = pl0) —p1plp—1) — -+ @p1p(1)

On peut donc aussi obtenir p(1), ..., p(p) en fonction de ¢1, ..., @p.

Proposition 2.1.5 Si X; ~ AR(p) alors les |p(h)| et les y(h) décroissent vers 0 exponentielle-
ment avec h.

Démonstration
Vh >0, p(h) —1p(h—1) =+ —@pp(h —p) =0

Le polynome caractéristique de cette relation de récurrence est :

_ ©1 Pp-1 _ Pp 1
PPl s — :zp<1_7_..._7_7>:zp z
®Y1 Pp—1 Pp > 1 P o >
Avec ¢(L)X; = e, et ¢(L) =1 — 1L — ---p,LP. Les racines du polyndme caractéristique
sont les A; = — (les z; étant les racines de ¢) avec |\;| < 1.
Zi
La forme générale de la solution est, si z1, ..., z, sont des racines distinctes de ¢ de multi-
plicité respective mq,...,my :
n m;—1
o) =3 3 bt
i=1 k=0

|Ai| <1 donc p(h) décroit vers 0 exponentiellement avec h.

2.1.3 Auto-corrélations partielle et inverse d’un processus AR(p)

Proposition 2.1.6 Si (X;)icz ~ AR(p) et si ¢(L)X; = p+ e est sa représentation canonique,

alors :
~J O sih>p
r(h) = { #£0  sinon
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Démonstration r(h) est le coefficient de X;_p dans EL(Xy|X;—1,...,X;_p) et

Xe=p+ @1 Xpa+- -+ epXip e

EE(l,Xt,...,thp)Cﬁ(l,Xt,...,Xt_h)

= BEL(X¢|Xi1,....Xs—p) = p+or X1+ +9pXip+ EL(gy| Xp 1, ...

= pt+eyi X1+ +ep Xy, +0

Si h > p, le coeflicient de X;_j, est 0.
Si h = p, le coefficient de X;_, est ¢, # 0.

Proposition 2.1.7 Si (X;)iez ~ AR(p), alors :

[0 si |h| >p
M=\ %0 sifpl=p

|0 si |h| > p
o ={ %o uhZh

Démonstration p;(h) = ) ol :

T 1

. — iwh
’YZ(h) -7 fX (w) e

¢(L)X¢ = &t (en remplacant éventuellement X; par X; —m) :

. 0'2
Fx@)g(e)? = fo(w) = o
o? 1
I = o TotemE
Et par conséquent : . )
) = 2P
p
d(z) =1—p1z— —@paf = Z%Zk

k=0

avec g =1 et Y = —pg, k>0,

1 — 2£ Zp: d)keiwk i d}ke—iwk
fx(w) oz ) k=0

2 .
= —3 Z e k=0
€

0<k,I<p

Ainsi

Yi(h) = — 1/%1/11/ e k=l) gy

2
0¢ -7

=0 sauf si k—I+h=0

’ thh)

27
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Or k — 1 € [—p;p] donc si h > p, vi(h) = 0. En revanche si h = p :
fﬂ' eiw(kflJrh)dw o

—T

Donc

472 472
Yi(p) = ﬁwowp =——5%p #0
lop o

£

2.2 Processus moyenne mobile d’ordre ¢ (M A(q))

2.2.1 Définition et représentation canonique

Définition 2.2.1 (X;)iez ~ MA(q) s'il existe ex ~ BB(0,0?) et 01,...,0, tels que
Xt =m -+ & — 91575_1 — = qut—q
Proposition 2.2.1 EX; =m

Remarque 2.2.1 (1) (X;)icz est nécessairement stationnaire.
(2) Onnote Xy =m+6(L)egou (L) =1—6 L —---—0,L1.
(3) Comme X; —m = 6(L)e, on peut centrer Xy, EX; = 0.

Ecriture AR(c0) quand les racines de 6 sont de module > 1

+o00
Sous ces hypotheses (L) est inversible et (L)™' = Zakl}k avec ag = 1 et Y |ag| < +o0.

k=0
Il s’en suit que
_ _ m
Xi—m=0(L)g < L)Xy —m)=¢ < OL)'X; - oy =
Soit encore
+o0 m
ZakXt_k—,uzst ou p = ﬁ
k=0
D’oti la représentation canonique AR(oco)
+oo m
X = X —
t ;Gk t—k + a(1) + &t

Proposition 2.2.2 Sous les hypothéses précédentes
(i) L(Xy) = L(e)

(ii) et est linnovation de Xy
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Démonstration

(1) Comme X; =m+e; — 01601 — -+ — Hth_q = X, € E(l,Et, Ce ,Et_q) C ﬁ(Et)

Ceci nous amene a (cf. cas AR page 23| pour plus de détails) :

L(X:) C L(et)

+00 _ _
€t = ZakXt—k — = L(g4) C L(Xy) = L(X4) = L(z1)

k=0

X/ = EL(X{X-1)

= EL(m+e —01601— - — 04| Xi—1)
= EL(m+e —01601— - —04ctglet—1)
= m+0—0O1g0—1 — - —04e1—4

= X;—¢

Donc X; — X[ = &4, X{ est bien l'innovation de X;.

Cas ou des racines de 6 sont de module < 1

On suppose qu’on s’est ramené & X; = 6(L)e; par centrage :

Xo=| J] a-xD IT a-xD)|e

i/ 1Al <1 i/ |Ai|>1

Comme précédemment, on définit :

o(L)=| J[ -xD) 11 (1 — ;L>

i/ |nil<1 i/ |\il>1 ’
On définit aussi (n;) par X; = 0*(L)n, d’ou
e =6"(L)"' X,

On montre que f,(w) = cte = (n;) ~ BB.

On a donc
Xy =0"(L)n:
toutes les racines de 8* sont de module > 1
N ~ BB

C’est la représentation canonique de (X;) et (1) est le processus des innovations.

Cas ou certaines racines de # sont de module égal a 1
On montre que (X;) est stationnaire. Par exemple
Xt = (1 — L)z?t

On ne peut plus écrire §(L) inversible avec 0(L)~! = S°0° a, L.
(e¢) reste le processus des innovations de (X;) mais la démonstration est difficile.
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2.2.2 Propriétés des processus M A(q)

On suppose que la représentation étudiée est la représentation canonique

Xi=m+ Q(L)Et

toutes les racines de 6 sont de module > 1
0(L)y=1—6,L—---—0,L9

Et ™ BB

Proposition 2.2.3 (Auto-covariance) Sous les hypothéses précédentes

0 si|h|>q
v(h) = —0,02 #0 si |h| = ¢
O'g (—eh + Eg:thl Qﬂi_h) s11< |h’ <q

o2(1+31,67) sih=0
On en déduit p(h) =0 si |h| > q et p(q) # 0.
Démonstration X; =¢&; — 01641 — -+ — 0,644 apres centrage.

~Sih=0
7(0) = VarX, = o2(1+ 67 +--- +02) # 0

Car Cov(ei—j,et—1) = 0si j # k.

- Sih>gq
v(h) = Cov(Xy, X¢_p)
= Cov[(er — bher—1 — -+ = 048t—q), (Et—n — O160—p—1 — = O4€1-n—g)]
etfj,‘er[[O,q]] et—k, k€[h,q+h]
= t—j#t—k
= 7(h) =0
- Si|hl=q
v(q) = Cov[(er —Or1e4—1 — -+ — O4et—q), (€t—g — b1Et—g—1 — -+ - — OgEt—2q)]
= _ang
- Sil1<|hl<q
v(h) = Cov[(er —bher—1 =+ — bget—q), (Et—n — b1€t—n—1 — -+ — OgEt—n—q)]

q q
= — Z Qicov[ét_i, Et—h — Z ekgt—h—k] car (COU(Et, 5t—i) =0Vi>0
i=1 k=1

q q
= 0o+ Z Z 00 Cov(er—i, e4—n—t)
=1 k=1

=0 si i£h+k

q
= —0n0’ + ( > eiai_h> o?

i=h+1
Remarque 2.2.2 On n’a pas de résultat particulier pour les auto-corrélations partielles.

Proposition 2.2.4 p‘(h) décroit exponentiellement avec h.
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Démonstration p'(h) 7 (h) avec, vi(h) = [T L—ehdw et

74(0) ™ fx(w)
o’ iwy |2
Xi=0(L)e = fx(w)= %W(e )|
1 2

fx() — o2j8(e)?

Soit (Y%)tez un processus tel que (L)Y; = ny et Yy ~ AR(q) :

o2 .
1= fr (@)
Donc )
_oy 1
P = 5 ey
On a ainsi : ) )
_ 1 2T oy 9 47
fr(w) fx (W) o2 2 = I = o2

Tableau récapitulatif des différentes situations Les auto-corrélations inverses d’un pro-
cessus M A(q) ont les mémes propriétés que les auto-corrélations d'un AR(q) :

AR(p) MA(q)
p(h) | décroit exponentiellement vers 0 avec h 0si|h| > q et non nul si h =gq
r(h) Osih>petnonnulsih=p -
p'(h) Osih>petnonnulsih=p décroit exponentiellement vers 0 avec h

2.3 Processus ARMA(p,q)

2.3.1 Définition et représentation canonique minimale

Définition 2.3.1 Un processus stationnaire (X)iez admet une représentation ARM A(p,q)
canonique minimale s’il vérifie une équation :

L)Xy =+ (L)

ot
(i) et ~ BB(0,0?)
(it) ¢(L) =1—@1L =+ —@pLP, avec @, # 0
(i1i) 6(L) =1 —61L —---—0,L9, avec Oy # 0
(iv) ¢ et O ont toutes leurs racines de module strictement supérieur a 1 (représentation cano-
nique).

(v) ¢ et 8 nont pas de racines communes (représentation minimale).

Remarque 2.3.1 (1) Il existe des solutions non stationnaires : soit (X;) un processus station-
naire et (Y;) déterministe tel que ¢(L)Y = 0. On définit Z; = X; + Y} qui vérifie I'équation.

(2) Retour sur la représentation canonique :
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— Si (X}) est stationnaire, alors les racines de ¢ sont de module distinct de 1. On pourrait
considérer le cas ou 6 a des racines de module 1 (c’est compatible avec la stationnarité).
— Si on suppose que ¢ et 6 ont des racines de module distinct de 1, on peut toujours se
ramener a la représentation
¢" (L) Xy = p™ + 0" (L)m

ol ¢* et * ont des racines de module > 1.
— Si ¢ et A ont des racines de module strictement supérieur a 1 mais admettent une racine
commune, alors

¢(L) = (1 = AL)po(L) et (L) = (1 — AL)bo(L)
D’ou
1

QD()(L)Xt = ﬁ + GO(L)Et = X~ ARMA(p —1,q— 1)

Proposition 2.3.1 (i) EX; = ﬁ =m
(i) ¢(L)(Xy—m)=6(L)e

Remarque 2.3.2 Par centrage on peut donc se ramener au cas ou u = 0.

Démonstration
(i) On a
E(X: —p1 X1 — - 0p Xy p) =E(u+e¢ — 01601 — -+ - — O4ct—q)
Et comme (X};) est supposé stationnaire
i
m(l— 1= =) = 40 = m=
8 o(1)

Donc ¢(L)(X¢: —m) = 0(L)e;.

Proposition 2.3.2 Sous les hypothéses précédentes,
(i) (X¢) admet une représentation AR(c0), Y328 ap X = p+er otag =1 et 3, |ag| < +oo
(ii) (Xi) admet une représentation MA(c0), Xy = m+> 20 by otibg = 1 et X, |bg| < +00
(i) £(X,) = Z(e)

(iv) € est l'innovation de X

Démonstration

(i) On sait que ¢(L)(X; —m) = 0(L)eq, cela nous permet d’écrire
O(L) ' H(L)(Xy —m) = &
—_————

Et ce avec A(1)m = —= =
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(ii) De la méme facon ¢(L)X; = p+ 6(L)e; amene

_ " -1
X = (1) +¢(L) " 0(L) &

B(L)=Y by L¥
(iii) Etant donné que (Xj) est de la forme AR(o0), on a :
v, 5 € £(X) = £(z) € E(X) = L(e) < T(X)

Par un raisonnement identique et tenant compte du fait que (X;) est également de la forme
M A(c0) on obtient :
L(Xy) C L(er)

Les deux résultats nous permettent alors de dire que :

L(Xy) = L(er)

(iv) Calculons I'innovation de X :

X, —X; = X;—EL(X{|X;_1)
“+00

= X;—EL(—) apXy_p+p+e|Xe1)
1=0
+oo
= Xi+ Z apXi— — p — EL(g¢|es—1)
= —
= Et
Remarque 2.3.3 ~ AR(p) = ARM A(p,0)

- MA(q) = ARMA(0,q)
— ARM A(p,q)= AR(c0)#AR(P) si P grand
= MA(c0)#MA(Q) si Q grand
Souvent 'un des parametres (p ou ¢) est petit alors que Pautre est grand. Avec 'approxi-
mation précédente on a alors moins de parametres a estimer.
— En vertu du théoréeme de WOLD, X; = m+ B(L)e, ot (g¢) est le processus des innovations,
si de plus Xy ~ ARM A(p, q) alors B(L) = %.

2.3.2 Propriétés des processus ARM A(p, q)

On considére un processus ARM A(p, q) tel que :
— ¢(L)X¢ = 0(L)es, éventuellement apres centrage,
S WD) = 1oL~ g,

S O(L)=1— 0L — - — 0,10,

C’est la représentation canonique minimale.

Proposition 2.3.3 (Auto-covariance et auto-corrélation) (i) Pour h > ¢, les y(h) et
les p(h) vérifient les équations de récurrence d’ordre p :

y(h) —p1y(h—=1) = —py(h—p) = 0
p(h) —p1p(h —1) = —ppp(h —p) =

(ii) Elles décroissent donc vers 0 exponentiellement avec h, pour h > q.
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Démonstration
(i) Xe=o1Xe1+ -+ pXi—p — bher—1 — - - — O41—q et par conséquent :
y(h) = E(XiXin)
= OE(Xe—1Xip) + -+ @pE(Xe—p Xyp) — 1 E(er—1Xip) — -+ — 04 E(et—q Xi—n)

= ery(h =1+ +gpy(h —p)
Il s’en suit que :
p(h) = p1p(h =1) + -+ ppp(h = p)
(ii) Les 7(h) et les p(h) vérifient une équation de récurrence dont le polynéme caractéristique

1
est 2Pl =
z

Les conditions initiales sont v(q),v(¢—1),...,v(¢—p+1) et p(q),p(g—1),...,p(¢g—p+1).

Equations de Yule-Walker L’équation précédente pour k =q+1,...,q+ p donne :

p(q) .. plg+p—1) ©1 p(p+1)
plg+p—1) ... p(q) ©p p(p+q)
Quand p est connu ou estimé, on peut alors calculer les ¢;.
Ou inversement, quand les ¢; sont connus, on calcule p(q + 1), ..., p(g + p) qui seront les

conditions initiales pour le calcul de p(h) tel h > gq.

2.4 Processus ARIMA(p,d,q)

Ces processus sont non stationnaires des que d < 1. Les séries économiques sont souvent non
stationnaires, tel le PIB.

Exemple 2.4.1 On considere un processus (X;):cz correspondant a une marche aléatoire c’est-
a-dire

VE>0, Xy =Xp 1+ &
tel que e, ~ BB(0,0?%) et Vt > 0, Cov(gs, Xo) = 0.

Alors
t t—1
X = Xo—i-Zé“k :X0+Z€t_j
k=1 §=0
t t
= X1+ Ze’;‘k =X_1+ Zz’ft_j
k=0 j=0
+oo
On ne peut pas itérer le procédé car Zet_j n’est pas défini. On ne peut pas supposer le
j=0

processus démarre a —oo. La condition initiale est Cov(Xy, ;) = 0 pour k > 0.
On peut alors penser a considérer :

(1 — L)Xt = Xt - Xt—l = AXt = &¢
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Idée générale : Xy ~ ARIM A(p, d, q) si et seulement si (1 — L)?X; est stationnaire alors que
(1 — L)4'X; ne l'est pas (dans le cas de la marche aléatoire, d = 1).

Définition 2.4.1 (Représentation canonique minimale) (X;);>_pq est un processus ARIM A(p,d, q)
en représentation canonique minimale s’il vérifie une équation du type :

Yt >0, (1— L)L) X; = pu+ 0(L)ey

Et ceci avec :
(i) et ~ BB(0,0?)
(i) ¢(L) =1 —@1L —--- = ppLP ot @, # 0
O(L)=1—61L—---—04L9 000, #0
(iii) ¢ et 6 ont leurs racines de module > 1 et n’ont pas de racines communes

(iv) conditions initiales
Z = (X_l, e ,X,p,d,z’-:_l, ‘e ,E_q)

telles que Cov(et, Z) =0

Exemple 2.4.2 Soit le processus défini par (1 — L)X; = ;. On a donc d°¢ = d°0 = 0.
SiZ = X_l, (COU(Zt,Et) =0Vt < 0.

Remarque 2.4.1 Comme (1 — L)4¢(L)X; = ¢(L)(1 — L)?X;, on pose V; = (1 — L)4X,.
(Y;) suit alors le processus :
P(L)Ye = p+ 0(L)es

Proposition 2.4.1 Sous les hypothéses précédentes, (1—L)?X; = Y; est alors asymptotiquement
équivalent a un processus ARM A(p, q).

Démonstration Ce qui signifie qu'il existe un processus stationnaire (Z;):cz tel que :
(L) Zy = p+ 0(L)es

lim ||Y; — Zi|]a=0
t——+o0

Notations

- Sid=0, X; ~ ARMA(p,q) qui est un processus stationnaire.
On note X; ~ 1(0).

— Sid=1, (X;) est un processus intégré d’ordre 1.
On note X; ~ I(1).

— Sid =2, (X;) n'est pas stationnaire, Y; = (1 —{)X; non plus, Z; = (1 —1)Y; = (1 — L)X,
est asymptotiquement équivalent & un processus stationnaire.
On note Xy ~ 1(2).

Définition 2.4.2 Si (1— L)%X; est asymptotiquement équivalent & un processus stationnaire et
si (1 — L)1 X; ne Uest pas alors on dit que (X;) est intégré d’ordre d et on note Xy ~ I(d).
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2.4.1 Approximation auto-régressive d’un ARIM A(p, d, q)

Proposition 2.4.2 Avec les notations précédentes,
JAN(L), Ay(L) =35 _galLl et af =1

Jpo tels que A(L) Xy = po + e+ h(t) Z
3h(t) € RPTIH et lim h(t) =0

t——+o00
t
= Xp=-> Xy j+e+h(t)Z
j=1
Démonstration On pose (L) = (1 — L)%¢(L), avec cette notation :
Y(L)Xe =p+0(L)ey dY=p+d, d°0=q
On effectue la division selon les puissances croissantes a 'ordre ¢ de 1 par 0(z) :
= 0(2)Qi(2) + 2" Ri(2) ot d°Q; = t, d°Ry = q — 1

Ce qui implique :
1= 0(L)Qu(L) + L' Ry(L)

Or
PL)Q(L) Xy = Qi(1)p+ Qi(L)0(L)e
d°=p+d+t
= Qu(Dp+ (1= L Ry(L))es
Ainsi
p+d+t
Z a§t)Xt_j = Uo + €t — Rt(L)E_l
=0

En décomposant la somme

t ptdtt q—1
t t t
S S L e S e
j=0 Jj=t+1 k=0
On effectue le changement d’indice k =t — j dans Z? +fj:1t Et)Xt e

t
Sl = 3 Sl
§=0 k=—p—d

h(t) Z

2.4.2 Approximation moyenne mobile d’un ARIM A(p,d, q)

Proposition 2.4.3 Sous les mémes hypotheses,

3Bi(L), B(L) = Y017 et b)Y =
3!}1 B tels que Xy = 1 + Be(L)er + E(t)’Z
3h(t) € RPTIH e lim h(t) =0

t——+o00
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Corollaire V¢, ¢, € L(Xp,..., X, 1,72)
X: € L(go,...,€t,1,72)
=& = Xy — EL(Xy|Xo,...,Xt,1,7) est le processus des innovations

Proposition 2.4.4 (Calcul de EX;) Si l'on note my = EX; alors my vérifie (L)my = p. On
obtient ainsi :

Lo , . I 1
— une équation de récurrence dont le polynéme caractéristique est P41 < ,
z

— une forme générale de la solution (pour p =0 et u #0).
Exemple 2.4.3 (i) Marche aléatoire sans dérive : (1 — L)X; = ¢
(1—=L)m; =0= my = cte
(ii) Marche aléatoire avec dérive : (1 — L)Xy = p+ & alors my —my—1 = i
(1 —L)ymy =p=my=mgy+ s

(iii) (1 —L)(1 —pL)X; =& et alors my = a + St
(iv) On a vu que : Xt:XO‘f‘ZZ:lé‘k sipy=0 = EX; =EX,
Xi=Xo+ut+3_jensin#0 = EX; =EXq + put
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Chapitre 3

Identification et estimation d’un

modele ARMA ou ARIMA

Introduction

On dispose d’observations x1, ...,z de Xi,..., Xp. Comment modéliser par un ARM A ou
un ARIMA?
On a 2 types de choix :
— (X})tez est un processus stationnaire auquel cas il faut estimer un ARM A(p, q),
— ou (X;) ~ I(d) est donc non stationnaire mais (1 — L)?X; est stationnaire, dans ce cas il
faut estimer un ARIM A(p, d, q).
La démarche pour l'identification est la suivante :

(i) Choix de d,
(ii) Choix de (p,q),

(iii) Estimer ¢1,...,¢p,01,...,60, (ce qui peut se faire par le maximum de vraisemblance sous
I’hypothese que les &, ~ N(0,0?) sont i.i.d.) et o2,
(iv) Phase de vérification : — ¢, # 07
— op#07
— ¢~ BB(0,02)?

Les deux premieres étapes constituent la phase d’identification du processus et pour vérifier
la non nullité des coefficients lors de la phase de vérification il faudra définir les tests auxquels
on aura recours.

En ce qui concerne le choix de d on peut procéder de fagon empirique (en observant les
auto-corrélogrammes) ou en effectuant des tests de racine unité :

Hy:d=1 H,;:d=0 — DF (ADF), PP, SP
Hy:d=0 H;:d=1 — KPSS

3.1 Premiere phase de ’identification : choix de d

3.1.1 Approche empirique : ’auto-corrélogramme

On a vu que :
— 81 Xy ~ ARM A(p, q), les p(h) décroissent exponentiellement vers 0 avec h (pour h > q),

39
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— si (X}) est stationnaire pr(h ) p(h),
— sous des hypotheses suffisantes (E (521) = cte) :

pr(1) —p(1) \ L
\/T< holh) — ) 4 N(0,%), Vh

Remarque 3.1.1 Si (X;) admet une racine unité, la proposition p(h) décroit exponentiellement
vers 0 avec h n’est plus vraie : c’est la persistance des chocs.

Exemple 3.1.1 On consideére un processus (X;) tel que Xy — X; 1 = & o1 &, ~ BB(0,02) et

Cov(ey, Xo) =0sit > 0.
t
X =Xo+ ZEk
k=1

t+h
Xirn = Xo+ Z Ek
k=1
CO’U(Xt, Xt+h)
V(X)V(Xitn)
Cov (Xo + Zk 1€k, Xo + ZHh )
V (VX + to2)1/2(VXg + (t + h)o?)
VXO + tUQ
V(VXo +to2) (VX + (t + h)o?)

Pour ¢ grand et h < t,
to? 1 h

o JtE+h) \/1+?#

La décroissance est lente et linéaire en h. D’oul une regle pratique :

p(h)#

si les pp(h) restent proches de 1 ou décroissent linéairement avec h alors le processus
est sans doute mon stationnaire.

Remarque 3.1.2 (1) Si l'auto-corrélogramme fait penser que (X;) est non stationnaire, alors
on étudie I'auto-corrélogramme de Y; = (1 — L) X.

(2) On étudie l'auto-corrélogramme inverse pour étudier une sur-différentiation éventuelle.
(3) Rappel : si ¢(L)Xy = 0(L)ey et O(L)Zy = ¢(L)n;, alors

Pl (h) = pz(h)
Si (X,) est stationnaire, alors ¢(1) # 0.
= ¢(L)(1-L)X; =6(L)(1 — L)e
P (h) = pw ()

avec (W) d’équation 6(L)(1 — LYW, = ¢(L)n,
Si on a sur-différentiation les p% (h)ne décroissent pas vers 0 exponentiellement avec h.
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3.1.2 Approche par les tests de racine unité

On présente ci-dessous les principaux tests de racine unité dans la littérature. Dans les
trois premiers paragraphes (tests de DICKEY-FULLER, PHILLIPS-PERRON, SCHMIDT-PHILLIPS) ;
I’hypothese nulle est I’hypothese de non-stationnarité dans la série étudiée; dans le dernier
paragraphe, (tests KPPS), I'hypothese nulle est celle de stationnarité.

La présentation qui est donnée ici des tests de DICKEY-FULLER et de PHILLIPS-PERRON
s’'inspire largement de celle de J.D. HAMILTON, Time Series Analysis, Princeton University
Press, 1994.

Il faut d’emblée signaler que les tests présentés ici sont peu puissants. Par ailleurs, les tests de
DICKEY-FULLER sont présentés en détail a cause de la place qu’ils tiennent dans la littérature,
mais leur mise en ceuvre pratique s’avere souvent problématique : nécessité de procéder a des
tests emboités d’une part, cadre mal adapté aux séries présentant une tendance d’autre part.
Dans ce dernier cas notamment, on leur préfere le test de SCHMIDT-PHILLIPS.

Les tests de Dickey-Fuller
Dans tous les modeles présentés ci-dessous, (1;) désigne un bruit blanc et p un réel tel que
ol < 1.

Le cadre général des tests DF et ADF Ces tests peuvent étre regroupés en quatre cas :

Pour les tests DF
Yt = pyi—1 + 1, avec Hy : p = 1, marche aléatoire sans dérive;
Yt = a+ pys—1 +1n, avec Hy : a = 0, p = 1, marche aléatoire sans dérive;

Yyt =a~+ py—1 +n, avec Hy : o # 0, p = 1, marche aléatoire avec dérive;

=W =

Yy = a+ Ot + pyi—1 +n, avec Hy : o« = 0,8 = 0, p = 1, marche aléatoire sans dérive, ou
Hpy : 8 =0,p =1, marche aléatoire avec dérive.

Pour les tests ADF Soit ®(L) polynome de degré p > 2, dont les racines sont supposées
de module supérieur a 1, et ayant au plus une racine égale a 1 :

p

(L) = [ - nE)

i=1
avec éventuellement 3ig/ \j, = 1 et Vi # ig, |Ai| < 1.
D’ou la réécriture des cas :
L. ©(L)ys =n, Hy: ®(1) = 0;
2. ®(L)yys=a+n, Hy: (1) =0,a =0;
3. ®(L)yy =a+mn, Hy: (1) =0, # 0;
4. ®(L)yyy =a+pt+n, Hy: (1) =0, =0,8=0, ou Hp; : (1) =0,5 = 0.
L’écriture des quatre modeles ci-dessus peut étre transformée en utilisant la démarche sui-

vante :
On décompose ®(L) =1— ¢1L — -+ — ¢, LP sous la forme

p—1
(L) =0(1)+ (1 - L)* (L) =®(1) — (1 - L) > oL’
=0
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avec g = —(p1+--+¢p) =@(1) —letVi<i<p—la=ai1+¢i=—(di+1 -+ dp).
On obtient :

p—1

L)y = P(1)ys — oAy — Z%‘Ayt—i
i1

p—1
= )y — (®(1) = D) (yt — ye—1) — Z%‘Aytﬂ'
i—1

p
=yt (@) = Dye1 — > cilyr
i=1

En posant p =1 — ®(1), on obtient :

Loye=py1+ Y0 cildy s =nHo:p=1

2y =a+py-1+ Y0 Ay =nHo:a=0p=1

3. yt=a+ py—1 + Zf;ll iy i=nHy:a#0,p=1

A yr=a++Btoy—1+ 3 Ay =n,Hy:a==0,p=1ouHy:3=0,p=1

De plus, comme
o) = JJa-x J] a-xma-x)>o0
A ER A €C—R

on a, comme précédemment, p < 1.

Les tests DF apparaissent comme des cas particuliers des tests ADF, dans lesquels p = 1 et

-1
Z?:l aiAyt_i = 0.

Tous ces modeles sont estimés par les MCO. Pour simplifier, on les écrit souvent sous la
forme :

— Cas1:
p—1
Ay = oyr—1 + Z Ay i +n,0=p—1
i=1
— Cas2et 3:
p—1
Ayy = a+ ¢y—1 + Z Ay + 1
i=1
— Cas 4:
p—1
Ayr = a+ Bt + dyr—1 + Z @Ay +1
i=1

Les statistiques de tests et leurs lois Les résultats sont les suivants :
— les @ et les t5, ont des lois limites standard, méme sous I’hypothese de non-stationnarité,
ce qui permet de fixer p par des tests de Fisher, et donc de partir avec p grand ;
— les coefficients qui caractérisent la nature stochastique de la série, a, B, $ =p—1, ont les
meémes lois dans le cadre DF et ADF. Ces lois sont non standard, mais elles sont tabulées.
Il faut noter que les lois asymptotiques sont valables quelle que soit la loi des 7, alors que
les lois & distance finie sont valables seulement si les 7 sont gaussiens.

1. Hy: p=1< Hy: ¢ =0. On dispose des lois sous Hy de :
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— T$T =T;_1 — table B5 cas 1;
- tAT =151 — table B6 cas 1.
N.g. : il s’agit d’un test unilatéral puisque p < 1. On rejette Hy au seuil a si T@:r < cf ou
t(ET < 5.
2. Hy:a=0,p=1< Hp:a=0,¢=0. On dispose des lois sous Hy de :
— T$T =T;_1 — table B5 cas 2;

- t$T =151 — table B6 cas 2;

— &, statistique de FISHER pour I'hypothese : table 1v;
— tg, statistique de STUDENT associée a « : table 1.
3. Hy:a#0,p=1% Hy:a#0,¢=0.Laloi limite sous Ho de t; =15, est N(0,1).
4. Ho:Ozzo,ﬁzo,p:1<:>H()2Oz=0,,6=0,¢:00uH012B:0,p:1<:>H()1Zﬁ:
0,¢ =0.
— lois sous Hy
- T$T = T;_1 — table B5 cas 4;
— Eﬁ/; =151 — table B6 cas 4;
®4, statistique de FISHER pour ’hypothese : table v ;
— tg : table 11;
- tﬁ : table 111.
— lois sous Hop
- T$T = T;_1 — table B5 cas 4;
- taT =151 — table B6 cas 4;
- &;1, statistique de FISHER pour I’hypothese : table vI.

Mise en ceuvre pratique des tests On choisit d’abord entre les cadres donnés par le cas 2
ou le cas 4 suivant que le graphique présente une tendance (cas 4) ou non (cas 2).

On se place dans le cadre ADF en choisissant p suffisamment grand pour avoir e ~ BB.
Puisque la loi des @; est standard dans tous les cas, on commence par réduire (éventuellement)
p en menant des tests de nullité des derniers retards (FISHER ou STUDENT).

Cas 2 Ladifficulté de la construction d’une procédure rigoureuse de tests emboités provient
du fait que la loi de t5,_1 = t$T dépend de la vraie valeur de «, qui est elle-méme inconnue.
Cependant, on peut remarquer que, pour un seuil de test donné, la valeur critique c§ associée a
t(gT dans le cas ot @ = 0 est inférieure a la valeur critique c§ qui lui est associée quand o # 0
(Cas 3). Par exemple, pour ' = +o00 et a = 0,05, cas valeurs critiques sont ¢§ = —2,86 et
c§ = —1,645 (quantile & 5% de N (0, 1).

On peut donc proposer la démarche suivante :

- Si tq% < c§, on rejette 'hypothese p = 1 au seuil a, quelle que soit la vraie valeur de a;

- Si tq;T < c§, on accepte I’hypothese p = 1 au seuil a, quelle que soit la vraie valeur de «a
(plus exactement, on ne rejette pas cette hypothese). On peut ensuite mener un test de
I’hypothese jointe Hp : o« = 0,p = 1 en utilisant la statistique ®; et la valeur critique k9
associée (table 1v :

— si </I\>1 < k§, on accepte Hyp au seuil a;
— si </151 < k§, on refuse Hy, donc on considere que le vrai modele est celui du cas 3.
Par exemple, pour T' = +o00 et a = 0,05, k§ = 4,59.

- 8icg < tq% < ¢§, on ne peut rien conclure au vu de la statistique ¢

test de I’hypothese jointe Hy: aa=0,p = 1.

3 On mene donc le
T
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— si &1 < k9, on accepte Hp au seuil a;
— 81 @1 < kg, on refuse Hy au seuil a ; on se trouve vraisemblablement dans le cas ot av 7 0
et p < 1; ceci peut étre controlé en examinant la statistique de STUDENT associée a a.

Cas 4 Le probleme est ici que les lois limites ne sont connues que lorsque 3 = 0, alors que
la vraie valeur de 3 est inconnue. Ceci provient du fait que le modele est mal adapté au cas de
séries présentant une tendance déterministe linéaire, comme on le verra ci-dessous. On choisira
donc plutot, dans ce cas, de recourir au test de SCHMIDT-PHILLIPS.

Dans le cadre des tests de DICKEY-FULLER, la seule procédure de tests emboités qui puisse
étre proposée est la suivante :

~ 8By < k§ (table v1), on accepte 'hypothese Hp; : (8 = 0, p = 1) au seuil a, quelle que soit

la vraie valeur de . Par exemple, pour T' = +o00, a = 0,05, k5 = 6,25. On teste ensuite
I'hypothese Hp : (e =0, =0,p = 1) a l'aide de la statistique Dy :
—si By < k$ (table v), on accepte Hy;
— si &32 > k¢, on refuse Hy.
— si EI\>3 > kg, on refuse Ho1, et donc aussi Hp.

Les tests de Phillips-Perron

L’idée sous-jacente aux tests ADF est qu’en remplacant les modeles du cadre DF :

d = 0 cas 1
Ay =di +oye1+1,4 dt = « cas 2 et 3
di = a+pt cas4

par des modeles du type :

p—1
Ay = di + Qyp—1 + Z ;i Ay + 1
i—1

On peut toujours choisir p assez grand pour conserver ’hypothese de bruit blanc sur 5. Ceci
entraine que les lois limites des estimateurs des parametres caractérisant la nature stochastique
de la série sont identiques a celles du cadre DF.

PHILLIPS et PERRON ont proposé une autre fagon de traiter I’auto-corrélation éventuelle du
processus (Ay;). Les modeles considérés ont la méme forme que ceux du cadre DF :

Ay = di + oyr—1 + wy

mais on admet la possibilité que les u; soient auto-corrélés. Les auteurs montrent que, sous réserve
d’introduire un terme correctif adapté, les lois des statistiques T; =15, et t; =151 sont
T ¢T PT
asymptotiquement identiques a celles qui sont observées dans le cadre DF. Ces termes correctifs
sont fondés sur des estimateurs convergents de o2 = 7,(0) et de w? = 27 £,(0), c’est-a-dire :

2 - = lim LTU
w —k%%(k)—lT V(\ﬁ; t)

Ces estimateurs sont calculés comme suit :
— on estime le modele par les MCO et on calcule les résidus estimés 1y ;
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— on pose :

Vk > 0,7.(k) = = Uptly

et
= . - Eo\
k=1

avec K suffisamment grand (estimateur de NEWEY-WEST). En général, on choisit K de
lordre de /T.
Pour les différentes valeurs possibles de d; (d; = 0,d; = a,dy = a + (t), on obtient des lois
identiques a celles du cadre DF en remplagant :

- T(ZT =15, 1 par:
1 2035 2
15, — §T /ET (@K —70)

O

- t$T =15,—1 par:

—

Py 2 ~
70 f~ 1T0.¢T (w%K —90)
Ofg 9T 2 52 Wrk

Le probleme posé par le cas 4 des tests DF et ADF est que les parametres n’ont pas la
méme interprétation sous '’hypothése nulle et sous I’hypothese alternative. Considérons en effet
le modele : y; = o+ Gt + pyi—1 + 1 et Phypothese : Hpy : 6 =0,p=1.

— Sous ’hypothese alternative, on a :

Le test de Schmidt-Phillips

(1_pL)yt:a+ﬁt+n©yt:(1—PL)71(04+&+77)
Sy =125+ B —plt— 1)+ 2720 Pl

Sy =a+bt+u avecb=p(1—-p)a=PGp+ 1%

Uy = Zzozo Pkgtfk’\’) I(O)

— Sous I’hypothese Hypi, on a :
t

ye=yo+at+ Y e
k=0

Donc, sous H,, y; est stationnaire autour d’une tendance déterministe de pente b = 3(1 — p),
et sous Hoyi, 3¢ est non stationnaire autour d’une tendance déterministe de pente a.

La formulation du modele n’est donc pas satisfaisante. SCHMIDT et PHILLIPS ont proposé un
modele et un test beaucoup mieux adapté au cas des séries présentant une tendance. Dans ce
modele, on suppose que y; = «+ [t + uy, avec (uy) non stationnaire sous Hy et (u;) stationnaire
sous H;.

Méthode de test pour le modéle de base Dans le modele de base, on suppose que :

Y =+ Bt +uy
ug = pug_1 +n avec |p| < 1,1~ BB(0,0?)
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On pose : Hp: p=1.
On calcule :

Comme le modele s’écrit aussi :
Ayt :b+ut—ut_1 =b+ (p— 1)ut_1 +n= b+¢ut_1+77

on estime par les MCO le modele : Ay, = p+ ¢ur_1+mn; et on teste : Hy : ¢ = 0 contre Hy : ¢ < 0.
Soit ¢ D'estimateur des MCO de ¢, et t$T la statistique de STUDENT associée, on refuse Hy au

seuil a si Ty =Ty <cousity < cf avec c® et ¢f obtenus dans la table 1A (par exemple,

pour T'=100, a = 0,05 : ¢, = —3,04).

Cas général On suppose toujours :

{yt = a+ 0Ot+u
Ut = pu—1+n

mais on ne fait plus 'hypothese que () est un BB. On effectue le méme type de correction que
dans le test de PHILLIPS-PERRON pour prendre en compte l'auto-corrélation éventuelle des 7.
La procédure de test proposée par les auteurs est cependant un peu différente de la précédente.
Tenant compte du fait que :

(I=pL)yy = (1—pL)(a+pBt)+(1—pLliu
= a+bt+n

Ils estiment directement le modele :
Ayr=a+bl+ ¢yr—1+1n
par les MCO, et calcule o2 et @%(T pour les résidus £; comme cela a été fait pour u; au paragraphe

2
2, et A2 = J.

YkT

On reprend ensuite la démarche exposée au|3.1.2[ pour calculer <$T =pr—1let taT. Les auteurs

T t
montrent que les lois limites de % et % sont identiques respectivement aux lois obtenues pour
Tch et tqu au @
Le test KPSS (Kwiotowski, Phillips, Schmidt, Shin)

Comme on I’a dit en introduction, ’hypothese nulle de ce test est celle de la stationnarité
(autour d’une constante ou d’une tendance déterministe linéaire), contrairement & tous les cas
précédents. Deux cas sont donc étudiés :

Loy =ri+noun~ I0), 1t = re_1 + ug, ug ~ BB(0,02)
2. yp = Bt + 1 +navec n~ I(0), 1y = 141 + ug, ug ~ BB(0,02)

La statistique de test utilisée correspond a la statistique du test du score lorsque les n sont
i.i.d. de loi N(0,02). Cependant, elle est corrigée de facon & tenir compte de 1’auto-corrélation
des 1 dans le cas général.

La procédure employée est alors la suivante :
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— on régresse y; sur une constante (cas 1) ou sur une constante et un trend (cas 2) et on
calcule les résidus u; de la régression (uy = y; — y dans le cas 1, uy = y¢ — @ — ft dans le

cas 2);
— on calcule :
t
Sp=>
k=1
et

T
wTK = Z + 22 <1 - I(—f—]_) % ﬂtﬂt_k

t=k+1

avec K de 'ordre de vT'.
— la statistique de test est :

1 T Q2
T2 > i1 5i
=3
WrK

La loi limite de 7 est tabulée dans le cas 1 (7, dans la table) et dans le cas 2 (1, dans la

table).
On refuse Hp : 02 = 0 au seuil a lorsque la valeur obtenue de 7 est supérieure a la valeur

critique correspondante.

3.2 Deuxieme phase de ’identification : choix de p et ¢

On suppose que I'on a déja déterminé d et on travaille éventuellement sur ¥; = (1 — L)?X;.
On assimile alors (Y;) & un processus ARM A(p, q). On se propose donc de déterminer les valeurs
de p et q.

3.2.1 Résultats préliminaires

Soit Y; ~ I(d) et X; = (1 — L)4Y;.
On a vu que si X; ~ AR(p) alors

{r(h)—Osih>petr(‘)7éO
p'(h) =0si h>petp'(p) #0

Et si X; ~ M A(q), alors p(h) =0si h > q et p(q) # 0.
Enfin on sait que si ¥; ~ I(0), alors

ir(h) 5 r(h)
pr(h) 5 pi(h)
pr(h)y 5 p(n)

De plus si (¢¢) est stationnaire & 'ordre 4 (E (}) = 1 < 400) alors tous ces estimateurs sont

asymptotiquement normaux.
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Remarque 3.2.1 (Calcul de p% pour Y; ~ ARMA(p,q)) Si ¢(L)Y; = 6(L)et, on a vu que
pour 7; ~ BB bien choisi, le processus (Z;) respectant I'équation 6(L)Z; = ¢(L)n: vérifie
pz(h) = py (h).

On a .
Zy = 0(L) (L) = A(L)p = Y ami—
§=0
et N
S 4y
pz(h) = = —— = piv (h)
J=0"j
On prendra

i N Z]K:O &jdj-i-h
B (h) = pr () = T+

K -
>0 a?
ou K est suffisamment grand.
Par ailleurs : (L) '¢(L)Y; = &
= A(L)Y;g =&t
=>Yi=—-> Y +e
Il est possible d’obtenir ai,...,ax en régressant Y; sur Y;_1,..., Y k.

3.2.2 Choix de p pour un AR(p)

On montre que
VI (ir(h) = (k) “ N(0,1)
VI(p(h) = p'(h) = N(0,1)
On teste Hy : r(h) = 0 contre Hy : 7(h) # 0. On refuse Hy si vT|ir(h)| > 1,96 au seuil de
5%. L’intervalle de confiance & 95% pour r(h) : ['FT(h) - L\/QT?,fT(h) + 1’\/9%5 .
Si 77 (h) est non significativement différent de zéro pour h > p et 7#p(p) # 0, alors p est ordre
de 'AR.

Sur 'auto-corrélogramme c’est le rang du dernier pic significatif.

3.2.3 Choix de ¢ pour un MA(q)
Si Xy ~ MA(q), on montre que

Sih>gq,

pr(h) 1o
I st MO

Comme pr(k) — p(k), on a

or(h o1
\/Tm;i(ﬂ) lod Student
1P (k)
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3.2.4 Choix de (p,q) pour un ARMA(p,q)

Rappel : AR(p) = ARMA(p,0) et MA(q) = ARMA(0,q).
Si Xy ~ ARM A(p, q) tel que ¢(L)X; = 0(L)e; alors (X;) admet une représentation AR (o)
donnée par :

+oo
H(L)_1¢(L)Xt = Z apXi—p = &¢
k=0

olt ag =1 et > 725 |ak| < +oc.
Cette représentation peut étre approximée par un AR(P) pour P assez grand :

p
Z apXe—p # e

k=0

De la méme fagon X; admet une représentation M A(co) donnée par :
+oo
Xy =¢(L) ' 0(L)ee = Y breri
k=0

qui peut aussi étre approximée par un M A(Q) pour @ assez grand :

Q
Z brei—r # X¢
k=0

Exemple 3.2.1 Si 77(h) et pi(h) sont significativement non nuls pour h < 3 seulement et si
pr(h) est significativement non nul pour h < 4 seulement, on est amené a estimer un AR(3) et
un M A(4) ce qui pousse a choisir un ARM A(p, q) avec p < 3 et ¢ < 4.

3.3 Estimation

A Tissue des phases précédentes, on a choisi d et divers couples (p,q) compatibles avec les
données. Le modele s’écrit :
(1= L)*(L)X; = p+6(L)es
On suppose que & iid ~ N (0, 032).
Les paramétres & estimer sont w = (¢1,...,¢p,01,...,0,) et o2.
On calcule 'estimateur du maximum de vraisemblance :

In (w—(p—&—d)a ey L—1,T1,X05 - - - ,.Q?T)
In (J}l, ey xT|x_(p+d), ce ,1‘71)
In (w,(p+d), ey x_l)

On a recours a des procédures numériques de maximisation de la vraisemblance :

~ la valeur initiale —— est estimée par la moyenne empirique de (1 — L)?X;.

¢(1)

— les équations de YULE-WALKER donnent un estimateur initial pour (¢1,...,¢p) :
plg+1) plq) o plpta—1) e1
g+ p) pp+qg—1) ... p(q) Pp

— on obtient de la méme facon (61, ...,6,) a partir des p’.(h).
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Propriété de PEMV  Soit w = (6, 02)’

On a alors
-0 (0, (242

On en déduit des intervalles de confiance asymptotiques pour les parametres. On effectue des
tests du type :

— Hy : ¢p =0contre Hy : ¢, #0

— Hy : 6,=0contre H; : 6, #0

— Hy : pu=0contre Hy : u#0
3.3.1 Cas d’un AR(p)

On se place dans le cadre suivant :

ye = (1— L)d(:ct —m)

L)y = &
Y = it opupte e N(0,0%) iid
Yp+1 Y1
suit, conditionnellement a : , une loi normale dont la densité s’écrit :
yr Yp
S Y — (Prye—1+ -+ Opli—p)
l e e = exp [ — 2 LUt Lt 2
(prrl yT|y1 yp) tgl \/m p ( 20_2
T T 1 <
2
ﬁmﬂwﬂwnwﬂwww%)::—5M%VL5mU—E;gz:m—%ww4+~‘+%%wﬂ
t=p+1
La maximisation de la vraisemblance conditionnelle donne ¢1, ..., ¢, qui peuvent étre cal-
culés en régressant (MCO) y; sur yi—1,..., Yi—p.

CLS (méthode approximative) On a

e(yla cee 7yT) = g(yp-i-h e 7yT’y1a e 7yp) X e(yla e 7yp)

oll
1 0) ... A1)
~ N0, : - :
Yp yp—=1) ... ~(0)
Vp
Vp étant calculable en fonction de ¢1,. .., pp, il en découle :
E(yl,... 1 ! 7%Z/sz

, = ——¢
\w—yg) {2m \/detV,

z
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1 1
max Inf(yi,...,yp) = max Pmor - —IndetV, — =2'V,2
0'27‘017-”780;7 0273017"'75013 2 2

Pour plus de détails sur le cas AR(p) on pourra consulter [3].

3.3.2 Cas d’un MA(q)

On considere :

(1-L0)%: = 6(L)e
Y;g = Xt—mtoflEXt:mt
e~ N(0,0%) iid.
0(L)€t = &t — 9161571 — = qutfq
La vraisemblance du modele est £(y1,...,yr|€0,e—1,...,6—¢+1), fonction dont le maximum
doit étre calculé de fagon numérique.
— Soit on suppose g =e_1 = -+ = e_g4+1 = 0 — méthode numérique

— 2¢ approximation — CLS
— Soit on ne fait pas cette hypothese — méthode numérique
— approximation — ULLS
Pour plus de précisions cf. [2].

3.3.3 Cas d’un ARMA(p,q)
Diverses approximations sont possibles : MLE, CLS, ULLS (¢f. [2]).

3.4 Vérifications a posteriori

3.4.1 Tests sur les parametres

Exemple 3.4.1 On désire tester Hy : ¢, = 0 contre I'hypothese alternative H; : ¢, # 0, on a :
o loi o
\/T(‘PT,P — ¥p) 2N (07 Vas (ﬁQOTm))

D’ou .
VT T2 " Fe 1 (o, 1)
Vas (ﬁ@T,p)

¢p est significatif au seuil de 5% (asymptotiquement) si

‘ PTp > 1,96

(VaS((KA’T,p)l/Q)

[t

T, ‘

Exemple 3.4.2 Le méme test s’applique avec §, a la place de ¢, on refuse alors Hy (i.e. §, est
significatif) si [tp, | > 1,96.
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Remarque 3.4.1 (Econométrie asymptotique)

_ﬂ+(X’X)‘1X’ tX’X
- T T°%°T

=X

—Q

X'e 105 X'X
ﬁTg LA ] 0, lim < )

T
Q
Yt = a+bry + &
b—b
LAy J! Student(N — 2)
T

Si ¢, n'est pas significatif (ou 6;) on relance Iestimation en remplacant p par p—1 (ou ¢ par

q—1).
Si 1 n’est pas significatif, on relance I’estimation sans terme constant.

3.4.2 Tests sur les résidus

On se place toujours dans les mémes conditions :

(L)Y = p+0(L)e
=Yi—pYia——pVip = pte =0 — =0
=& = Vi—@1Yea— =Yoo p—fit b1+ 0E

Les résidus estimés (& savoir ;) sont-ils compatibles avec I'hypothese de bruit blanc de &; 7
Pour cela on effectue le test du porte-manteau :

L’auto-corrélation empirique d’ordre k de &, est alors :

K

Qx =T p2(k)

k=1

Pour K assez grand (K > 12), on montre que si e, ~ BB(0,0?) alors
L 2
Qx = X (K—p—aq)

On refuse Hy : g, ~ BB au seuil a si Qg > x3_ (K —p—q).

Remarque 3.4.2 Qi peut étre éventuellement remplacé par :

K

Qe =TT +2) Y 720
k=1
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3.5 Choix du modele

A Tlissue des phases d’estimation et de vérification il reste en général plusieurs modeles
possibles pour représenter les données. Pour choisir un modele on peut se fier a plusieurs criteres :

— 62 petit,

— critere de parcimonie : p + ¢ minimal,

— critere de qualité de la prévision (cf. plus loin),

— critere d’information .
On suppose &; ~ BB(0,0?) i.i.d. On considere fo(z) = f(x,wo,03) la vraie loi (inconnue)
du processus et f(r) = f(x,w,0?) la famille de loi correspondant au modele ARM A(p, q)
estimé. L’écart entre ces lois est mesuré par :

A(f. fo) = Eq [_mn f(x) }

fo(x)

Cette quantité est positive (d’aprés JENSEN) et est nulle si et seulement si f(z) = fo(z)
p.s.

En pratique on cherche a minimiser ’écart entre fy et f. Il existe différentes facons d’ap-
proximer ce critere d’information :

— AIC(p,q) = TIno? +2(p+ q), critere d’information d’AKATKE

- SBC(p,q) = Tlno? + (p+q)InT

- HQ(p,q) =Tn o2 + (p+q)cIn(InT') avec ¢ > 2, critere d'information HANNAN-QUINN
On cherche donc & minimiser la quantité d’informations.
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Chapitre 4

Prévision dans les ARMA et les
ARIMA

Introduction

On suppose (p, d, q) connus. On dispose d’observations z1,. ..,z et on veut faire une prévi-
sion a ’horizon H, c¢’est-a-dire prévoir xr41,...,27+H.

On remplacera (¢1,. .., ¢p, 01, ..., 04 1t,0°) par leurs estimateurs.

4.1 Prévisions dans un AR(p)
On suppose que 'on a le modele :
(L)Xt = p+ &

ot §(L) =1L+ 2 + -+ + ppLP
Soit Tp41 = p+ o120+ -+ PpTi—pr1 + Ett1.

Définition 4.1.1 (Prévision optimale)
1Xi1j = EL(X14] X4)

On trouve ensuite :

tXip1 = EL(velz) = p+ o1+ + opip1—p + EL(gp41|24)
tre = BEL(zig2|r) = p+ 010X + oz + opTiy1—p + EL(gr11]m1)
t*+h = pBL( xt+h‘$t Z P txt+h —j

avec tm;‘:rhfj =Typp—jsit+h—j<tet h<j.
D’ou 'écriture

h—1
tXt+h—M+Z<Pyt$t+h J+Z@Jt$t+h —j
j=1 j=h

55
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On utilise ensuite I’équation de récurrence :

(L) X7, = 1 S(L) (X7, —m) = 0
| S—

*
thJrh

Ny — M —
ol m = gy =EX;

tY;";, est la solution de I’équation de récurrence de polynome caractéristique Zpgb(%). On en
déduit que ;Y}",;, est de la forme :

r m;—1

Yin = Y aghlh

i=1 j=1
avec les - racines distinctes de ¢(Z) avec la multiplicité m;.

a;j est obtenu & partir des p conditions initiales (observations ou prévisions).

Exemple 4.1.1 On considere un AR tel que ¢(L) = (1 — ¢L)? ol |p| < 1. On a donc le
processus :
(L)Xt = p+ e

L N
On veut prévoir ;X7 .

On commence par centrer : ¢(L)Y; = &

O(L) (e Xy, —m) =0
—_————

*
th-s—h

(Y, séerit : Y, = ¢"(ah + b).
Sih=0,:Y =Y, =0
Sih=1, Y, =2pY; — p*Y;1 = p(a+b)
Par identification a = Y; — ¢Y;_1 et b = Y;.
On en déduit
Yo = " (Vi — Yi1)h + Y7)

4.2 Prévision dans un M A(q)

On considere le processus

Xt = m-+ 9(L)€t
q
= m+e— Zejcft_j
j=1
q
Xerh = m+eppp — Z Ojttn—j
j=1

On a la prévision optimale :

t Xy = EL(Xin|Xy)
= EL(Xiynler)
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Sih>gq, tXt*Jrh:m.

Sih<gq,
h—1 q
Xerh = m+epp — Z Ojctin—j — Z Ojctrn—j
j=1 j=h

q
EL(X;1nXe) = m+0—-0-> 6ierin
i=h

q
*
tXipp = = m—E Ojetinj
j=h

Cette forme est exacte mais n’est pas utilisable en pratique car les £;_; ne sont pas observés
pour k£ > 0. Mais on peut les calculer & partir des observations en utilisant la forme AR(co) :

OL) Xy —m) = < 0(L) ' Xy = p + &
o = 7
Or (L)L =322 gapLk ot ag = 1 et S50 |ak| < +oo.
On a donc

%)
Xt = u—= ZakXt_k + &t
k=1

o0
Xign = p— Y axXigh b+ Erpn
k=1

Pour les prévisions optimales :

o0
tXfH = p—= Z arXi41—k

k=1
h—1 00
* _ * *
tXipn = H— E 7 G E 79, S
k=1 k=h

En pratique, on n’observe pas les X; pour ¢ < 0. On n’a qu’une prévision approchée en
tronquant :

h—1 t+h
v -k *
tXtth = — E X ihk — E Xk

En fait on néglige le terme

oo o
Z e Xerh—k|| < ( Z \%\) |1l
k=t-+h+1 9 \k=t+h+l

h—_)»ooo
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4.3 Cas d’un ARM A(p,q)
On considere le modele :
(L)X = p+0(L)er < ¢(L)( Xy —m) = 0(L)e
En posant Y; = X; — m, on se ramene a p = 0.
Yi=o1Yi g+ -+ oYy te — 01501 — - — 0414

4.3.1 Forme AR(c0)
On a en multipliant par (L)™' :

—_———
A(L)
o
i = —Zakka + et

k=1
h—1 00

Y, = — Z apYiih—k — Z arYirh—k
k=1 k=h
h—1 t+h

tYepn = — Z apYiph—k — Z apYerh—k
k=1 k=h

4.3.2 Utilisation d’une équation de récurrence

On connait ’équation de récurrence :

p q
Yitn = Z ©iYtrh—j + Etrn — Z Oketrn—j
j=1 k=1

Sit+h—q>t,ie h>gq,alors

P
EL | et4n — Zejst-i-h—j‘ﬁ =0

j=1
D’ou
p
tYip = Z @itV h—;
=1
ol t}/;ih—j = -Yi‘l’h*j sit+h—j=>tie j<h.

Pour h > ¢, les /Y}", ;, vérifient 'équation de récurrence de polynome caractéristique Z”¢ (%)

on en déduit que
r m;—1

Yo=Y aiNh

i=1 j=0

ou on déduit les «;; des conditions initiales Y} Yoot Y, tq—p observés ou prévus.
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4.4 Cas d’un ARIMA(p,d,q)

On considére le modeéle :
(1= L)6(L) X, = i+ 0(L)ey
Y(L)
On a les conditions initiales Z' = (X_1,..., X_p_d,6-1,...,6—¢)-

On se ramene au cas u = 0 en posant EX; = my. m; est une solution déterministe de
I’équation de récurrence ¢(L)m; = p. On pose alors Y; = Xy — m et on a ’équation

@/}(L)Yt = Q(L)é‘t
Ent+h

V(L)Yeen = O(L)ersn
ti/;:-h = EL(Y;FFhD/;fv'”lea}/(bZ)

Utilisation de I’approximation auto-régressive
t
Y, = — Z a;Yi_j + H (1)Z + &
j=1

avec H(t) € RPYT et limy_o0 ||[H(t)|| = 0

t+h

Z a; Y h—j+ Hl(t +h)Z + etan

j=1

t+h

Y = Y0V T H(t+h)Z avee )Y, 5 = Yo sij <h
j=1
t+h

tf/t+h = Z a; th+h—j

Yien

Utilisation d’une équation de récurrence 1 (L)Y; = 6(L)e;

Y(L)Yipn = 0(L)etsn

V(L)Y =0sit+h—qg>tie h>gq

Les +Y}",;, pour h > ¢ sont solutions de I’équation de récurrence de polynome caractéristique
Zp+ dy ( ) D’ou

r m;—1

* 17
Vi = D) agAln
i=1 j=0

r m;—1

— Zal BINB 43N Al n

=2 j=0

Remarque 4.4.1 On a la méme équation de récurrence pour les tf@rh, h>q.



60 CHAPITRE 4. PREVISION DANS LES ARMA ET LES ARIM A

4.5 Intervalles de précision

Dans les cas AR, M A, ARM A on sait qu’il existe une représentation M A(oo) :
o
Xt =m+ B(L)Et =m—+ Z bkEt,k
k=0

ou Y |bg| < oc.
On alorsent+h

o
Xivnh = m+ep+ Z brEttn—k
k=1
trn = EL(Xi1n|Xt) = EL(Xyynler)

oo
= mtepnt Y brrinoi sit+h—k<t
k=h

L’erreur de prévision a I’horizon h est :
et(h) = Xern —1 Xy
h—1

= Etpnt Z bkEtth—k
k=1

Dans les cas ARM A, on a vu une approximation M A, en posant Y; = Xy —m :

t
Y, = ijst_j+ﬁ(t)’z
j=0

t
Yien = Y bjej+HE+h)Z
§=0
t}/;j-h = EL(}ft+h‘Y;fa7K)7Z)
= EL<n+h‘8t7...,80,Z)
t+j ~
= Z bicrin—j + H(t+h)'Z
j=h

L’erreur de prévision est donnée par :

et(h) = Xern —t Xiip

Si les &; sont iid ~ N(0, o?), alors



4.5. INTERVALLES DE PRECISION

Soient 62 et Ej des estimateurs convergents de o2 et bj. On en déduit que :

et(h)
=T

On en déduit un intervalle de prévision au niveau 1 — o pour Xy, :

~ N(0,1)

61
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Chapitre 5

Processus vectoriels stationnaires -
Processus VAR stationnaires

Introduction
Définition 5.0.1 (Processus vectoriel) (X;) est un processus a valeurs dans R™ si
T1t

X =

xn,t
avec (zi4) processus a valeurs dans R.

Pour une étude complete, il faudrait étudier :

— VAR : modele parlant car on explique a partir des z;; passés,

— VM A : moins parlant car on explique a partir des £;; passés,

- VARMA.

Les modeles VAR ont germé avec ’économétrie avec SIMS en 1980 suite a la critique de
Lucas. On teste des modeles structurels, 'exogénéité.

5.1 Processus vectoriels stationnaires du second ordre

5.1.1 Définition et proposition

Définition 5.1.1 (Processus vectoriel du second ordre) (X;) est un processus du se-
cond ordre si et seulement si

& Vt, X; € L2n(Q,A,IP’)
& Vi, Vt, zy € L*(Q, A, P)
A Xt/Xt = ||Xt‘|§ = E?:l xzzt € Ll(Q7A7 IP))

E:Clt
On a EX; = : =m et VX; = E(X; — m)(Xy —m)" = (Cov(mit, Tjt))1<i j<n-

IExm

63
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Définition 5.1.2 (Processus vectoriel stationnaire au second ordre) Soit (X;) est un pro-
cessus du second ordre.
On dit que (X;) est stationnaire au second ordre si et seulement si :

(i) VX; = ¥ = I'x(0)
(iii) E(X; — m)(Xen — m)' = Dx(h)

Remarque 5.1.1 (1) (iii) = (ii)
(2) (i) = Cov(wit, zjt—n) = vij(h), Vi, j, h
(3) (Xy) stationnaire = (z;;) stationnaire Vi

Mais la réciproque est fausse en général car les conditions :
EX; =m < Ex;y = m;, Vi

Cov(wit, xi—n) = vi(h)

ne suffisent pas pour avoir la stationnarité de (X3).

€1t

Exemple 5.1.1 (1) ¢;~ BB(0,Q2) ou & =
5n,t
Stationnarité 7

(i) EX, =0

(i) VX, =Q

(i) Egeel =0sit#71
— OK

(2) Xy~ VMAQ)
Soit e, ~ BB(0,£2), A € M,(R) fixée.
Alors Xy = e; — Agy_1q est stationnaire :
(i) EX, =0
(ii)
VX, = E(g — Aegi1)(er — Agpq)
= Elge} — Aey_1606,A" + Agy_16;_ 1 A']
= Q4404

(iii) EX, X!, = E(e; — Aey1)(e0-1 — Acy—s)’
Pour h > 1, EX;X] , =0
EX, X/, = —QA
EX,X],, =0,sih>1

Proposition 5.1.1 X; stationnaire = Vh € Z, I'(—h) = T'(h)’
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Démonstration

D(-h) = E(X;—m)(Xesn - m)
= EX; X, —mm
= EXt—hXét—h)+h — mm/ par stationnarité
= EXt_hXZ —mm’
= E(X:X;_p) — (mm)
= [EX; X[ , —mm/]
= I(h)

Proposition 5.1.2 Soit (X;)iez un processus stationnaire.
Soit (Aj)jez une suite de matrices telle que Y., ||A;]| < +oo.
Alors

(i) i =3, A; X1 j € L3.(Q, A P)
(ii) Yy est stationnaire avec :
- EY; =my = (327 Aj)mx
- Ty(h) =22, AiTx(h+ k= j) A

jez|

Démonstration

Dans le cas général

Ty(h) = E(MWY.,)
/
= E[[) 4;X, (ZAk.Xt_k>
i k

= Y E(AX X AL)
ik

= Y EATx(h+k—j)AL)
7.k

Cas particulier Si X; = ¢, ~ BB, alors

Y, = Z Ajei—j

JET.

C’est un processus VM A(c0).

5.1.2 Densité spectrale d’un processus vectoriel stationnaire

65

Définition 5.1.3 (Densité spectrale) Si X; =), Apes, ot e~ BB et Y, || Ax]| < 400

alors

(i) 2oz ITx (A < +o0
(ii) Sx(w) = 5= >z Tx(h)e™" est la matrice de densité spectrale de (X;)
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Démonstration

Ix(h) = EX,X| , car EX, =0

(Zj: Ajstj> (Zk: Akatkh> 1

= Z AR (er—jer—k—n) Aj
ik —
_{Oﬁj¢h+k

= E

() sinon

_ O A
= > A;04)
J
On majore ensuite

DT < Do) 1144l
h k

hez
< D IARIA [ Af_ll
koh

2
< [l (ZHMH) < 4o
k

Donc Sx(w) a un sens.
Proposition 5.1.3 (i) Siec~ BB(0,9) alors

1
(ii) Soit X¢ =, Aper—, = A(L)ey tel que Y, || Ax]| < +o0
et Yy = >, BpXi—, = B(L)X; tel que > || Bi|| < +o00
alors Yy = >, Crer—i, = C(L)ey
et Sy (w) = B(e™)Sx (w)B(e ™)

Démonstration
() C(L) = B(L).A(L) = (B.A)(L)

(ii) Sy (w) : cf. le cas réel.

Théoréme 5.1.1 (Injectivité) On considére le modéle X; = A(L)e; ot e ~ BB.
Alors

VheZ, Tx(h) = | Sx(w)e ™“"dw

—T
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Démonstration

Sx(w)e “dw = / (er(k)eiWk> e dw
T\ k

—TT —

— I / )
k —T

—_——
Srn (symbole de Kronecker )

= TI'x(h)

5.1.3 Innovation d’un processus vectoriel

Tt
Soit Xt =

EL(I‘lt’Xt_l)
Définition 5.1.4 (Prévision) X; = FL(X¢|X;—1) = :
EL(JUnt’Xt_l)
ot Vj

EL(a:jt|Xt_1) = EL(a:jt|x17t_1, . >$n,t—1)

EL(l'thxls; sy Tpsy S K
= EL(:(}th.TZ‘S,i = 1..TL, s<t— 1})

Proposition 5.1.4 Soit X la prévision linéaire optimale de X; a la date t — 1.

Si X, est une autre prévision linéaire de X; a la date t — 1, alors
V(X — X)) < V(X - X))

au sens des matrices symétriques positives
On a égalité si et seulement si Xy = X}

67

Remarque 5.1.2 (1) X, est une prévision linéaire de Xy en t — 1, i.e. X, est une fonction

linéaire de zj,, s <t—1, 7 =1..n.
V(X; — X)) < V(X — Xy)
= Vu e R" — {0}, W'V(X; — X})u < 'V(X; — X )u

En particulier pour u = (0,...,0, 1 ,0,...,0), on a :

i€11€ position

V(ziy — ) < V(zgy — Tit)

xj, est la prévision optimale de x;; comme fonction linéaire des xj,, s <t — 1.
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(2) Vu e R" — {0}, Vo/(X; — X7) < Vu/ (X, — X3)
= u' X} est une prévision de v’ X; plus précise que u'X;.
(3) Si on note

L(Xi—1) = L(T14-1,---Tni—1)

{z1sy. -, Tps, s <t —1})

L
L

On a Z(xi,t—l) g Z(h)

Ty = EL(wit|14-1)

V(l‘it — jit) > V(l‘it — $;kt)

C’est normal car on a plus d’informations dans £(X;—1) que dans L(z;;—1).

Proposition 5.1.5 (Processus des innovations) Soit (X;)icz un processus stationnaire et
X;k = EL(Xt‘.’L't_l).
L’innovation de X; est
Et = Xt — Xt*
On a plus précisément

€1t

Ent
Tt — EL($1t|Xt—1)

Tnt — EL(xnt’Xt—l)
x1t — EL(x1¢[{x1s, ..., Tns, s <t —1})

Tnt — EL(xnt|{21s, .., Tns, s <t —1})

On montre que (e¢)ez, est un bruit blanc.

Remarque 5.1.3 (1) ce qui a été présenté est valable dans le cas ou EX; = 0.
Quand EX; # 0, on définit

L(Xi—1) =L, 21 4-1,- - Tnt—1)

Puis
EL(x1|l, 2161, Tnt—1)

X/ =

EL(ﬂfnt“., $17t_17 v ’xn,t—l)

€1t
(2) e = : ou g ~ BB, Vi

Ent
Mais €;; n’est pas I'innovation du processus univarié (z;). En effet

Tip — EL(xi|1, 14-1, ..., Tng—1) 7 it — EL(zi¢|T1,0-1)
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Eeqy
Démonstration Eeg; = : ou Eeyy = E(zy — EL(24| X1—1))
Een:
— SiVy, Exzj; = 0, alors

E(EL($Zt|Xt_1)) = E(EL(ZL‘iﬂth_l, ey xmt_l))

- Si EX; # 0, alors

IE(EL(xzt]Xt_l)) = E(EL(.%’MH, :cl,t_l, e 7$n,t—1))

\V/’i, Tit — EL(I‘it|Xt,1) 11 & E:Eit — IE(EL(th|Xt,1)) =0

& [Eegiyp =0
On peut toujours se ramener a EX; = 0.
On a E(gse}) = (E(eueji))1<ij<n avec
cicje = (i — EL(y| Xy1)) (w0 — EL(254| Xi-1))
| S —
EZ(Xt_l)

E(enejt) = Elwa(zjr — EL(wj¢| X-1))]
= E(zurj) — E(ziEL(7j| Xi-1))
Si s < t, alors E(eie}) = (E(gitejs) ) 1<i,j<n OU
git = it — BEL(it| X¢—1) L L(X¢-1)

€js = xjs — EL(25| X1—1) € L(X,) C L(X¢-1)

Donc E(ejejs) =0si s < t.

Théoréme 5.1.2 (Théoréeme de Wold) Soit (X;) un processus vectoriel stationnaire et (&)
le processus des innovations.

On a alors I(Ag)kez tel que
Xy =my + Z Aggi—i,
z

avec Ag =1 et Y, ||Ag|| < 400

5.1.4 Convergence des moments empiriques

L1t mi
Soit X; = : et EX; =

Tt mnp
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On définit les estimateurs :

) 1 T o L1t
m = T;Xt: T — f;t
ro) = ! i(Xt — X7)(X¢ — X7)
TouTl-1
. 1 : T _ _
L(h) = T—houT—h—lZ(Xt_XT)(Xt_h_XT)/

t=1

Proposition 5.1.6 (i) Convergence : 1 et I'(h) sont des estimateurs convergents respecti-

vement de m et I'(h).

(ii) Normalité asymptotique :

VT (1 —m) % N (o, > FX(h)>

heZ

On note I'(h) = (955(P)1<i j<n- On @ la normalité jointe de toute famille finie de 4i;(h),
Vi, j, h.

Exemple 5.1.2

411(0) — 711(0)

w termes de I'(0) — I'(0)

VE | 10 =200 A0, %)

A11(1) —y1(1) ) do F(1) - (1)
: n” termes de I'(1) — I'(1

Ann(1) — Ynn(1)

5.2 Processus VAR stationnaires

5.2.1 Définition et proposition générale
Définition 5.2.1 Soit X; ~ VAR(p), n € R", (¢j)i<j<p € (Mn(R))?, ¢p #0, & ~ BB(0,9),
Q2 e M, (R) tel que

Xi=p+01Xe a1+ +0pXe pte o o(L) Xy =p+e
0t $(L) = I — 1L — -+ — ¢, L7

Remarque 5.2.1 ¢ = <90§j>1<z‘j<n

P n

Vi, it = pi + Z Z (Sofjmj,tfk> +€it

k=1 j=1
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Proposition 5.2.1 Si det ¢(Z) a toutes ses racines de module strictement plus grand que 1,
alors

(i) ¢(L) est inversible
(ii) ¢(L)™F =332 AL tel que Ag =1 et > ||Ax|| < +oo

Démonstration ¢(L) = I, — ¢1L — -+ = ¢ LP = (pij(L))1<ij<n avec @ij(L) = 65 — @j; L —
— PP
=L
On note ¢(Z) =1- gblZ — ¢pr = (@ij(z))lgi,jgrw VZ € C avec QOZJ(Z) = 51']' — gozljZ — =
‘Pijp‘ ~
On note ¢(L) la comatrice de ¢(L).

On sait que

N2)D(2) = $(2)p(Z) = det §(2)1,
S(L)D(L) = $(L)d(L) = det $(L)I,
On aura donc ¢(L) inversible < det ¢(L) inversible.

On sait que si les racines de det ¢(Z) sont de module strictement plus grand que 1, alors
det ¢(L). Dans ce cas, det ¢(L) a pour inverse

(det (L))" = 3 apL¥
0

tel que ag =1 et > |ax| < +o0
On a donc

(L)L) = detp(L)I,
1

avec @(L) = (¢ij(L))1<ij<n €t d°@ij < P

o(L) = (i akLk) A= AL
0 0

avec Ag = agd(1)I,, et 3 ||Ar]] < 400 car 3, |ag| < +00

Remarque 5.2.2 Si det ¢(1) = 0 alors (X;) est non stationnaire.
P(L)X: = p+e

Xy = (L) (u+er)

Xe = o(L)(det¢(L))  (p+er)
detp(L) Xy = S(L)(n+er)
Q- Lyp(L)X: = o(L)(u+er)

Proposition 5.2.2 Si ¢(L)X; = pi+¢e; et si les racines de det ¢(Z) sont de module strictement
supérieur a 1, alors

(i) Xe =m+> 00 Arer—i avec Ag =1 ety ||Ax]] < +o0

(ii) (et) est le processus des innovations de (Xi)
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Démonstration

(i) Soit le modele ¢(L)X; = p1+ €4 avec ¢(L) inversible.

L’inverse de ¢(L) est donné par
G(L) " = det o(L)'G(L) = 3 A LH
0

ou Ay = I, et > ||Ak|| < +o0

On a
X: = o(L) u+er)
= O(L) '+ o(L) e
o0
= m-+ Z Ak&t_k
0
(i)
L)Xy = pte
P
S Xi o= pt Y ok Xi g+
1
p n
STt = Mt Z Z Pk | + €
k=1 \ j=1
D’ou Eit € £(Qj‘it, 1, Tlt—1y-+->TLt—py--- ,xn,t,p)
Puis

L(1,e) = L(1,{eis,i = 1.n,s < t}) C L(Xy)

o n
Vi, mip =i+ Y (Z afjsj,tk> € L(1,{eis,i = 1.m,s <t}) = L(1,&)
k

=0 \j=1
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Montrons que €; = X; — X
X[ = EL(X{1,Xi—1)

p
- EL (u + o Xik + st\Xt_l)
1

BL (pn + X0, (S5 i) el X

BL (4 S0y (S5 oo i) el Xes )

p
= u+ Z Ok Xi—p + EL(g¢|1, Xy—1)

—_———
! EL(Et‘l,Et_1)

Xi—et
0 car ei~BB

CQFD

Remarque 5.2.3 (1) X; = m + > 0" Aper—r, = m + ¢(L)'e; d’apres le théoréme de WOLD
avec m = EX; = ¢(L) " !p.
(2) Soit le modele ¢(1) X = p + €.
a) Sidet ¢(Z) a ses racines de module strictement plus grand que 1, alors X; = m+¢(L) e,
On en déduit que (X;)z est stationnaire (représentation VM A(c0)).

b) Si det ¢(1) = 0, alors (X;) ne peut pas étre stationnaire car det ¢(Z) = (1 — Z)%)(Z) tel
que les racines de v sont de module strictement plus grand que 1.

(1— L)X = (L)' o(L) (1 + &)

c) Sidet¢(Z) a toutes ses racines de module strictement supérieur a 1, alors
— il existe une solution (X;) stationnaire,
— il existe aussi des solutions non stationnaires en espérance :
Zy = X + Y, ou Y, est déterministe tel que ¢(L)Y;.

5.2.2 Prévision dans un VAR stationnaire

A la date t, on souhaite effectuer une prévision de X, et déterminer une région de confiance
de la prévision de X;ip.
On considere le modele
(L) Xy = p+ &
avec det ¢(Z) ayant toutes ses racines de module strictement supérieur a 1.
On s’intéresse a la solution stationnaire (X3).

Prévision

tXi1 = BEL(Xia]1, Xy)

X, = BEL(Xin|1, Xy)
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Plus précisément on a

tXiy1 = bt oXe+ o+ pXipip + EL(E41 | Xe)
0
Xive = p+ o1 Xepr + -+ OpXegogp + Et42
tXipo = pt o X+ + opXeyorp + EL(er42| Xe)
0
P

Xiyn = p+ D Ok Xivhk +eren
1

p
1Xin = pt Z Gk 1 Xt p g +0
1

avec 1 X\ 4 = Xppn—g sik > h.
C’est la méthode itérative de calcul de la prévision de Xyip,.

Région de confiance sous hypothése de normalité
—Sih=1, Xip1 —¢ Xj\y = €141 ~ N(0,9) car les g sont iid et ~ N(0, ().
La région de confiance de R™ dans laquelle X;;1 a une probabilité 1 — « de se trouver est

{(Xe1 = X50) QN (X1 —¢ X1) < q1-a (03(R)) }

C’est un ellipsoide en dimension n.
~Sih=2, Xi190 =t X[ g = 01( X1 —¢ X[ )ets2

V(Xip2 —t X10) = 01Q0] +Q

D’ou
(Xig2 —t X{10) (619207 + Q) (Xigo —¢ Xfpo) ~ X*(n)

On peut en déduire comme précédemment une région de confiance au niveau 1 — a.

5.3 Estimation d’un modele VAR sous hypothese de normalité

5.3.1 Ecriture empilée du modele

Exemple 5.3.1 (Cas n =2, p=2)
X, = L1t
T2t
<M1>+(a1 b1><l’1,t—1>+(61 d1>($1,t—2>+<51t>
12 az by T2¢-1 co da T2t—2 €2t

= pu+ o1 X1+ P Xy o+ ey
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Modele empilé avec T observations :
M1
aj
13 1z 22 T11 z21 |0 0 by €13
: : : : c1
vir | _ | 1z w71 miro2 Tar2 |0 0 dq e1T
23 0 0 1 =z 22 11 21 2 €23
: : a2
: : : )
Zor 0 0 1 171 xa7-1 T17-2 ToT-2 02 €91
)
)

xXr
& (1
To

)=

Z|0

0]z

) (5

)<

Z]0

7))

On a donc le modele (M) (Ix ® Z)f + ¢ ou ® désigne le symbole de KRONECKER.

(M) se décompose en les 2 sous-modeles :

€13

e1r
AV
€23

(My) @1 =2B +¢'
(Ma)  my=2ZB2+¢>
On veut calculer Ve, en supposant que g ~ N (0,Q) o Q = < ai 012
021 022
011 0 J12 0
0 o11 0 012 _ < o1lr_s | o1alr—y
021 0 022 0 onlr—s | oralr—s
0 091 0 022

gor

Cas général

T1,p+1

1,7

On étudie le modele :

> avec 012 = 0921

):Q®IT_2

Xt = U + ZZ:I (Z)kXt,k + &t ou Et ™ BB(O, Q)

T1t M1 p @’fl SOlfn T1t—k €1t
= |+ : +
Tnt Hn k=1 ‘Pﬁl (P]rcm Lnt—k Ent
Pour le modele empilé avec T observations :
0 0 0
A : : : M1 €1,p+1
0 0 0 : :
0 0 0 " €17
= : : : : +
0 0 0 n Enptl
0 0 0 0 : :
: ] : z 2, enr
0 0 0 0
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1 T1,p e Tn,p e T1,1 N Tn,1
avec Z =
1 171 Tn,T-1 T1,7—p Tn,T—p
71 b1 el
Tn ﬂn e"

Ce qui équivaut au modele (M) x = (I, ® Z)5 + € qui se décompose en les n sous-modeles
(M) z;=ZBi+¢€

Remarque 5.3.1 (1) Si on suppose que les observations démarrent & ¢ = —p + 1 (au lieu de
t = 1), on peut écrire : (M;) x; = Z3; + €' avec

1 21,0 PN Tp,0 T1,—p+1 Tn,—p+1
7 : . .
1 2171 T, T—1 T1,7—p TnT—p
Dans ce cas :
Jg11 ... 0 ... 0 Oln --- 0
€11
. 0 ... 011 0o ... 0 ... O1n
ar .. 0 ... 0 0 onlr oinlr
N4 : = R : oo : = QxIr
Enl 0 ... 0 ... 0 UlnIT UnnIT
: Ont ... O ... 0 Onn 0
EnT : . : : .o :
0 ... Opl 0o ... 0 Onn
011 ... O1p
ou {) =
Onl .- Onn
€1
(2) (Ml) Tr; = Zﬂl + Ei avec V(éz) =V = UiiIT

Bilan
r=I,®2Z)3+¢
Ve=Q® It

5.3.2 Estimation par les MCQG

Théoréme 5.3.1 (Théoréme de Zellner) Pour le modéle précédent,

BMCQG = BMCG = BMCO =
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Proposition 5.3.1 L’estimateur est sans biais : E3 = 3 et a pour variance V(B) =O®(Z2'Z2)7!

Démonstration
(i) B = (I, (Z2'2)' 2Nz = (I, @ (Z'2) 7' Z") (1, ® Z)B + €)
ﬁ = (In & In(np—f—l))ﬁ + (In & (Z/Z)_lz/)g = ﬁ + (In & (Z,Z)_lZ,)E
Dot E3 = LEfﬁ_/%—(In ® (Z’Z)—lz’)@;/
B
(i) VB = (I, ® (Z'2)'ZQ & I7) I, ® (Z2'Z)1 Z")

5 on(Z'Z)7Y .. o(Z2'2)71
Remarque 5.3.2 (1) V| =Z2'2)"t = : :
B on(Z'2)7Y L op(Z2'2)71
Dans le modele (M;) z; = Z3; + €, V3 = VA A

En outre

E [(Bz — B)(B; - ﬂj)/] =0(2'2)""

(2)
¢ = 2—(I,®2)8
B
B
Zp
- ZBTL
€1
€n
N 1 T
R Z@zlt)z = Vemp(&it)
T
&ij = (Covemp EZt7Ejt Zé téjt
1

Déﬁnition 5.3.1 (Matrice de covariance estimée) 3= (Gij)i<ij<n OU Gij = %ZlT Eitéjt
N =437 &)

5.3.3 EMYV sous ’hypothése de normalité
On suppose &; iid ~ N(0, ). On consideére le processus

L1t

p
Xi = : :M+Z¢kXt—k+€t
k=1
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Calcul de la vraisemblance

P
Xi| X1~ N <M + ) Xk,
1

')
N <Xt_ (Hzmxt )2 o ( <“+Z¢’“Xt ))]

i,j <n)

1 1
U Xl Xio1,6) = o o oxP

avec le parametre 0 = (p, @1, ..., ¢p, Q) = {1, gofj, oi; tel que 1
On en déduit

T T
1 1 1
l(Xla s 7XT’X—;D+17 s 7X070) - Z(Xt|Xt—179) = exp [_ E 629_1
H V2 r Vdet Q 249

olt ey = Xy — (u+ 27 onXi—)

T 1<
In27 — - Indet Q — 2;491

—nT
:>lnl(Xl,...,XT|X_p+1,...,X0,6): 5

Calcul de P’EMYV  On écrit les conditions du premier ordre :

ol _ 1 & /
S 0}:»2=T25tét
1

oné =X, —a—>7 ngXt_k avec i et q@k EMV respectifs de pu et ¢
D’ou par concentration de la vraisemblance

Bemv = Buca (d’apres le sur-modele)
= Buco (d’apres le théoréme de ZELLNER)

Valeur de la vraisemblance au maximum Inl(X, é) = ;’;T In 271—% In det Q—% F{E{‘/Q_lst
avec
T T T
Zet le, = tr (Z A9 t) = Ztr (z—:QQ_let) = Ztr (Q_leget) =t | Q7! 25251‘, = Ttr(I,) =nT
1 1 1
TQ
D’ou
A T
Ini(X,0) = ln27r——lndet§2—n7

2
T
%(1 +1n27) — ElndetQ
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5.3.4 Propriétés de ’EMYV sous I’hypothése de normalité
On sait que Bpary = Buca = Buco = B donc Ef =B et VB =Q® (Z2'Z)7}
Proposition 5.3.2 (Sous hypothése de normalité des résidus)
BN (8,00 (22)7)
Proposition 5.3.3 (Sans I’hypothése de normalité) (i) A g
(i) @ L Q
(iii) NT(3 - B) % N (Q ® (plim Z}Z)_l)

Remarque 5.3.3 (1) (i) et (ii) sont valables pour 3 et { avec ou sans I'hypothése de normalité
(seule condition : processus stationnaire a l'ordre 4 de &; pour avoir la covariance de §2).

(2) plim % existe déja grace a I’hypothese de stationnarité de X;.
VA

Dans 7~ interviennent des termes de la forme
T
1 T—+o0
T2 Tk E(xiu; 1)
N————
t=1

existe et dépend de (i,j,k) seulement
avec E(zyxj—i) = vij(k) + mym;j et T'(k) = E[(Xy — m)(X—p —m)']
Si B~ N (8,Q® (Z'Z)7"), alors
VT(B-8)~N(0,TQ® (Z2'2)7")

’ ’ -1
Comme plim Z—TZ existe et est positive, alors plim (%) existe. On a donc bien

) / -1
VTG —B) N (O,Q@plim (ZTZ> )

Cette derniere propriété reste vraie méme si on ne suppose pas les €; gaussiens. Elle résulte
alors du TCL et de la stationnarité de (X;).

5.3.5 Tests de restrictions linéaires sur les parameétres du modele sous hypo-
these de normalité

Test de Wald

On teste 'hypothese Hy : R3 = r contre 'hypothese alternative Hy : R # r avec R €
M(q,n(np +1)), f € R+ tel que le rang R = ¢ < n(np + 1).
— Sous I’hypothese &; iid ~ N (0,), on a
b~ N(BQe@2))
RB—r ~ N(0,R(Q®(Z2'2)™")R') sous Hy
= (RG—r) R(Qe (Z2)™) R’]_l (RB—71) ~ x(q) sous Hy
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Comme plim Q) = Q
= &v = (RE =) [R(Q@ (2 2)" )R (R — r) ~ x*(q) sous Ho

On refuse Hy au seuil « si {y > Xia/z(q).

. - Lo —1
— Sans I’hypothese de normalité sur €, on a v/T'( — ) Lot s (Q ® <p lim %) >

’ -1 -
R (Q ® plim (ZTZ> ) R

Puis on fait comme dans le cas précédent.

(RB —r) 2 x?(q) sous Hy

:>§N: (RB—T‘)I

Exemples d’application (n =2, p=2)
On considére le modele :

<I1t):<u1>+(a1 b1><$1,t—1)+<61 d1><$1,t—2>+<€1t>
T2t 2 az bo Tot-1 co dp T2¢—2 €9t
Significativité d’un parameétre On teste Hy: dy = 0 contre Hy : dy # 0.

(My) x1 =201 +¢' et V(e!) = o21Ir

(M) 9= ZB + &
dy ~ N (dy,03,2%%) ot (2i5)ij = (2'2)7"

on _d
D’ou P St(2)

Tests sur les parameétres d’un seul sous-modele On teste Hy : by = di contre Hy : by #
dy.
IA)l — (21 ~ N(O,U%l)
On fait un test de STUDENT ou de FISHER dans le modele (M).

Tests sur plusieurs sous-modéles On tient compte de V5 = Q ® (Z'Z)71 et Vg =a®
(z'Z)~ L.
On teste Hy : ¢, =0 contre Hy : ¢, #0.Icici =di =cp =da =0 (¢ = 4).

C1

dy matrice (4,4)

Co ~N <0’ ( fonction de ))
da

On doit en tenir compte dans la statistique de FISHER.

Test du rapport de vraisemblances (LR test)

Exemple 5.3.2 On teste Hy : ¢, = 0 contre Hy : ¢, # 0. On teste Hy : ¢, = 0 contre
H1 : qf)p 75 0.
~ (M) Xy=p+ @1 Xp1+ -+ ¢pXi—p + & de paramdtre 0 = (5,Q) — 5, Q= L3, &4
Inl(X,0) = =2L(1 + In27) — Tindet Q
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- (M) Xy=p+ g Xp 1+ F ¢p—1Xt—py1 + & de parametre 0° = (5°,Q0) — BO, 00 =
1 20 20/
T >t Ctct .
Ini(X,0% = =2L(1+In27) — £ Indet Q°
frr = 2 (lnl (X, é) ~Inl <X, éo))
= -T (ln det ) — Indet QO>

A0
= TIn det(%
det Q)

Test de causalité

Quand on rajoute le passé d’une variable et d’une autre, la précision de la prévision est-elle
meilleure ?
On doit comparer la variance de EL(x¢y 1|z, y:) & celle de EL (x4 1|y).
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AKAIKE (critere d’information d’), NEWEY-WEST (estimateur de),
auto-corrélation, [5] 25] 33|

inverse, [14], [27] opérateur,

partielle, avance, [I0]
auto-corrélogramme, [6] retard,

TIIEE;Z;? M persistance des chocs, [A0]

partiel, PHILLAIPS—PERRON (test de),
auto-covariance, [3], 5} 25} 30}, B3] polynome, [16]

inverse, [14] avance, [T6]

retard,

bruit blanc porte-manteau, [52]
faible, [l prévision, [67]
fort, [4] linéaire optimale,
prévision optimale,
critere processus AR,
d’information, processus AR(c0),
de parcimonie, processus ARIM A,
de qualité de la prévision, processus ARM A, [31]
critere d’information, processus M A, 28]
processus M A(c0),
densité spectrale, processus des innovations,
densité spectrale (processus vectoriel), processus intégré,

DICKEY-FULLER (test de), processus stationnaire, [3]

du second ordre,
strict, [3]

HANNAN-QUINN (critere d’information d’), processus stochastique, 3
processus vectoriel,

estimation, [74]

injectivité (théoreme d), du second ordre,
innovation, [T1] stationnaire du second ordre,
intervalle de précision, ; .
inversibilité, regression, , ) )
affine théorique (retards finis),
KOLMOGOROV (théoreme de), affine théorique (retards infinis),
KPPS (test), [46] linéaire théorique (retards finis),
linéaire théorique (retards infinis),
marche aléatoire, [4] représentation VM A(o0),
sans dérive, représentation canonique,
moyenne mobile, [4] minimale,
infinie, [7] représentation canonique minimale,
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SCHMIDT-PHILLIPS (test de),
trajectoire, [3]

WALD (test de),
WoLD (théoreme de),

YULE-WALKER (équation de),
YULE-WALKER (équations de),

ZELLNER (théoréme de),
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