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ENSAE SE206 Enoncé et corrigé des travaux dirigés n°1 Exercice 1

Enoncé de 1l’exercice 1

Soit (€;)sez un bruit blanc (supposé dans £?) de variance o2 > 0.
Discuter dans chacun des cas suivants de la stationnarité de (X;)iez.

Rappels :

Une suite de variables aléatoires réelles (ou processus) X = (Xi)iez est dite du second ordre
si chacune d’elles est de carré intégrable.
Un processus X est fortement stationnaire ssi

VneN, V(ty,... . t,) EN" Vh€Z, Lx, . x, = LX, hrrXonin

tn

ou Ly désigne la loi de Y.
— Un processus X est (faiblement) stationnaire ssi

Vi e Z, E(X,) = E(X,)
Iy:Z— R /VteZ Yh e Z, Cov (X, Xein) =7(h)

Le processus X est un bruit blanc fort de variance o2 > 0 ssi

VteZ, E(X,) =0
Vt € Z, V(Xt) = 0'2
(Xt)t est 1.i.d

— Le processus X est un bruit blanc (faible) de variance o > 0 ssi

VieZ, E(X,) =0
\V/t € Z, V(Xt) = 2
vVt € Z, Vh € Z*, Cov (Xt, Xt+h) =0
O Q1 Lorsque Vt € Z, X; =€, — €17
0 Q2 Le processus (X;)iez défini pour (a,b,c) € R? par

YVt € Z, Xt =a+ bGt + C€t1

est-il (faiblement) stationnaire ?
Q3 Lorsque Vt € Z, X; = €;6;,_1, si € est un bruit blanc fort ? Faible ?
Q4 Lorsque X est tel que Vt € Z, X; — X;_; = ¢ (on supposera en outre que Vt > 0, ;LX) ?
Q5 Lorsque Vt € Z, X; = ¢ cos(ct) + €1 sin(ct) pour ¢ € R donné?

Q6 Lorsque V¥t € Z, X; = >"1_ N (€ —€1), pour A € R (discuter selon \)?
Lorsque A €] — 1, 1], montrer qu’il existe un processus stationnaire Y tel que

(X, — Vi) —Z (0).

t—+00

I I B

0 Q7 La somme de deux processus stationnaires est-elle stationnaire ?
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ENSAE SE206 Enoncé et corrigé des travaux dirigés n°1 Exercice 1

Corrigé de 1l’exercice 1

Rappels :

Une suite de variables aléatoires réelles (ou processus) X = (X;)ez est dite du second ordre
si chacune d’elles est de carré intégrable.
— Un processus X est fortement stationnaire ssi

VneN, V(ty,...,t,) EN", VheZ, Lx,

ou Ly désigne la loi de Y.
— Un processus X est (faiblement) stationnaire ssi

vt € Z, E(X;) = E (Xo)
Iy:Z - R /VteZ, VheZ, Cov(Xy, Xpn) =7(h)

Le processus X est un bruit blanc fort de variance o2 > 0 ssi

VieZ E(X,) =0
Vt e Z, V(X,) = o
(Xt)t est i.i.d

— Le processus X est un bruit blanc (faible) de variance o > 0 ssi

VteZ,E(X,) =0
Vit € Z, V(Xt) = 0'2
Vt € Z, Vh € Z*, Cov (X, Xpsn) = 0

0 Q1 OnapourteZ
-E(X;)=0
- V(Xy) =V (&) + V(e_1) = 202 par indépendance
— Enfin Cov (X, X; 1) = —0? et Yh > 2,Cov (X3, X; 1) =0
X est donc stationnaire.

U Q2 On a successivement pour ¢t € Z :
- E(X)) =a+bE(e)+ cE(e-1) =a
= V(X)) =0+ 0%V (&) + ?V (,-1) = (b* + ¢*) 0% car € et ¢_1 sont non-corrélés
— Par ailleurs

Cov (Xt, Xt—l) = Cov (a + bGt + ce—1,a + bEt_l + CEt_g)

= b*Cov (e, €4-1) + bcCouv (€4, €,2) + cbV (€,_1) + *Cov (e4_1, €4—2)

= beo?

— Enfin Cov (X4, Xy1p) =0, VA > 2
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ENSAE SE206 Enoncé et corrigé des travaux dirigés n°1 Exercice 1

Le processus X est donc stationnaire.

0 Q3 On a de fagon similaire pour ¢t € Z :
-~ E(X;) =E(&)E (e-1) = 0 car ¢ et €_1 sont non-corrélés
~ Si € est un bruit blanc fort, €2 est indépendant de €2 et donc V (X;) = V (,)V (_1) = (02)°.
En revanche si ¢, et €,_; sont décorrélés mais pas indépendants on ne peut rien dire : il existe
un bruit blanc faible € tel que E (efef_l) dépend de t. !
— Enfin pour Vh € Z et si € est un bruit blanc fort

Cov (XtaXt—i—h) = E(EtEt—1€t+h€t+h—1)
- { o2 sih=0

0 sinon

En revanche il existe un bruit blanc faible € tel que Cov (X;, X;,1,) dépend de ¢. 2
Le processus X est donc stationnaire si € est un bruit blanc fort, et il existe au moins un
bruit blanc faible € tel que X n’est pas stationnaire.

0 Q4 X est une marche aléatoire. On a plus précisément
-~ OnaE(X;) —E(X;—1) =0et donc Vt € Z,E (X;) = E (Xo).
— Par ailleurs X, = Zt_é €,—; + Xo ; Par conséquent

1=

V(X:) = V(i@t—i"‘XO)

i=0
t—1

= ZV (Et—i) +V (Xg) car €; _ @J'LXO
i=0 >

= to® +V(Xy)

En particulier V (X;) = 0% + V(Xj) > V(Xj) et donc X n’est pas stationnaire.

O Q5 Pourt € Z on a
-E(Xy) =0
- V(Xy) =02
— Cov (X4, X4 p)=0sih>2

— Par ailleurs
Cov (Xy, X;—1) = o?*sin(et)cos (c(t — 1))

5 (sin(ct + c(t — 1)) +sin (ct — c(t — 1)))
- % (sin(c(2t — 1)) + sin(c))

'Par exemple Xo; = 1 et Xoy41 = 30,4 30—, la binomiale qui vaut —1 ou 1 de fagon équiprobable. Alors E (X X;41) =
E (Xﬂ%m) = 0 mais E (X2,X2,,) = 22 + L(=1)2 = 2 et B (XZ_,X2) = 2(t— 1)2 4+ L(—(t —1))2 = (¢t — 1)? qui
dépend de t a tout t € Z.

2Reprenant le contre-exemple ci-dessus on a Cov (Xo2t41,Xot42) = E <€2t€%t+162t+2) =K (6%t+1) = (2t + 1)2 .
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ENSAE SE206 Enoncé et corrigé des travaux dirigés n°1 Exercice 1

En particulier pour que X soit stationnaire il faut et il suffit que u; = Vt € Z, sin (¢(2t — 1)) ne
dépende pas de t, donc en particulier que Vt € Z, u; = uy ce qui s’écrit Vt € Z,sin (¢(2t — 1)) =
sin ¢ soit

0 = sin(c) —sin((2t — 1)c)

—  2sin (71 — <22t — 1)0) cos (71 - (2; — 1)(:)

= —2sin((t + 1)c) cos(tc)
soit (t+1)c € Z ou tc € g+7rZ

Cela étant vrai pour tout ¢ € Z il faut et il suffit donc que ¢ € §Z.
Donc X est stationnaire ssi ¢ € 5Z.

0 Q6 — OnapourteZ

t

X = Z N <€t—i - Et—z’—l)

i=0
= &+ Z — XY e — Ne_y  (“transformation d’Abel”)

Donc E (X;) = 0 et par ailleurs

V(X)) = o? 1+Z - X )\2t> par indépendance
— o 1+Z (N (A= 1)? A”)
t—1 ‘
= o (1+(A—1) ()\2)’+)\2t)

1=0

1 — 2t
= o° (1+()\—1)2 A +)\2t)

1— )2
1_ 1_ 2t
(1 LU )
1+)\2t+1
= 902 =
7T

En particulier pour que X soit stationnaire, il faut que A =1 ou A = 0.
Réciproquement si A = 1, alors V¢ E Z X; =¢ —e_1 et donc X est stationnaire.

21422011 +00 i S
— Constatant que 20~ on pose Y; = > 5N (€—; — €—;—1) (qui existe car la

t—400 1+)\’

série est normalement convergente car |\| < 1) On a par construction V (Y;) = 2%.
On a par ailleurs Y; = ¢, + (A — 1) Y/ A le
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ENSAE SE206 Enoncé et corrigé des travaux dirigés n°1 Exercice 1

Par conséquent pour h € N* on a

e+ A—1) YT A e,
Cov (Yi, Yien) = Cov
ern+ (A= 1) T A e ni

e+ (A —1)EITN e

= Cov
ecen + (A= 1) 0 N e+ (A= 1) 58 MV e
€ + (/\ — 1) ;i-:olo )\1;1615_,‘ ,
= o €tan + D 1<ich )‘i_lﬁtJrh _i - DA e + (A = A" j:oi Nle
~—— >1
>1
+00 ‘
= A=DAV () + (A= 1)2\"V (Z )\Z_let_i>
i=1
1
= A=DNe? (A= 1)2/\"1 AUQ

= —(1=2)?\10?

et donc Y est bien stationnaire.

Autre méthode :

OnaY =Y/ TNL(L—L)oe= (1+ 3,5 (A —A"1) L) ocet donc Y — € est la transfor-
mée moyenne mobile infinie du processus stationnaire € avec les ccefficients Z:fg (AF— N,
Comme la série >, (A — X'"!) est absolument convergente, Y est stationnaire.

Enfin on a
+oo '
V(Y; — Xt) = A\ ((}\ — 1) Z )\271€t71 + )\t€t1>
i=t+1
+o0 '
= AV(e-)+A=1)2) N 'V (e)
i=t+1
1
_ t 2 o2t yt+1 2
= AN+ (A 1)1_>\/\ o
-0
t—-4o00
et comme

+o00
E(Y,-X,) = E (()\ —1) D M e+ )\tetl)

i=t+1
+oo

= (A=1) Y N"'E(e—) + NE (e1)
i—tr1 H,—/ W—/

=0 =0
=0
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ENSAE SE206 Enoncé et corrigé des travaux dirigés n°1 Exercice 2

on a

(X, — Vi) = (0)

t——+o0

0 Q7 Non en général : considérer par exemple X, stationnaire d’espérance nulle, et Y; = (—1)'X; :
alors E(Y;) = 0 et Cov (Y;,Yiapn) = (=14 (=1)""Cov (Xy, Xi1n) = (—=1)"yx(h) donc YV est
stationnaire, et de plus

2X; si t est pair

0 sinon

Xt"‘Y;t:{

et donc Cov (X; + Yy, Xown + Yien) = 4yx(h)1ieozlpeaz qui dépend non-seulement de h mais
aussi de t.

En revanche la somme de deux processus (faiblement ou fortement) stationnaires non-corrélés
est faiblement stationnaire : si V¢,t , X, Y, alors

Cov (Xy + Yy, Xepn + Yign) = Cov (Xy, Xyyn) + Cov (Y, Yign) = vx(h) + v (h)

La somme de deux processus fortement stationnaires et indépendants est fortement station-
naire.

Enoncé de 1l’exercice 2

On considere le processus défini par
VtEZtha—l-bt—i—st-i—ut

ol a,b € R, (s;)ez est un processus saisonnier (périodique) de période 4 et (uy)iez est un bruit
blanc de variance o2 indépendant de s.

O Q1 Le modele est-il correctement paramétré ? Proposer le cas échéant une contrainte naturelle (que
'on supposera vérifiée par la suite) portant sur (s;);.

On définit 'opérateur

i+ 2y +Zy o+ Zy
M4: <<Zt)t'—>< t t—1 4 t—2 t3>t)

et on considere le processus Y = M, X.

U Q2 Donner 'expression de Y; pour t € Z, et justifier 'intérét de la transformation.

3La suite (Zy,),,¢
Z soit V(Z,) —— Z et E(Z,) —— Z

n—-+oo

y converge vers Z dans £? ssi || Z, ]|, — Z soit E (Z,,%) e Z soit V(Z,)+E (Z,)° P
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ENSAE SE206 Enoncé et corrigé des travaux dirigés n°1 Exercice 3

0 Q3

On définit alors Z = AY.

Montrer que Z est stationnaire et calculer sa fonction d’auto-corrélation.

Corrigé de 1’exercice 2

0 Ql

0 Q2

0 Q3

Les composantes saisonniéres ne sont pas identifiables : en effet les processus définis par a, b, (s;);
et a+ u, b, (s; — u)¢ sont égaux pour tout p € R.
Il est néanmoins naturel de supposer que le processus saisonnier est “centré” sur une période :
1.€.

Yt € 7 s; + St+1 t Stg2 + St43 = 0

(le processus s étant de période 4 cette quantité ne dépend de tout fagon pas de la date t).
On a pour t € Z
t+(t—1)4+(t—2)+ (t—3)
4
6
= (a—=b)+bt+ My(s) + My(u),
4 —_—

=0 par hypothese

Y, = a+b + My(s)s + My(u),

== ,U"_bt‘i‘?)t

avec p = a — 3b indépendant de ¢ et v = My(u) est stationnaire (c’est un MA(3) mais pas un
bruit blanc). On a ainsi désaisonnalisé la série X et fait apparaitre la tendance déterministe
o+ bt

On a immédiatement pour t € Z
Up — Up
AWﬁ:b+A@ﬁ:b+J—ZL3
Par conséquent
- ]E (Zt) - b
0'2 0'2 0'2
Ut—Ut—aq Up—h—Uf—ph— - si h =144
— Cov (Zt,Zt_h) = CO'U( : 1 47 h 1 ul 4) = { 1(6) sinon
1 sih=0
En particulier le processus Z est stationnaire, d’auto-corrélation pz(h) = :*/(Z)—((Z)) = —% sih==4 .
0 sinon
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ENSAE SE206 Enoncé et corrigé des travaux dirigés n°1 Exercice 3

Enoncé de 1l’exercice 3

On considere le processus défini par Vt € Z X; = ¢, — 0e,_1 ou (&)ez est un bruit blanc et
0 el —1,+1].
0O Q1 Montrer que X est stationnaire et calculer sa fonction d’auto-covariance.
O Q2 Soient ¢r, ¢r_1, ..., 1 les coefficients de la régression linéaire )?TH de Xpyq sur (Xp, Xroq,..., X1).
Ecrire les conditions d’orthogonalité entre (XTH — )A(TH) et < Xop,..., X1 >.
En déduire que (¢4, ..., ¢r) vérifie

(1+6%) ¢r —Oppy = —0
—0d1+ (1+60*) pp — 01 =0pour k€ [2,T —1]
(1+6%) ¢1 — 0o =—0

O Q3 Déterminer (et si possible calculer) la fonction d’auto-corrélation partielle de X.

Corrigé de 1’exercice 3

U Q1 On a successivement pour ¢t € Z
- E (Xt) =E (Gt) — Q]E (Gt_]_) =0
- V(Xy) =V (e) + 02V (1) = (14 6%) o7
—fo? sih==+1

— Cov (X4, Xy p) =Cov (e, — Oy 1, €,p, —Oer_p1) = { 0 sinon
En particulier X est stationnaire.

0 Q2 On a par définition pour t € Z )A(TH = 25:1 oL Xk
Alors pour k € 1,77

Cov <<XT+1 - )?T—l—l) s Xk) =0

T
soit COU(XT+1,Xk)—ZgblCov(Xl,Xk) = 0

=1

T
soit, 'yX(T—i-l—k:)—Z@’yX(k'—l) =0
I=1

ce qui s’écrit compte-tenu de I'expression de vx

+or 1002 —¢r(1+60*) 2  —0o? =0 lorsque k =T
+op1002  —¢r (14+6%) 02 +¢p1002 =0 lorsque k € [2,T — 1]
—¢1 (14 6%)02  +¢b0? =0 lorsque k =1

Version du 20050121-11h02, révisée le 17 février 2005 8



ENSAE SE206 Enoncé et corrigé des travaux dirigés n°1 Exercice 3

d’ou (puisque o2 > 0)

(1+6%) ¢r —0pry = —0lorsque k=T
—0dpi1+ (1 +0%) op — 01 =0pour ke [2,T —1]
(1+6%) ¢ —0py =0 lorsque k =1

0 Q3 Par définition le ccefficient d’auto-corrélation partielle d’ordre m est

T(m) = Corr (Xt —E (Xt|Xt,1, 50 0 ,Xt,m) 0 thm —E (thm‘thmy Ce ;thl))

(comme E (X;) = 0 il n’est pas nécessaire de régresser sur < 1, X; 1,..., X;_,, > mais seulement
sur < Xy 1,..., X4 > ). Or il est aussi égal au coefficient de X;_,, dans la régression de X;
sur < X;_1,...,X;—m >.* On a donc successivement :

— Calcul de (1) :
Projetant X; sur < X; 1 > on a E (X3|X;—1) = gbgl)Xt_l avec (1) = ¢§1).
Or d’apres la question précédente on a (1 + 6?) ¢§1) = —6 et donc

0
1462

r(1) =

— Calcul de 7(2) :
Projetant X; sur < X; 1, X; o > on a E (X;| X1, X;2) = ¢§2)Xt_1 + gng)Xt_g avec r(2) =

05,
Attention : il n’y a aucune raison pour que ¢§1> = 12) o
On a alors
(1+6%) 61" — 00 = -0
—06{ + (1+6%) 65" =0
soit

(1-6+62) (67 + ) =0
(1+6+6) (o — o) =0

ce dont on tire que

¢(2) B _1 0 B 0
27 2\1—-0+62 1+0+02

soit 5
r2)=———
@) 1462+ 064
Remarque : on constate par ailleurs que ¢§2) =— 1fetfa4 #* qbgl).

4Une preuve en est donnée dans “Séries temporelles et modeles dynamiques”, C. Gouriéroux et A. Monfort, V-D.2
page 161. Voir aussi exercice 4
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ENSAE SE206 Enoncé et corrigé des travaux dirigés n°1

Exercice 4

— Calcul de (7)) :

Projetant X, sur < X;_1,..., X;r >onaE (X | X, 1,. .., Xe1r) = VX 14+ 0 X, 5

avec r(T) = EFT).

On a alors
(1+6?) qb(TT) — 9¢(TT,)1 = —florsque k=T
067+ (1+62) 8" — 06, =0pour k€ [2,T - 1]
(1+6?) ET) - qugT) =0 lorsque k =1

ce dont on tire que par récurrence’® que

Enoncé de 1’exercice 4

Soit (X})iez un processus stationnaire du second ordre.
On note pour m € N* et t € Z

X;H' = [EL (Xt|]_, Xt—l, R 7Xt—m+1)
XZ(_ = EL (Xt—m|17 Xt—m+17 cee 7Xt—1)

On note p(m) = Corr (Xt — X X — XZ‘_).

On note par ailleurs r(m) le ceefficient d’auto-corrélation partielle d’ordre m de X, et on cherche

a montrer que p(m) = r(m).
0 Q1 On note pour t € Z
X =a+aXeq+- +an a1 Xioma
X7 =bo+ 01 Xy + o+ by Xy
(a) Montrer que (a1, ...,am-1) = (bn_1,...,b1).

(b) Montrer que V (X;*) =V (X;7).
En déduire que V (Xt — XZ‘*) =V (Xt,m — Xt*’).

0 Q2 On note pour t € Z
Xi=cotoa X+ +emXimm +

ol u; est orthogonal a < 1,X; 4,...,X;_,, > ainsi par définition r(m) = c,.
(a) Montrer que (Xt — Xt*+) =Cm (thm - X:_) + U

5Calcul non-détaillé ici. En utilisant exercice 4 | identifier le ceefficient bfc_l de X%F__lk dans la régression de

. -1 -1 . " .
Xp_ysur 1, Xp_py1,..., Xp—1, au ceefficient Qg de XT—l+k—1 dans la régression de X7 sur 1, Xp_q, ..

. 7XT—m+1

Version du 20050121-11h02, révisée le 17 février 2005
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ENSAE SE206 Enoncé et corrigé des travaux dirigés n°1 Exercice 4

(b) En déduire que E ((X; — X;) (Ximm — X;7)) = eV (Ximm — X77).
0 Q3 En déduire que p(m) = r(m).

Corrigé de 1l’exercice 4

O Q1 (a) Remarque : bien-entendu comme X est stationnaire p(m) ne dépend pas de t et est donc bien

défini.

- E (Xt* +) est la projection orthogonale de X; sur le sous-espace vectoriel engendré par
(1, Xy 1,..., Xi_ms1) pour le produit scalaire < X|Y >=E (XY). Donc par définition
(X; — X;T) est orthogonal & (1, X;_1,..., X;_ns1), donc en particulier (X; — X, )L (1)
ce qui s’écrit E (X; — X;T) = 0.
De E (X;) = E (X;") on tire alors que

E (Xt) = Qo + alE (Xt—l) + -+ CLm_lE (Xt—m—H)

et donc, (X;); étant stationnaire,

ag=(1—ay—-—am_1)E(Xy)

Par ailleurs par définition X;* on a Vj € [1,m —1], (X; — X;*) L X, ;. Autrement
dit pour j € [1,m — 1]
— (X))
o (X)) + B (Xeo1 Xeej) + 4 1B (Koo Xos)
(1—a; = —ap1) E(XYE (X4—j) + 1 E (X1 X)) + -+
tam—1E (Xi—m+1Xi-5)

= B (X)E (X, ) o (B (XX, ) — E (X, )E (X, )+

Fam-1 (B (Xpmmi1Xi—j) — E (Ximpn1)E (Xi—5))

soit yx(j) = ayx(J—1+ - +apayx(j—m+1)

0
soit [E (XtXt—j>
soit E (XtXt—j>

Autrement dit en notant

7x(0) x(1) o yx(m—2)
r = '7X:(1) 'YX:(O) : VX(“’.L —-1) — Cov (X1, -+, Xoomsr)
x(m—=2) yx(m=3) - 7x(0)
on a () .
. ~T, :
Yx(m —1) Am—1
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ENSAE SE206 Enoncé et corrigé des travaux dirigés n°1 Exercice 4

~ De fagon similaire on a pour j € [1,m — 1]
0 = E((X-X7) Xe)
soit E(X,X,_;) = boE (X)) +biE (Xmur Xeej) + - + b B (Xem1 Xoy)
soit E(XiX: ;) = (1—=b1—- —bp1) E(XD)E(Xe—j) + 0 E (X1 Xy—j) + -+
b E (X1 Xej)
= E(X)E (Xi—j) + b1 (B (Xp—mt1Xe—j) — E (X)) E (Xi—j)) + -+
Fbm-1 (B (Xi-1Xe—;) — E (Xi-1)E (Xe—j))
soit vx(j) = biyx(G—m+1)+--+buvx(—1)
de sorte que
vx (1) bm—1
: =T'm :
vx(m —1) by

— Or T, est inversible (sauf si le processus est presque-stirement déterministe)® : en effet
dans le cas contraire considérons Aq, ..., \,,_1 non tous nuls et tels que

m—1 Tx(i = 1) 0

=1 ’yx(l —m + 1) 0
Alors pour t € Z

m—1
Vk € [Lm—1], > ACov (Xi—i, X;x) = 0
i=1
m—1
soit Vk € [1,m — 1], Cov (Z MX—i, Xo] = 0
i=1
m—1 m—1
donc Z)\k(Cov< AN X, Xo_k =0
k=1 i=1
m—1
soit 'V (Z NXoi | = 0

=1

donc V (Xt—T|Xt—7‘—1a Ce 7Xt—m—1) = 0

ou 7 est le numéro du premier \; non nul : ainsi le processus X est déterministe (condi-
tionnellement & m — r valeurs initiales)!

Par conséquent I',,,_; est inversible et

ay ’YX(l) bm—1
: = (Tpe1) ™! : = :
Am—1 ’YX(m - 1) by

6 Auquel cas bien entendu tous les ceefficients de corrélation partielle (m) sont nuls et exercice est trivial.
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Enoncé et corrigé des travaux dirigés n°1

Exercice 4

(b) On a pour t € Z
N4 (Xt*—i_) =V (alXt—l + -+ am—lXt—m+1)

Par ailleurs

V(X)) + V(X=X

X1
= (a1,...,apm-1)V :
Xi-mt1
X1
= (bp-1,...,01)V :
Xi—m+1
Xi—mt1
= (bp-1,--.,01)V :
X1
= V(ma1Xiempr + -+ 01X1)
= V(X7)

ai

Am—1

bm—l
by
bm—l

by

V(Xy) car (X, — X;1) X

V(X;_,) car X est stationnaire

car X stationnaire

= V(X)) +V (X — X)) car (Xomm — X, 1) LX;T

Par conséquent

V(X —X) =V (X — X77)

0 Q2 (a) Onapourt € Z

*+
Xt

EL (Xt’:l? Xt—17 s 7Xt—m+1)

(co+aXig+ -+ cem1Xi—mt1) + EL (cnXiom | 1, Xemmrt, - -, Xio1)

+EL (u |1, X1, .o, Ximm1)

(co+arXe 1+ +emaXimi1) + enX;™+0

Par conséquent

X — Xt*+ = Xi—(co+aXia+ - FemaXiomi1) — em X

(b) On a

= (emXi—m + ) — e X;™
= ¢ (Xt,m — Xt**) + uy

E((X,— X;*) (Xpom — X;7)) =E (Cm (Ximm — X;—)2 + ety ( Xy — Xf_))

Or utJ— < 1,Xt_1, ..

Donc

-, Xi_my1 >, de sorte que AL (X, — X77).
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E((X: — X)) (Xemm — X;7)) = eV (X — X;7)

O Q3 A moins que le processus ne soit dégénéré on a V (Xt_m - X/ ’) > ( et donc

r(m) = ¢, par définition
_ B - X)) (Xem — X0T))
V(Xpem — X77)

_ Con((X o Xit) (Ken = X))y (X)W (X X)

VV (0= XV (X = X77)
= Corr (X: — X)), (Ximm — X))
= p(m)

Autrement dit, le ceefficient d’auto-corrélation partielle d’ordre m est le ceefficient de X;_,,, dans
la régression affine de X; sur < 1, X, 1,..., X;_,, >, qui est aussi le ccefficient de corrélation
de X, — X;" avec X,_,,, — X;".
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