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Ensae SE206 Enoncé et corrigé des travaux dirigés n◦1 Exercice 1

Enoncé de l’exercice 1

Soit (εt)t∈Z un bruit blanc (supposé dans L2) de variance σ2 > 0.
Discuter dans chacun des cas suivants de la stationnarité de (Xt)t∈Z.

Rappels :

– Une suite de variables aléatoires réelles (ou processus) X = (Xt)t∈Z est dite du second ordre
si chacune d’elles est de carré intégrable.

– Un processus X est fortement stationnaire ssi

∀n ∈ N, ∀(t1, . . . , tn) ∈ N
n, ∀h ∈ Z, LXt1

,...,Xtn
= LXt1+h,...,Xtn+h

où LY désigne la loi de Y .
– Un processus X est (faiblement) stationnaire ssi

{
∀t ∈ Z, E (Xt) = E (X0)

∃γ : Z → R
+ / ∀t ∈ Z, ∀h ∈ Z, Cov (Xt, Xt+h) = γ(h)

– Le processus X est un bruit blanc fort de variance σ2 ≥ 0 ssi

∣∣∣∣∣∣

∀t ∈ Z, E (Xt) = 0
∀t ∈ Z, V (Xt) = σ2

(Xt)t est i.i.d

– Le processus X est un bruit blanc (faible) de variance σ2 ≥ 0 ssi





∀t ∈ Z, E (Xt) = 0
∀t ∈ Z, V (Xt) = σ2

∀t ∈ Z, ∀h ∈ Z
∗, Cov (Xt, Xt+h) = 0

☞ Q1 Lorsque ∀t ∈ Z, Xt = εt − εt−1 ?

☞ Q2 Le processus (Xt)t∈Z défini pour (a, b, c) ∈ R
3 par

∀t ∈ Z, Xt = a + bεt + cεt−1

est-il (faiblement) stationnaire ?

☞ Q3 Lorsque ∀t ∈ Z, Xt = εtεt−1, si ε est un bruit blanc fort ? Faible ?

☞ Q4 Lorsque X est tel que ∀t ∈ Z, Xt − Xt−1 = εt (on supposera en outre que ∀t > 0, εt |= X0) ?

☞ Q5 Lorsque ∀t ∈ Z, Xt = εt cos(ct) + εt−1 sin(ct) pour c ∈ R donné ?

☞ Q6 Lorsque ∀t ∈ Z, Xt =
∑t

i=0 λi (εt−i − εt−i−1), pour λ ∈ R (discuter selon λ) ?
Lorsque λ ∈] − 1, 1[, montrer qu’il existe un processus stationnaire Y tel que

(Xt − Yt)
L2

−−−−→
t→+∞

(0).

☞ Q7 La somme de deux processus stationnaires est-elle stationnaire ?
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Ensae SE206 Enoncé et corrigé des travaux dirigés n◦1 Exercice 1

Corrigé de l’exercice 1

Rappels :

– Une suite de variables aléatoires réelles (ou processus) X = (Xt)t∈Z est dite du second ordre
si chacune d’elles est de carré intégrable.

– Un processus X est fortement stationnaire ssi

∀n ∈ N, ∀(t1, . . . , tn) ∈ N
n, ∀h ∈ Z, LXt1

,...,Xtn
= LXt1+h,...,Xtn+h

où LY désigne la loi de Y .
– Un processus X est (faiblement) stationnaire ssi

{
∀t ∈ Z, E (Xt) = E (X0)

∃γ : Z → R
+ / ∀t ∈ Z, ∀h ∈ Z, Cov (Xt, Xt+h) = γ(h)

– Le processus X est un bruit blanc fort de variance σ2 ≥ 0 ssi
∣∣∣∣∣∣

∀t ∈ Z, E (Xt) = 0
∀t ∈ Z, V (Xt) = σ2

(Xt)t est i.i.d

– Le processus X est un bruit blanc (faible) de variance σ2 ≥ 0 ssi





∀t ∈ Z, E (Xt) = 0
∀t ∈ Z, V (Xt) = σ2

∀t ∈ Z, ∀h ∈ Z
∗, Cov (Xt, Xt+h) = 0

☞ Q1 On a pour t ∈ Z

– E (Xt) = 0
– V (Xt) = V (εt) + V (εt−1) = 2σ2 par indépendance
– Enfin Cov (Xt, Xt−1) = −σ2 et ∀h ≥ 2, Cov (Xt, Xt−h) = 0
X est donc stationnaire.

☞ Q2 On a successivement pour t ∈ Z :
– E (Xt) = a + bE (εt) + cE (εt−1) = a
– V (Xt) = 0 + b2

V (εt) + c2
V (εt−1) = (b2 + c2) σ2 car εt et εt−1 sont non-corrélés

– Par ailleurs

Cov (Xt, Xt−1) = Cov (a + bεt + cεt−1, a + bεt−1 + cεt−2)

= b2
Cov (εt, εt−1) + bcCov (εt, εt−2) + cbV (εt−1) + c2

Cov (εt−1, εt−2)

= bcσ2

– Enfin Cov (Xt, Xt+h) = 0, ∀h ≥ 2

Version du 20050121-11h02, révisée le 17 février 2005 2
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Le processus X est donc stationnaire.

☞ Q3 On a de façon similaire pour t ∈ Z :
– E (Xt) = E (εt)E (εt−1) = 0 car εt et εt−1 sont non-corrélés
– Si ε est un bruit blanc fort, ε2

t est indépendant de ε2
t′ et donc V (Xt) = V (εt)V (εt−1) = (σ2)

2
.

En revanche si εt et εt−1 sont décorrélés mais pas indépendants on ne peut rien dire : il existe
un bruit blanc faible ε tel que E

(
ε2
t ε

2
t−1

)
dépend de t. 1

– Enfin pour ∀h ∈ Z et si ε est un bruit blanc fort

Cov (Xt, Xt+h) = E (εtεt−1εt+hεt+h−1)

=

{
σ2

ε si h = 0
0 sinon

En revanche il existe un bruit blanc faible ε tel que Cov (Xt, Xt+h) dépend de t. 2

Le processus X est donc stationnaire si ε est un bruit blanc fort, et il existe au moins un
bruit blanc faible ε tel que X n’est pas stationnaire.

☞ Q4 X est une marche aléatoire. On a plus précisément
– On a E (Xt) − E (Xt−1) = 0 et donc ∀t ∈ Z, E (Xt) = E (X0).
– Par ailleurs Xt =

∑t−1
i=0 εt−i + X0 ; Par conséquent

V (Xt) = V

(
t−1∑

i=0

εt−i + X0

)

=
t−1∑

i=0

V (εt−i) + V (X0) car εt − i︸︷︷︸
>0

|= X0

= tσ2 + V (X0)

En particulier V (X1) = σ2 + V (X0) > V (X0) et donc X n’est pas stationnaire.

☞ Q5 Pour t ∈ Z on a
– E (Xt) = 0
– V (Xt) = σ2

– Cov (Xt, Xt−h) = 0 si h ≥ 2
– Par ailleurs

Cov (Xt, Xt−1) = σ2 sin(ct) cos (c(t − 1))

=
σ2

2
(sin (ct + c(t − 1)) + sin (ct − c(t − 1)))

=
σ2

2
(sin(c(2t − 1)) + sin(c))

1Par exemple X2t = 1 et X2t+1 = 1

2
δt+

1

2
δ−t la binômiale qui vaut −1 ou 1 de façon équiprobable. Alors E (XtXt+1) =

E

(
X2d 2

t
e+1

)
= 0 mais E

(
X2

2t
X2

2t+1

)
= 1

2
t2 + 1

2
(−t)2 = t2 et E

(
X2

2t−1X
2
2t

)
= 1

2
(t − 1)2 + 1

2
(−(t − 1))2 = (t − 1)2 qui

dépend de t à tout t ∈ Z.
2Reprenant le contre-exemple ci-dessus on a Cov (X2t+1, X2t+2) = E

(
ε2tε

2
2t+1ε2t+2

)
= E

(
ε22t+1

)
= (2t + 1)2 .
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En particulier pour que X soit stationnaire il faut et il suffit que ut = ∀t ∈ Z, sin (c(2t − 1)) ne
dépende pas de t, donc en particulier que ∀t ∈ Z, ut = u1 ce qui s’écrit ∀t ∈ Z, sin (c(2t − 1)) =
sin c soit

0 = sin(c) − sin((2t − 1)c)

= 2 sin

(
1 − (2t − 1)

2
c

)
cos

(
1 + (2t − 1)

2
c

)

= −2 sin((t + 1)c) cos(tc)

soit (t + 1)c ∈ πZ ou tc ∈
π

2
+ πZ

Cela étant vrai pour tout t ∈ Z il faut et il suffit donc que c ∈ π
2
Z.

Donc X est stationnaire ssi c ∈ π
2
Z.

☞ Q6 – On a pour t ∈ Z

Xt =
t∑

i=0

λi (εt−i − εt−i−1)

= εt +
t∑

i=1

(
λi − λi−1

)
εt−i − λtε−1 (“transformation d’Abel”)

Donc E (Xt) = 0 et par ailleurs

V (Xt) = σ2

(
1 +

t∑

i=1

(
λi − λi−1

)2
+ λ2t

)
par indépendance

= σ2

(
1 +

t∑

i=1

(
λi−1

)2
(λ − 1)2 + λ2t

)

= σ2

(
1 + (λ − 1)2

t−1∑

i=0

(
λ2
)i

+ λ2t

)

= σ2

(
1 + (λ − 1)2 1 − λ2t

1 − λ2
+ λ2t

)

= σ2

(
1 +

(1 − λ) (1 − λ2t)

1 + λ
+ λ2t

)

= 2σ2 1 + λ2t+1

1 + λ

En particulier pour que X soit stationnaire, il faut que λ = 1 ou λ = 0.
Réciproquement si λ = 1, alors ∀t ∈ Z, Xt = εt − ε−1 et donc X est stationnaire.

– Constatant que 2σ2 1+λ2t+1

1+λ
−−−−→
t→+∞

2σ2

1+λ
, on pose Yt =

∑+∞

i=0 λi (εt−i − εt−i−1) (qui existe car la

série est normalement convergente car |λ| < 1). On a par construction V (Yt) = 2 σ2

1−λ
.

On a par ailleurs Yt = εt + (λ − 1)
∑+∞

i=1 λi−1εt−i.

Version du 20050121-11h02, révisée le 17 février 2005 4
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Par conséquent pour h ∈ N
∗ on a

Cov (Yt, Yt+h) = Cov




εt + (λ − 1)
∑+∞

i=1 λi−1εt−i ,

εt+h + (λ − 1)
∑+∞

i=1 λi−1εt+h−i




= Cov




εt + (λ − 1)
∑+∞

i=1 λi−1εt−i ,

εt+h + (λ − 1)
∑h−1

i=1 λi−1εt+h−i + (λ − 1)
∑+∞

i=h λi−1εt−(i−h)




= Cov




εt + (λ − 1)
∑+∞

i=1 λi−1εt−i ,

εt+h +
∑

1≤i≤h−1 λi−1ε
t+h − i︸ ︷︷ ︸

≥1

+ (λ − 1)λh−1εt + (λ − 1)λh
∑+∞

j=1 λj−1εt− j
≥1




= (λ − 1)λh−1
V (εt) + (λ − 1)2λh

V

(
+∞∑

i=1

λi−1εt−i

)

= (λ − 1)λh−1σ2 + (λ − 1)2λh 1

1 − λ
σ2

= − (1 − λ)2 λh−1σ2

et donc Y est bien stationnaire.
Autre méthode :
On a Y =

∑+∞

i=0 λiLi(
�
−L) ◦ ε =

( �
+
∑+∞

i=0 (λi − λi−1) Li
)
◦ ε et donc Y − ε est la transfor-

mée moyenne mobile infinie du processus stationnaire ε avec les cœfficients
∑+∞

i=0 (λi − λi−1).
Comme la série

∑
i (λ

i − λi−1) est absolument convergente, Y est stationnaire.
Enfin on a

V (Yt − Xt) = V

(
(λ − 1)

+∞∑

i=t+1

λi−1εt−i + λtεt−1

)

= λt
V (εt−1) + (λ − 1)2

+∞∑

i=t+1

λi−1
V (εt−i)

= λtσ2 + (λ − 1)2 1

1 − λ
λt+1σ2

−−−−→
t→+∞

0

et comme

E (Yt − Xt) = E

(
(λ − 1)

+∞∑

i=t+1

λi−1εt−i + λtεt−1

)

= (λ − 1)
+∞∑

i=t+1

λi−1
E (εt−i)︸ ︷︷ ︸

=0

+ λt
E (εt−1)︸ ︷︷ ︸

=0

= 0
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on a 3

(Xt − Yt)
L2

−−−−→
t→+∞

(0)

☞ Q7 Non en général : considérer par exemple Xt stationnaire d’espérance nulle, et Yt = (−1)tXt :
alors E (Yt) = 0 et Cov (Yt, Yt+h) = (−1)t(−1)t+h

Cov (Xt, Xt+h) = (−1)hγX(h) donc Y est
stationnaire, et de plus

Xt + Yt =

{
2Xt si t est pair
0 sinon

et donc Cov (Xt + Yt, Xt+h + Yt+h) = 4γX(h)
�

t∈2Z

�
h∈2Z qui dépend non-seulement de h mais

aussi de t.

En revanche la somme de deux processus (faiblement ou fortement) stationnaires non-corrélés

est faiblement stationnaire : si ∀t, t
′

, Xt |= Yt
′ alors

Cov (Xt + Yt, Xt+h + Yt+h) = Cov (Xt, Xt+h) + Cov (Yt, Yt+h) = γX(h) + γY (h)

La somme de deux processus fortement stationnaires et indépendants est fortement station-
naire.

?
? ?

Enoncé de l’exercice 2

On considère le processus défini par

∀t ∈ Z Xt = a + bt + st + ut

où a, b ∈ R, (st)t∈Z est un processus saisonnier (périodique) de période 4 et (ut)t∈Z est un bruit
blanc de variance σ2 indépendant de s.

☞ Q1 Le modèle est-il correctement paramétré ? Proposer le cas échéant une contrainte naturelle (que
l’on supposera vérifiée par la suite) portant sur (st)t.

On définit l’opérateur

M4 :

(
(Zt)t 7→

(
Zt + Zt−1 + Zt−2 + Zt−3

4

)

t

)

et on considère le processus Y = M4X.

☞ Q2 Donner l’expression de Yt pour t ∈ Z, et justifier l’intérêt de la transformation.

3La suite (Zn)
n∈N

converge vers Z dans L2
ssi ‖Zn‖2

−−−−−→
n→+∞

Z soit E
(
Zn

2
)
−−−−−→
n→+∞

Z soit V (Zn)+E (Zn)
2
−−−−−→
n→+∞

Z soit V (Zn) −−−−−→
n→+∞

Z et E (Zn) −−−−−→
n→+∞

Z
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☞ Q3 On définit alors Z = ∆Y .
Montrer que Z est stationnaire et calculer sa fonction d’auto-corrélation.

Corrigé de l’exercice 2

☞ Q1 Les composantes saisonnières ne sont pas identifiables : en effet les processus définis par a, b, (st)t

et a + µ, b, (st − µ)t sont égaux pour tout µ ∈ R.

Il est néanmoins naturel de supposer que le processus saisonnier est “centré” sur une période :
i.e.

∀t ∈ Z st + st+1 + st+2 + st+3 = 0

(le processus s étant de période 4 cette quantité ne dépend de tout façon pas de la date t).

☞ Q2 On a pour t ∈ Z

Yt = a + b
t + (t − 1) + (t − 2) + (t − 3)

4
+ M4(s)t + M4(u)t

= (a −
6

4
b) + bt + M4(s)t︸ ︷︷ ︸

=0 par hypothèse

+ M4(u)t

= µ + bt + vt

avec µ = a − 3
2
b indépendant de t et v = M4(u) est stationnaire (c’est un Ma(3) mais pas un

bruit blanc). On a ainsi désaisonnalisé la série X et fait apparâıtre la tendance déterministe
µ + bt.

☞ Q3 On a immédiatement pour t ∈ Z

∆(Y )t = b + ∆(v)t = b +
ut − ut−4

4

Par conséquent
– E (Zt) = b
– V (Zt) = σ2+σ2

16
= σ2

8

– Cov (Zt, Zt−h) = Cov
(

ut−ut−4

4
, ut−h−ut−h−4

4

)
=

{
−σ2

16
si h = ±4

0 sinon

En particulier le processus Z est stationnaire, d’auto-corrélation ρZ(h) = γZ(h)
γ0(h)

=





1 si h = 0
−1

2
si h = ±4

0 sinon
.

?
? ?
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Enoncé de l’exercice 3

On considère le processus défini par ∀t ∈ Z Xt = εt − θεt−1 où (εt)t∈Z est un bruit blanc et
θ ∈] − 1, +1[.

☞ Q1 Montrer que X est stationnaire et calculer sa fonction d’auto-covariance.

☞ Q2 Soient φT , φT−1, . . . , φ1 les coefficients de la régression linéaire X̂T+1 de XT+1 sur (XT , XT−1, . . . , X1).

Ecrire les conditions d’orthogonalité entre
(
XT+1 − X̂T+1

)
et < XT , . . . , X1 >.

En déduire que (φ1, . . . , φT ) vérifie





(1 + θ2) φT − θφT−1 = −θ
−θφk+1 + (1 + θ2) φk − θφk−1 = 0 pour k ∈ J2, T − 1K

(1 + θ2) φ1 − θφ2 = −θ

☞ Q3 Déterminer (et si possible calculer) la fonction d’auto-corrélation partielle de X.

Corrigé de l’exercice 3

☞ Q1 On a successivement pour t ∈ Z

– E (Xt) = E (εt) − θE (εt−1) = 0
– V (Xt) = V (εt) + θ2

V (εt−1) = (1 + θ2) σ2
ε

– Cov (Xt, Xt−h) = Cov (εt − θεt−1 , εt−h − θεt−h−1) =

{
−θσ2

ε si h = ±1
0 sinon

En particulier X est stationnaire.

☞ Q2 On a par définition pour t ∈ Z X̂T+1 =
∑T

k=1 φkXk.
Alors pour k ∈ J1, T K

Cov
((

XT+1 − X̂T+1

)
, Xk

)
= 0

soit Cov (XT+1, Xk) −
T∑

l=1

φlCov (Xl, Xk) = 0

soit γX(T + 1 − k) −
T∑

l=1

φlγX(k − l) = 0

ce qui s’écrit compte-tenu de l’expression de γX





+φT−1θσ
2
ε −φT (1 + θ2) σ2

ε −θσ2
ε = 0 lorsque k = T

+φk−1θσ
2
ε −φk (1 + θ2) σ2

ε +φk+1θσ
2
ε = 0 lorsque k ∈ J2, T − 1K

−φ1 (1 + θ2) σ2
ε +φ2θσ

2
ε = 0 lorsque k = 1
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d’où (puisque σ2
ε > 0)





(1 + θ2) φT − θφT−1 = −θ lorsque k = T
−θφk+1 + (1 + θ2) φk − θφk−1 = 0 pour k ∈ J2, T − 1K

(1 + θ2) φ1 − θφ2 = 0 lorsque k = 1

☞ Q3 Par définition le cœfficient d’auto-corrélation partielle d’ordre m est

r(m) = Corr (Xt − E (Xt|Xt−1, . . . , Xt−m) , Xt−m − E (Xt−m|Xt−m, . . . , Xt−1))

(comme E (Xt) = 0 il n’est pas nécessaire de régresser sur < 1, Xt−1, . . . , Xt−m > mais seulement
sur < Xt−1, . . . , Xt−m > ). Or il est aussi égal au cœfficient de Xt−m dans la régression de Xt

sur < Xt−1, . . . , Xt−m >.4 On a donc successivement :
– Calcul de r(1) :

Projetant Xt sur < Xt−1 > on a E (Xt|Xt−1) = φ
(1)
1 Xt−1 avec r(1) = φ

(1)
1 .

Or d’après la question précédente on a (1 + θ2) φ
(1)
1 = −θ et donc

r(1) = −
θ

1 + θ2

– Calcul de r(2) :

Projetant Xt sur < Xt−1, Xt−2 > on a E (Xt|Xt−1, Xt−2) = φ
(2)
1 Xt−1 + φ

(2)
2 Xt−2 avec r(2) =

φ
(2)
2 .

Attention : il n’y a aucune raison pour que φ
(1)
1 = φ

(2)
1 . . .

On a alors {
(1 + θ2) φ

(2)
1 − θφ

(2)
2 = −θ

−θφ
(2)
1 + (1 + θ2) φ

(2)
2 = 0

soit 



(1 − θ + θ2)
(
φ

(2)
1 + φ

(2)
2

)
= −θ

(1 + θ + θ2)
(
φ

(2)
1 − φ

(2)
2

)
= 0

ce dont on tire que

φ
(2)
2 = −

1

2

(
θ

1 − θ + θ2
−

θ

1 + θ + θ2

)

soit

r(2) = −
θ2

1 + θ2 + θ4

Remarque : on constate par ailleurs que φ
(2)
1 = − θ+θ3

1+θ2+θ4 6= φ
(1)
1 .

4Une preuve en est donnée dans “Séries temporelles et modèles dynamiques”, C. Gouriéroux et A. Monfort, V-D.2
page 161. Voir aussi exercice 4 .
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– Calcul de r(T ) :

Projetant Xt sur < Xt−1, . . . , Xt−T > on a E (Xt|Xt−1, . . . , Xt−T ) = φ
(T )
1 Xt−1 + · · ·+φ

(T )
2 Xt−2

avec r(T ) = φ
(T )
T .

On a alors 



(1 + θ2) φ
(T )
T − θφ

(T )
T−1 = −θ lorsque k = T

−θφ
(T )
k+1 + (1 + θ2) φ

(T )
k − θφ

(T )
k−1 = 0 pour k ∈ J2, T − 1K

(1 + θ2) φ
(T )
1 − θφ

(T )
2 = 0 lorsque k = 1

ce dont on tire que par récurrence5 que

r(T ) = −
θT

1 + θ2 + · · · + θ2T

?
? ?

Enoncé de l’exercice 4

Soit (Xt)t∈Z un processus stationnaire du second ordre.
On note pour m ∈ N

∗ et t ∈ Z

X∗+
t = EL (Xt|1, Xt−1, . . . , Xt−m+1)

X∗−
t = EL (Xt−m|1, Xt−m+1, . . . , Xt−1)

On note ρ(m) = Corr
(
Xt − X∗+

t , Xt−m − X∗−
t

)
.

On note par ailleurs r(m) le cœfficient d’auto-corrélation partielle d’ordre m de X, et on cherche
à montrer que ρ(m) = r(m).

☞ Q1 On note pour t ∈ Z

X∗+
t = a0 + a1Xt−1 + · · · + am−1Xt−m+1

X∗−
t = b0 + b1Xt−m+1 + · · · + bm−1Xt−1

(a) Montrer que (a1, . . . , am−1) = (bm−1, . . . , b1).

(b) Montrer que V
(
X∗+

t

)
= V

(
X∗−

t

)
.

En déduire que V
(
Xt − X∗+

t

)
= V

(
Xt−m − X∗−

t

)
.

☞ Q2 On note pour t ∈ Z

Xt = c0 + c1Xt−1 + · · · + cmXt−m + ut

où ut est orthogonal à < 1, Xt−1, . . . , Xt−m > ; ainsi par définition r(m) = cm.

(a) Montrer que
(
Xt − X∗+

t

)
= cm

(
Xt−m − X∗−

t

)
+ ut.

5Calcul non-détaillé ici. En utilisant exercice 4 , identifier le cœfficient bl−1

k
de X l−1

T−k
dans la régression de

XT−l sur 1, XT−m+1, . . . , XT−1, au cœfficient al−1

l−k+1
de X l−1

T−l+k−1
dans la régression de XT sur 1, XT−1, . . . , XT−m+1

. . .
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(b) En déduire que E
((

Xt − X∗+
t

) (
Xt−m − X∗−

t

))
= cmV

(
Xt−m − X∗−

t

)
.

☞ Q3 En déduire que ρ(m) = r(m).

Corrigé de l’exercice 4

☞ Q1 (a) Remarque : bien-entendu comme X est stationnaire ρ(m) ne dépend pas de t et est donc bien

défini.

– E
(
X∗+

t

)
est la projection orthogonale de Xt sur le sous-espace vectoriel engendré par

(1, Xt−1, . . . , Xt−m+1) pour le produit scalaire < X|Y >= E (XY ). Donc par définition
(Xt−X∗+

t ) est orthogonal à 〈1, Xt−1, . . . , Xt−m+1〉, donc en particulier (Xt−X∗+
t ) |= (1)

ce qui s’écrit E
(
Xt − X∗+

t

)
= 0.

De E (Xt) = E
(
X∗+

t

)
on tire alors que

E (Xt) = a0 + a1E (Xt−1) + · · · + am−1E (Xt−m+1)

et donc, (Xt)t étant stationnaire,

a0 = (1 − a1 − · · · − am−1) E (Xt)

Par ailleurs par définition X∗+
t on a ∀j ∈ J1,m − 1K,

(
Xt − X∗+

t

)

|= Xt−j. Autrement
dit pour j ∈ J1,m − 1K

0 = E
((

Xt − X∗+
t

)
· Xt−j

)

soit E (XtXt−j) = a0E (Xt) + a1E (Xt−1Xt−j) + · · · + am−1E (Xt−m+1Xt−j)

soit E (XtXt−j) = (1 − a1 − · · · − am−1) E (Xt)E (Xt−j) + a1E (Xt−1Xt−j) + · · ·

+am−1E (Xt−m+1Xt−j)

= E (Xt)E (Xt−j) + a1 (E (Xt−1Xt−j) − E (Xt−1)E (Xt−j)) + · · ·

+am−1 (E (Xt−m+1Xt−j) − E (Xt−m+1)E (Xt−j))

soit γX(j) = a1γX(j − 1) + · · · + am−1γX(j − m + 1)

Autrement dit en notant

Γm−1 =




γX(0) γX(1) · · · γX(m − 2)
γX(1) γX(0) · · · γX(m − 1)

...
...

. . .
...

γX(m − 2) γX(m − 3) · · · γX(0)


 = Cov (Xt−1, . . . , Xt−m+1)

on a 


γX(1)
...

γX(m − 1)


 = Γm−1




a1
...

am−1
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– De façon similaire on a pour j ∈ J1,m − 1K

0 = E
((

Xt − X∗−
t

)
· Xt−j

)

soit E (XtXt−j) = b0E (Xt) + b1E (Xt−m+1Xt−j) + · · · + bm−1E (Xt−1Xt−j)

soit E (XtXt−j) = (1 − b1 − · · · − bm−1) E (Xt)E (Xt−j) + b1E (Xt−m+1Xt−j) + · · ·

+bm−1E (Xt−1Xt−j)

= E (Xt)E (Xt−j) + b1 (E (Xt−m+1Xt−j) − E (Xt−m+1)E (Xt−j)) + · · ·

+bm−1 (E (Xt−1Xt−j) − E (Xt−1)E (Xt−j))

soit γX(j) = b1γX(j − m + 1) + · · · + bm−1γX(j − 1)

de sorte que 


γX(1)
...

γX(m − 1)


 = Γm−1




bm−1
...

b1




– Or Γm−1 est inversible (sauf si le processus est presque-sûrement déterministe)6 : en effet
dans le cas contraire considérons λ1, . . . , λm−1 non tous nuls et tels que

m−1∑

i=1

λi




γX(i − 1)
...

γX(i − m + 1)


 =




0
...
0




Alors pour t ∈ Z

∀k ∈ J1,m − 1K,
m−1∑

i=1

λiCov (Xt−i, Xt−k) = 0

soit ∀k ∈ J1,m − 1K, Cov

(
m−1∑

i=1

λiXt−i, Xt−k

)
= 0

donc
m−1∑

k=1

λkCov

(
m−1∑

i=1

λiXt−i, Xt−k

)
= 0

soit V

(
m−1∑

i=1

λiXt−i

)
= 0

donc V (Xt−r|Xt−r−1, . . . , Xt−m−1) = 0

où r est le numéro du premier λk non nul : ainsi le processus X est déterministe (condi-
tionnellement à m − r valeurs initiales) !

Par conséquent Γm−1 est inversible et



a1
...

am−1


 = (Γm−1)

−1




γX(1)
...

γX(m − 1)


 =




bm−1
...

b1




6Auquel cas bien entendu tous les cœfficients de corrélation partielle r(m) sont nuls et l’exercice est trivial.
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(b) On a pour t ∈ Z

V
(
X∗+

t

)
= V (a1Xt−1 + · · · + am−1Xt−m+1)

= (a1, . . . , am−1) V







Xt−1
...

Xt−m+1










a1
...

am−1




= (bm−1, . . . , b1) V







Xt−1
...

Xt−m+1










bm−1
...
b1




= (bm−1, . . . , b1) V







Xt−m+1
...

Xt−1










bm−1
...
b1


 car X stationnaire

= V (bm−1Xt−m+1 + · · · + b1Xt−1)

= V
(
X∗−

t

)

Par ailleurs

V
(
X∗+

t

)
+ V

(
Xt − X∗+

t

)
= V (Xt) car

(
Xt − X∗+

t

)

|= X∗+
t

= V (Xt−m) car X est stationnaire

= V
(
X∗−

t

)
+ V

(
Xt−m − X∗−

t

)
car

(
Xt−m − X−+

t

)

|= X∗+
t

Par conséquent

V
(
Xt − X∗+

t

)
= V

(
Xt−m − X∗−

t

)

☞ Q2 (a) On a pour t ∈ Z

X∗+
t = EL (Xt|1, Xt−1, . . . , Xt−m+1)

= (c0 + c1Xt−1 + · · · + cm−1Xt−m+1) + EL (cmXt−m | 1, Xt−m+1, . . . , Xt−1)

+ EL (ut | 1, Xt−1, . . . , Xt−m+1)

= (c0 + c1Xt−1 + · · · + cm−1Xt−m+1) + cmX∗−
t + 0

Par conséquent

Xt − X∗+
t = Xt − (c0 + c1Xt−1 + · · · + cm−1Xt−m+1) − cmX∗−

t

= (cmXt−m + ut) − cmX∗−
t

= cm

(
Xt−m − X∗−

t

)
+ ut

(b) On a

E
((

Xt − X∗+
t

) (
Xt−m − X∗−

t

))
= E

(
cm

(
Xt−m − X∗−

t

)2
+ cmut

(
Xt−m − X∗−

t

))

Or ut |= < 1, Xt−1, . . . , Xt−m+1 >, de sorte que ut |=

(
Xt−m − X∗−

t

)
.

Donc
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E
((

Xt − X∗+
t

) (
Xt−m − X∗−

t

))
= cmV

(
Xt−m − X∗−

t

)

☞ Q3 A moins que le processus ne soit dégénéré on a V
(
Xt−m − X∗−

t

)
> 0 et donc

r(m) = cm par définition

=
E
((

Xt − X∗+
t

) (
Xt−m − X∗−

t

))

V
(
Xt−m − X∗−

t

)

=
Cov

((
Xt − X∗+

t

)
,
(
Xt−m − X∗−

t

))
√

V
(
Xt − X∗+

t

)√
V
(
Xt−m − X∗−

t

) car V
(
Xt − X∗+

t

)
= V

(
Xt−m − X∗−

t

)

= Corr
((

Xt − X∗+
t

)
,
(
Xt−m − X∗−

t

))

= ρ(m)

Autrement dit, le cœfficient d’auto-corrélation partielle d’ordre m est le cœfficient de Xt−m dans
la régression affine de Xt sur < 1, Xt−1, . . . , Xt−m >, qui est aussi le cœfficient de corrélation
de Xt − X∗+

t avec Xt−m − X∗−
t .

?
? ?
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