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ENSAE SE206

Réponses question par question des travaux dirigés n°1

Exercic

Exercice corrigé 1

0 Q1

0 Q2

Soit (€)sez un bruit blanc (supposé dans £2) de variance o > 0.
Discuter dans chacun des cas suivants de la stationnarité de (X¢)ez.

Rappels :

— Une suite de variables aléatoires réelles (ou processus) X = (X;)iez est dite du second or

si chacune d’elles est de carré intégrable.
— Un processus X est fortement stationnaire ssi
Vn € N, V(th caey tn) S Nn» Vh € Z, ‘CXLV---,XI,W, = ‘CXzﬁn‘---,Xm,er/.

ou Ly désigne la loi de Y.
Un processus X est (faiblement) stationnaire ssi

Vt € Z, E(X,) = E(Xo)
Iy:Z—-RY/VteZ Vh e Z, Cov(Xy, Xiin) =(h

— Le processus X est un bruit blanc fort de variance o2 > 0 ssi

VteZ, E(X,) =0

Vi€ Z, V(X))
(X1)e est iid

~ Le processus X est un bruit blanc (faible) de variance o > 0 ssi

VteZ, E(X,) =0
vt € Z, V(X,) = o2
Vt € Z,Vh € Z*, Cov (Xy, Xppn) =0

‘Lorsque VteZ, X;=¢—€.17

OnapourteZ

- ]E (Xt) = 0

- V(X)) =V (&) + V(e_1) = 20?% par indépendance

— Enfin Cov (X;, X;_1) = —0? et Vh > 2,Cov (X¢, Xy_p) =0
X est donc stationnaire.

Le processus (X;)iez défini pour (a,b,c) € R? par
Vt € Z, X; = a+ be; + cei_q

est-il (faiblement) stationnaire ?

On a successivement pour t € Z :
E(X;) =a+bE(¢)+ cE(e-1) =a
= V(X)) =0+ 6%V (&) + ®V (e4-1) = (b* + ¢*) 0% car ¢ et €, sont non-corrélés
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ENSAE SE206 Réponses question par question des travaux dirigés n°1 Exercice 1

— Par ailleurs

Cov (X, Xi—1) = Cov(a+ be, + ey, a + by + ce_a)
= b’Cov (€1, €t—1) + bcCov (€, €1—2) + bV (€:-1) + ACov (€r—1, €1—2)

beo?

— Enfin Cov (X3, X¢yn) =0, VR > 2
Le processus X est donc stationnaire.

0 Q3 |Lorsque Vt € Z, X; = €1€6,-1, si € est un bruit blanc fort ? Faible ? ‘
On a de fagon similaire pour ¢t € Z :
— E(X;) =E(&)E(e-1) = 0 car € et 1 sont non-corrélés
— Si € est un bruit blanc fort, €? est indépendant de €2 et donc V (X;) = V (¢,)V (e-1) = (o2).
En revanche si ¢ et ¢_1 sont décorrélés mais pas indépendants on ne peut rien dire : il existe
un bruit blanc faible € tel que E (efe?ﬁl) dépend de ¢. !
— Enfin pour Vh € Z et si € est un bruit blanc fort

Cov (Xt: Xt+h) = E (Gtet—15t+h5t+h—1)
o2 sih=0
0 sinon
En revanche il existe un bruit blanc faible € tel que Cov (X;, X15) dépend de t. 2

Le processus X est donc stationnaire si € est un bruit blanc fort, et il existe au moins un
bruit blanc faible € tel que X n’est pas stationnaire.

0 Q4 |L0rsque X est tel que Vt € Z, X; — X, 1 = ¢ (on supposera en outre que V¢ > 0, ¢,-L X;) ?‘
X est une marche aléatoire. On a plus précisément
-~ OnaE(X;) —E(X,—1) =0et donc Vt € Z,E (X;) = E (X,).
— Par ailleurs X, = ZE;; €;_; + Xo; Par conséquent

t—1
V(X)) = V (Z i+ X0>
i=0
t—1
= ZV (in) +V (Xo) car €; _ ,I;J-LXO
i=0 N~~~
>0
= to* +V(Xy)

En particulier V (X;) = 02 + V(Xp) > V (X;) et donc X n’est pas stationnaire.

!Par exemple Xo; = 1 et Xopp1 = %5g+%5,t la bindmiale qui vaut —1 ou 1 de fagon équiprobable. Alors E (X, X;41) =
E (XQ[%M) =0 mais B (X3,X2,,,) = 22+ L(-0)2 = 2 ot B (X2,_,X2) = 5(t — )2+ L(—(t — 1))2 = (t — 1)? qui
dépend de t a tout t € Z.

*Reprenant le contre-exemple ci-dessus on a Cov (Xor41, Xatt2) = E (€263, €2042) =E (63,11) = (2t +1)% .
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O Q5 ‘Lorsquc Vit € Z, Xy = ¢ cos(ct) + €1 sin(ct) pour ¢ € R donné?

0 Q6

Pour t € Z on a
~E(X) =0
-V (Xt) = 0'2
— Cov (X, X¢—p) =0sih >2
— Par ailleurs
Cov (X, Xi-1) o?sin(ct) cos (c(t — 1))

2

= % (sin (ct + c(t — 1)) +sin (¢t — c(t — 1)))

0.2

= 5 (sin(c(2t — 1)) + sin(c))

En particulier pour que X soit stationnaire il faut et il suffit que u; = Vt € Z, sin (¢(2t — 1))
dépende pas de ¢, donc en particulier que V¢ € Z,u; = uy ce qui s'écrit Vt € Z, sin (¢(2t — 1)
sin ¢ soit

0 = sin(e) —sin((2t — 1)c)

_ osm (1 - (2;7 1)6) cos (1 + (22t— 1)6)

= —2sin((t + 1)c) cos(tc)

soit (t+1)c€7rZoutc€g+7rZ

Cela étant vrai pour tout ¢ € Z il faut et il suffit donc que ¢ € 3Z.
Donc X est stationnaire ssi ¢ € JZ.

Lorsque Vt € Z, X; = Z;ZO N(€—i — €_i_1), pour A € R (discuter selon \) ?
Lorsque A €] — 1, 1[, montrer qu’il existe un processus stationnaire Y tel que

2
(X = Y) == (0).

— OnapourteZ

t

Xy = Z N (Etfi - Ei*i*l)

i=0

t
= &+ Z ()\i — )\"’1) € — Ae_;  (“transformation d’Abel”)
i=1
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Donc E (X;) = 0 et par ailleurs Autre méthode :
OnaY =Y °NL(1-L)oe= (1+ SIS (M = N1 L) o€ et donc Y — € est la trans|
V(X)) = 14 Z _ - 1 pY ar indépendance mée moyenne mobile infinie du processus stationnaire € avec les ceefficients +°° ()\‘ %
i— P P Comme la série Y, (\' — A=) est absolument convergente, Y est statlonnalrc
Enfin on a
- (1 + Z (N (A =1+ X”) o0
VY, -X,) = V <(/\ —1) ) A le+ )\‘et1>
=1 ; i=t+1
= 1+ (A 22 (A1) + N .
T = AMV(e)+A=12D XNWV(e)
Y i=t
= 0o (1 +( 21 v +/\2f’) 1 Hl
- — )\tO'ZJr()\*l)QiAH—lO'Z
_ 1*/\2t)+)\2t 1-A
B 1 + )\ t——+oo 0
1 4 A2+
= - et comme
1+ A
+oo
En particulier pour que X soit stationnaire, il faut que A =1 ou A = 0. EY;,-X;) = E (()\ —1) Z ANle, 4 )\tet1>
Réciproquement si A = 1, alors Vt € Z, X; = ¢, — €_1 et donc X est stationnaire. i=t+1
2'+1
— Constatant que 202% P 12+w on pose Y; = Zl oA (6—i — €—;—1) (qui existe car la = (A-1) § NTIE (e4) + N E (1)
série est normalement convergente car |\ < 1) On a par construction V (V) = 21"_—)\. S _— _—
On a par ailleurs V; = ¢, + (A — 1) 3257 A le -0 = =
Par conséquent pour h € N* on a
3
) on a
G+ A=) N,
Cov (Y3, Yi1n) = Cov L2
’ X, —-Y,)—— (0
e+ (A —1 Z+°° Nle (Xe ) t—to00 ()
at+tA=1)X TN e,
= Cov 0 Q7 ‘La somme de deux processus stationnaires est-elle stationnaire ?
A1 yi— +oo
cnt+ A=)  N e+ A= 1) 5 N e ony Non en général : considérer par exemple X; stationnaire d’espérance nulle, et ¥, = (—1)%)
(et A= 1)FoNe, alor§ E (Yt) = 0 et Cov (Y, Yiun) = (—1)H(=1)*"Cov (Xy, Xyyn) = (—l)hﬂ (h) donc Y
stationnaire, et de plus
= Cov i1 he h x~-+oo 2X; sit est pair
€rrh + D gcicn g AT Hh_l+(/\—1))\ Yo+ (A= DA N e -, X, +Y, = OSitnon
Z

et donc Cov (X; + Vs, Xiwn + Yien) = 4yx(h)1icozlneoz qui dépend non-seulement de b n

= A=DMNV(e) + ARy (Z Xle > aussi de ¢.

En revanche la somme de deux processus (faiblement ou fortement) stationnaires non-corré

i i ire : si ' Ay,
= (A— 1))\h—10,2 + (- 1) b - )\ est faiblement stationnaire : si V¢,¢, X;1LY, alors
= —(1- ,\)2 A=152 Cov (X; + Vi, Xeyn + Yiqn) = Cov (Xy, Xeyn) + Cov (Y, Yiqn) = vx (h) + v (h)
ot donc Y est bien stationnaire. B 3La suite (Zn),en cinverge vers Z dans 52 581 || Zn |, T Z soit E (Z,,,Z) —— Z soit V (Z,)+E (Z,)* o
Z soit V (Z,,) —+—4 Z et E(Z,) I Z
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La somme de deux processus fortement stationnaires et indépendants est fortement station-
naire.

Exercice corrigé 2

On considere le processus défini par
VieZ X, =a+bt+ s+ uy

ot a,b € R, (8¢)ez est un processus saisonnier (périodique) de période 4 et (uy)iez est un bruit
blanc de variance o2 indépendant de s.

0 Q1 Le modele est-il correctement paramétré ? Proposer le cas échéant une contrainte naturelle
(que 'on supposera vérifiée par la suite) portant sur (s;);.

Les composantes saisonniéres ne sont pas identifiables : en effet les processus définis par a, b, (s;):
et a+ p,b, (s¢ — p); sont égaux pour tout p € R.
Il est néanmoins naturel de supposer que le processus saisonnier est “centré” sur une période :
i.e.

VteZ sy + St1 + S22+ Si43 =0
(le processus s étant de période 4 cette quantité ne dépend de tout fagon pas de la date t).

On définit I'opérateur

Zi+v 2yt Zio+ Zy:
1\4742((Zt)t'—>( t t—1 4rz fs)t)

et on considére le processus Y = M, X.

0 Q2 |Donner Pexpression de Y; pour t € Z, et justifier l'intérét de la transformation.
OnapourteZ

t+(t—-1)+({t—2)+(t—3)
4

6
(a — *b) + bt + ]\/[4(S)t + 1W4(u)t
4 ——

=0 par hypothese

Y, = a+b + My(s); + Mjy(u),

= pu+bt+uy

avec 1 = a — 3b indépendant de ¢ et v = My (u) est stationnaire (c’est un MA(3) mais pas un
bruit blanc). On a ainsi désaisonnalisé la série X et fait apparaitre la tendance déterministe
1+ bt

Version du 20050121-11h02, révisée le 17 février 2005 6
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On définit alors Z = AY.

O . . — P
Q3 Montrer que Z est stationnaire et calculer sa fonction d’auto-corrélation.

On a immédiatement pour t € Z

A(Y)e=b+Alw), =b+ L2

4
Par conséquent
- ]E (Zt) = b
2 2 2
V(Z) === =% )
Up—Up—q Wi p—Up—fp— _ —Z sih=+4

— Cov (Zy, Zy_y) :Cov( t 41 47%) — { 18 con

1 sif
En particulier le processus Z est stationnaire, d’auto-corrélation pz(h) = Zg((:)) = f% 51 /

sin

Exercice corrigé 3

On considere le processus défini par V¢ € Z X; = ¢ — Oe;_1 ou (€:)ez est un bruit blanc
0e]—1,+1].

0 Q1 ‘Montrer que X est stationnaire et calculer sa fonction d’auto-covariance.

On a successivement pour ¢ € Z
- E(X:) =E (&) —0E(e4-1) =0
V(X)) =V (&) + 602V (e,1) = (1 + 0% 0?2

—00% sih=+l1
— Cov (X4, Xi—p) = Cov (& — €11, €1 — Oer—p—1) = { 0 sinon
En particulier X est stationnaire.
Soient ¢, ¢r_1,...,¢1 les coefficients de la régression linéaire )?TH de Xpip su

(Xr, Xro1,..0, X0).

Ecrire les conditions d’orthogonalité entre (XT+1 — XT+1) et < Xp,..., Xq >.
0 Q2 |En déduire que (1, ..., ¢r) vérifie

(14 6%) ¢ — 0y = —0

—O0p1+ (1+60%) ¢ — 01 =0pour k € [2,T — 1]
(146%) ¢1 — gy =—0

On a par définition pour t € Z )?'H] = Zf=1 DOpXg.

Version du 20050121-11h02, révisée le 17 février 2005



ENSAE SE206

Réponses question par question des travaux dirigés n°1 Exercice 3

0 Q3

Alors pour k € [1,7T7]

Cov ((XT+1 - )?T+1> 5 Xk> =0

Iz
soit. Cov (Xry1, Xx) = »_ ¢1Cov (X, X) = 0

=1

T
soit x(T+1-k) = érxlk—1) = 0
=1
ce qui s’éerit compte-tenu de I'expression de vy
+¢r_1002 —¢r(14+6%) 02  —002 =0 lorsque k =T

+or1002  —¢p (1 +60%) 02 +¢pi00> =0 lorsque k € [2,T — 1]
—¢1 (L+ 0% 02  +¢a002 =0 lorsque k =1

d’olt (puisque o2 > 0)

(1+6%) ¢r —O¢r_1 = —0lorsque k=T
—O0pi1+ (1 +60%) ¢ — 01 =0pour k€ [2,T — 1]
(140%) ¢, — 0y =0 lorsque k =1

|Déterminer (et si possible calculer) la fonction d’auto-corrélation partielle de X.

Par définition le ccefficient d’auto-corrélation partielle d’ordre m est

r(m) = Corr (XL -E (XL‘XL—ly cees XL—m) , Xeem — E (Xt—m‘XL—rm cees Xt—l))

(comme E (X;) = 0 il n’est pas nécessaire de régresser sur < 1, X;_1, ..., X;_,, > mais seulement
sur < Xy1,...,Xi—m > ). Or il est aussi égal au ceefficient de X;_,, dans la régression de X;
sur < X;_1,...,X;_m >.2 On a donc successivement :

— Calcul de r(1) :
Projetant X; sur < X;—; > on a E (X;|X;—1) = ¢<11>Xt,1 avec r(1) = ¢§”.
Or d’apres la question précédente on a (1 + 62) ¢§1’ = —0 et donc
0
=
"=
— Calcul de 7(2) :
Projetant X; sur < X;_1, X;—2 > on a E(X;|X;_1, X, 0) = qb(lZ)Xt_l + ¢§2)Xt_2 avec r(2) =
@)
5 .
Attention : il n’y a aucune raison pour que (b(ll) = qﬁ?) .
On a alors
(1+6%) " — 00 = —6
—091” + (1+6%) ¢ =0

4Une preuve en est donnée dans “Séries temporelles et modeles dynamiques”, C. Gouriéroux et A. Monfort, V-D.2
page 161. Voir aussi exercice 4
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soit

(=046 (o + ) = 0
(1+0+6%) (6 = o) = 0

ce dont on tire que
1 0 0

(b(Q) — _
2 2\1—-60+62 1+6+62

s0it

02
r2)= - ———
@) 1+60%+064
Remarque : on constate par ailleurs que qﬁgz) =— 1_59“?:9 # ¢(11).

— Calcul de r(T) :
Projetant X; sur < X;_1,..., X;r >onaE (XX, 1,..., Xi7) = ¢(1T)Xt_1+~ . -+¢(2T)X
avec r(T) = (IT)

On a alors
(1+ 6?) qﬁSD - €¢5,le = —0lorsque k=T

08, + (1+6%) 6" — 06", =0pow ke [2,T 1]
(1+ 6?) §T> — HQ(QT) =0 lorsque k=1

ce dont on tire que par récurrence’® que

o

(A e p e

Exercice corrigé 4

Soit (X;)tez un processus stationnaire du second ordre.
On note pour m € N* et t € Z

Xt*+ = [EL (Xt‘]-,Xt—h cee ,Xt—m+1)
X:7 = EL (thm,|17Xt—m+17 e 7Xt*])

On note p(m) = Corr (X; — X;, Xem — X{7).
On note par ailleurs r(m) le coefficient d’auto-corrélation partielle d’ordre m de X, et on cher
a montrer que p(m) = r(m).

5Calcul non-détaillé ici. En utilisant exercice 4 , identifier le ccefficient blk’1 de Xéf_lk, dans la régressior
1

. ) - -1 - S
Xr—ysur 1, Xr_my1,..., Xr_1, au ceeficient a;~; , de X773, dans la régression de Xp sur 1, Xp_y,..., X7,

Version du 20050121-11h02, révisée le 17 février 2005 8
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0 Q1 On note pour t € Z
X" =ao+a X+ +am 1 Ximp

X7 =bg+ 01 Xsomp1+ - F b1 X

(a) |Montrer que (ar,...,am-1) = (bp-1,-..,01).

Remarque : bien-entendu comme X est stationnaire p(m) ne dépend pas de ¢ et est donc bien

défini.

-E (Xt* +) est la projection orthogonale de X; sur le sous-espace vectoriel engendré par
(1, X¢-1, ..., Xt—my1) pour le produit scalaire < X|Y >= E (XY). Donc par définition
(X;— X;T) est orthogonal & (1, X;_1,..., X;_m11), donc en particulier (X; — X;*)L (1)
ce qui s’écrit E (X, — X;T) = 0.

De E (X;) =E (X;*) on tire alors que
E (Xt) =ap+ U/l]E (Xt—l) +-+ H/m—lE (Xt—m+1)
et donc, (X;); étant stationnaire,

ag=1-ar— - —an1)E(Xy)

Par ailleurs par définition X;" on a Vj € [1,m —1], (X, — X;") AL X, ;. Autrement
dit pour j € [1,m — 1]
0 = E((X-X7) X))
soit E(X;Xi—j) = aE(Xy)+uE (X X))+ + a1 B (Ximmi1 X))
soit E(X;Xi—;) = (1—a1—- = ama1) E(XY)E (Xi—j) + a1 E (Xem1 Xomj) + - -
Fam1E (Xi—me1 Xe—j)
= E(X)E (Xiy) + a1 (B (X1 Xy ) —E (X )E(Xy ) + -
Fam-1 (B (Ximms1Xi—j) = E(Xymmi1)E (X))
soit x(j) = ax(G—1)+-+amayx(j—m+1)

Autrement dit en notant

7x(0) x(1) e x(m—2)
¥x(1) 7x(0) o x(m=1)
FnL—l = . . .. . = Cov (Xt—h ey Xt—m+1)
yx(m=2) yx(m—=3) --- 7x(0)
on a
7x (1) ay
N = Fm—l :
yx(m—1) U1

Version du 20050121-11h02, révisée le 17 février 2005 10
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— De fagon similaire on a pour j € [1,m — 1]

0 = E((X-X;) Xo)
soit E(X;Xi—;) = boE(Xy) +0E (Ximms1 Xi—j) + - + by E (Xim1 Xoy)
soit E(XXij) = (L—by— = but) E(X)E (Xi_y) + biE (Xeomsr Xe_y) + -
+by_1E (Xt,lXt,j)
= E(XJE (Xij) + b1 (B (Xemmr1 Xe—j) — E(Ximms))E (Xej)) -
by (B (X1 Xosy) — E (X ))E (Xey)
soit vx(j) = biyx(f—m+1) 4+ +bnavx(—1)

de sorte que
yx(1) b1

vx(m —1) by
~ OrT,_; est inversible (sauf si le processus est presque-stirement déterministe)® : en e
dans le cas contraire considérons Ay, ..., \,,_1 non tous nuls et tels que
m—1 yx(i—1) 0
A : = :
=1 vx(i—m+1) 0

Alors pour t € Z

m—1
Vk € [1,m —1], Z AiCov (Xi—i, Xex) = 0
i=1
m—1
soit  Vk € [1,m — 1], Cov (Z /\iXt_i,,Xt_k) =0
i=1
m—1 m—1
donc Z)\k({:ov (Z /\,-Xt,-,th) =0
k=1 i=1
m—1
soit 'V (Z )\iXt_i> =0
i=1

done V(Xi | Xipo1yoo o, Xpmmo1) = 0

ou 7 est le numéro du premier A, non nul : ainsi le processus X est déterministe (cor
tionnellement & m — r valeurs initiales)!
Par conséquent T, 1 est inversible et

[¢5} 7X(1) bm—l
. _ (Fm—l)_l _ .
Am—1 'YX(m - 1) bl

5 Auquel cas bien entendu tous les coefficients de corrélation partielle r(m) sont nuls et exercice est trivial.

Version du 20050121-11h02, révisée le 17 février 2005
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ENSAE SE206 Réponses question par question des travaux dirigés n°1 Exercic

(b) Montrer que V (X;%) =V (X;7).
En déduire que V (Xt - Xf*) =V (Xt,m — Xt’").

On a pour t € Z
v (Xt*+) = V(aXim1 + - 4 am-1Xemmt1)

X1 ay
= (a1,...,am1)V : :
Xi-mm1 ) Am—1
X1 b1
= (bp-1,..-,01)V : :
Xicmii ) by
Xi-m+1 b1
= (bm1,--,0)V : :
Xi1 ) by
= V(bnaXemp+-+ 01X 1)
= V(x7)

Par ailleurs

VX +V (X -X) = V(X)) car (X, —X;7)LX+

<

Xi—m) car X est stationnaire

car X stationnaire

= V(X)) +V(Xm — X)) car (X — X, 7)) LXJH

Par conséquent

V(X = X)) =V (X — X77)

0 Q2 On note pour t € Z
Xi=ct+aXig+ -+ emXem +us

ou u; est orthogonal & < 1, X;_1,..., X;_,, > ainsi par définition r(m) = ¢,

(a) |Montrer que (X; — X;F) = o (Ximn — X77) + .

OnapourteZ
Xfr = EL (Xt‘l,thh o >Xt—m+1)

= (CO +oXig e+ Cmletf'nH»l) + EL (Cth,m | 1, Xt7m+17 v

+EL (u |1, X1, .-, Xims1)
(co+ X1+ 4 ema1Xpmmy1) + en X +0

s Xi-1)
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Par conséquent

X, =X = Xi—(cotaXei+ 4 1 Ximm1) — e Xy~
= (cth—m ot ut) — Cth*7
= Cn (Xt,m - XZ") + uy

(b) ‘En déduire que E ((Xt — Xt**) (Xt_m - Xt’")) =c,V (Xt_m — Xt*’)‘

On a
E ((Xt - Xt*Jr) (Xt—m - Xt*i)) =E (Cm (Xt—m = X:7)2 + Crn g (Xt—m - Xt*i))

Orudl <1,X, 1,..., X ms1 >, de sorte que u, 1 (XL,m - Xt*_).
Donc

E ((Xt - X:+) (Xt—m - Xt*i)) = CmV (Xt—m - Xt*i)

0Q3 ‘En déduire que p(m) = r(m).

A moins que le processus ne soit dégénéré on a V (Xt_m — Xt*_) > 0 et donc

r(m) = ¢, par définition
B ) (Y= X))
V(Xim— X, )

= Cov ((Xt _ XLH) . (thm _ Xt*i)) car V (Xt - Xt*Jr) =V (th - Xt*’)

VV (K= X)WV (X — X0)
= Corr ((Xe— X;7) , (Xiem — Xt*_>)
= p(m)

Autrement dit, le ccefficient d’auto-corrélation partielle d’ordre m est le ceefficient de X,_,, d
la régression affine de X; sur < 1, X; 1,...,X;_,, >, qui est aussi le ceefficient de corrélat
de X; — X;t avec Xy, — X,
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