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Enoncé de l’exercice 1

On considère deux processus stationnaires du second ordre X et Y vérifiant

∀t ∈ Z,

{
Yt = φ1Yt−1 + aXt + Ut

Xt = φ2Xt−1 + Vt

où U et V sont deux bruits blancs décorrélés de variances respectives σ2
U et σ2

V .

On suppose en outre que 0 < |φ1| < 1 et 0 < φ2 < 1.

☞ Q1 Soit W = (

� − φ1L) (

� − φ2L) ◦ Y .
Montrer que W est stationnaire et calculer γW .
En déduire que W est un processus Ma que l’on déterminera.1

Application numérique : a = 1.5, φ1 = 0.4, φ2 = 0.6, σ2
U = 0.016 et σ2

V = 0.036.

☞ Q2 Montrer que Y est un processus Arma que l’on déterminera.

☞ Q3 Déterminer la prévision optimale Y ∗
t = EL (Yt|Yt−1, . . .) et la variance de l’erreur de prévision

Yt − Y ∗
t .

Corrigé de l’exercice 1

☞ Q1 On a tout d’abord pour t ∈ Z

Yt = φ1Yt−1 + aXt + Ut

donc ((

� − φ2L) Y )t = φ1 ((1 − φ2L) Y )t−1 + a ((

� − φ2L) X)t + (Ut − φ2Ut−1)

= φ1 ((1 − φ2L) Y )t−1 + aVt + (Ut − φ2Ut−1)

c’est-à-dire ((

� − φ1L) (

� − φ2L) Y )t = aVt + Ut − φ2Ut−1

soit Wt = aVt + ((

� − φ2L) U)t

Alors
– E (Wt) = 0

– pour h ∈ Z Cov (Wt,Wt+h) =







a2σ2
V + (1 + φ2

2) σ2
U si h = 0

−φ2σ
2
U si h = ±1
0 sinon

En particulier W est stationnaire (et sa fonction d’auto-covariance est celle d’un processus
Ma(1)). Cherchons donc Θ et ε bruit blanc tels que W = Θ(L)ε et Θ de degré 1.

Donnons-nous pour ce faire un bruit blanc ε de variance σ2
ε > 0 et λ ∈] − 1, 1[, et soit Z =

(

� − λL) ε ; cherchons à déterminer ε et λ de façon à ce que Z = W .

1On supposera pour ce faire que a2σ2
V +

(
1 + φ2

2

)
σ2

U > 2φ2σ
2
U .
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L’égalite γZ = γW pour h ∈ {0, 1} conduit à

{
(1 + λ2) σ2

ε = a2σ2
V + (1 + φ2

2) σ2
U

−λσ2
ε = −φ2σ

2
U

soit 





λ2 − a2σ2

V +(1+φ2

2)σ2

U

φ2σ2

U

λ + 1 = 0

σ2
ε =

φ2σ2

U

λ

Soit donc 2 λ =
a2σ2

V +(1+φ2

2)σ2

U−
q

(a2σ2

V
+(1+φ2

2)σ2

U)
2

−4φ2σ2

U

2φ2σ2

U

; ainsi λ ∈] − 1, 1[. Posons alors3 ε =

(

� − λL)−1 W : ε est par construction un bruit blanc de variance σ2
ε =

φ2σ2

U

λ
et de plus

W = (

� − λL) ε

Application numérique : On a a2σ2
V + (1 + φ2

2) σ2
U = 0.10276 > 0.0192 = 2φ2σ

2
U . Il vient

λ = 0.095 et σ2
ε = 0.101. On vérifie que |λ| < 1 et que la représentation de W est bien

canonique (donc que ε est bien l’innovation de W ).

☞ Q2 On a immédiatement
(

� − φ1L) (

� − φ1L) Y = (

� − λL) ε

A supposer que λ 6= φ1 et λ 6= φ2, Y est donc un processus Arma(2,1) (sinon c’est un Ar(1)) ;
en outre cette représentation est canonique.

Application numérique : (

� − 0.6L) (

� − 0.4L) Y = (

� − 0.095L) ε.

☞ Q3 Soit Φ(X) = (1 − φ1X) (1 − φ2X) ; les racines 1
φ1

et 1
φ2

de Φ sont toutes de module supérieur à

un ; donc (voir TD 2, exercice 1 ) Y adment un développement en série à cœfficients positifs
Yt =

∑

k≥0 akεt−k, et en particulier ∀t ∈ Z, εt |= Yt−1, . . .. Par conséquent ε est l’innovation de
Y et en particulier Y − Y ∗ = ε.

On en tire successivement que
V (Yt − Y ∗

t ) = σ2
ε

2Les deux racines sont de même signe car leur produit 1 est positif, et ce signe est positif car leur somme
a2σ2

V
+(1+φ2

2)σ2

U

φ2σ2

U

est positive. Le produit des racines valant 1, la plus petite des deux est de module inférieur à 1, à savoir
[··· ]−

√
[··· ]2−4

2 .
3Parmi tous les bruits blancs possibles de variance σ2

ε =
φ2σ2

U

λ
il n’y en a qu’un seul qui convienne, est c’est

nécessairement ε = (

� − λL)
−1

W .
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et de plus que

Y ∗ = Y − ε

=
( � − Φ(L) (

� − λL)−1)Y

=

(

� −
( � − (φ1 + φ2) L + φ1φ2L

2
)
◦

+∞∑

k=0

λkLk

)

Y

=

(

� −
(
λ2 − λ (φ1 + φ2) + φ1φ2

)
·

+∞∑

k=0

λkLk

)

Y

=

(

� − λ2Φ

(
1

λ

)

· ( � − λL)−1

)

◦ Y

Application numérique :







y∗
t = yt−1 − 0.24yt−2 − 1.045

∑

k≥1 0.095kyt−k

et par ailleurs V (Yt − Y ∗
t ) = 0.101

?
? ?

Enoncé de l’exercice 2

On considère n processus stationnaires X1, . . . , Xn vérifiant

∀i ∈ J1, nK, (

� − ρiL) X i = U i

où ρi ∈] − 1, 1[ et U i est un bruit blanc de variance σ2
i indépendant4 de tout U j pour j 6= i.

On définit Z = X1 + · · ·Xn ; on cherche à déterminer la prévision optimale de ZT+1 fondée sur
l’observation des X i aux dates T, T − 1, . . . .

☞ Q1 Montrer que pour tous t, t′ ∈ Z et i 6= j ∈ J1, nK, X i
t est indépendant de Xj

t′ .
Déterminer Z

∗X
T+1 = EL (ZT+1|X1

T , . . . , Xn
T , X1

T−1, . . . , X
n

T−1, . . .) et la variance VX de l’er-
reur de prévision associée en fonction des variances des U i.

☞ Q2 Montrer que Z satisfait une relation de la forme

Θ(L)Z = ∆(L)ξ

où Θ et ∆ sont des polynômes (de degrés finis) et ξ est un bruit blanc (on discutera selon que
les ρi sont deux-à-deux distincts ou non).

☞ Q3 En déduire que Z est un processus Arma dont on déterminera la forme canonique.

☞ Q4 Donner une condition suffisante pour que Z soit un Ar pur.
On détaillera en particulier le cas n = 2.

4Et ce à toutes dates : ∀t, t′,∀i, j, (t 6= t′oui 6= j) → U i
t est indépendant deU j

t′
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☞ Q5 Dans le cas général, déterminer la prévision optimale Z
∗Z
T+1 = EL (ZT+1|ZT , ZT−1, . . .) fondée

sur les observations agrégées.
Donner la variance VZ de l’erreur de prévision associée en fonction des variances des U i.
Comparer VZ à VX et conclure.

Corrigé de l’exercice 2

☞ Q1 Pour tous i 6= j et toutes dates t, t′, U i
t, U

i
t−1, U

i
t′ , U

i
t′−1, U

j
t, U

j
t−1, U

j
t′ , U

j
t′−1 sont tous

deux-à-deux indépendants. Donc X i
t et Xj

t′ sont indépendants.

En particulier

Z
∗X
T+1 = EL

(
n∑

i=1

X i
T+1|X1

T , . . . , Xn
T , X1

T−1, . . . , X
n

T−1, . . .

)

=
n∑

i=1

EL
(
X i

T+1|X1
T , . . . , Xn

T , X1
T−1, . . . , X

n
T−1, . . .

)

=
n∑

i=1

EL
(
X i

T+1|X i
T , X i

T−1, . . .
)

= X1∗
T+1 + · · · + Xn∗

T+1

= ρ1X
1
T + · · · + ρnX

n
T puisque

� − ρiL est sous forme canonique car |ρi| < 1

En outre

V
(
ZT+1 − Z

∗X
T+1

)
= V

(
n∑

i=1

X i
T+1 −

n∑

i=1

ρiX
i
T

)

= V

(
n∑

i=1

(
ρiX

i
T + U i

T

)
−

n∑

i=1

ρiX
i
T

)

= V

(
n∑

i=1

U i
T

)

= σ2
1 + · · · + σ2

n

☞ Q2 Observons que Z = (

� − ρ1L)−1 U1 + · · · + (

� − ρnL)−1 Un, de sorte que pour tout polynôme
Θ on a

Θ(L)Z = Θ(L) (

� − ρ1L)−1 U1 + · · · + Θ(L) (
� − ρnL)−1 Un (1)

En particulier dès que Θ(X) est un multiple de tous les (1 − ρiX) l’expression (1) est polyno-
miale des deux côtés. Soit donc Θ le ppcm (au sens de la division euclidienne de polynômes)
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de 1 − ρ1X,. . . ,1 − ρnX. Alors Z vérifie

Θ(L)Z =
n∑

i=1

Λi(L)U i

où Λi(X) = Θ(X)
1−ρiX

= Π8

<

:

ρ ∈ {ρ1, . . . , ρn}
ρ 6= ρi

(1 − ρX) est un polynôme de degré ni ≤ n − 1.

Considérons alors V i = Λi(L)U i tous stationnaires, et soit V = V 1 + · · · + V n.

Alors
Cov (Vt, Vt+h) = γV 1(h) + · · · + γV n(h)

En particulier Cov (Vt, Vt+h) est indépendant de t et donc (comme bien-sûr E (Vt) = 0) V est
stationnaire. En outre γV (h) = 0 dès que h ≥ maxi ni, ce qui caractérise un Ma d’ordre au plus

maxi ni.
5

Plus précisément, soit d = max{i / γV (i) 6= 0}, et donnons-nous δ1, . . . , δd et η un bruit blanc
de variance σ2

η ; notons ∆(X) = 1 − δ1X − · · · − δdX
d. Alors l’égalité γ∆(L)η = γV revient à un

système de d + 1 équations (a priori non-linéaire)

{
Eh : γ∆(L)η(h) = γV (h) pour h ∈ J0, dK

correspondant aux équations de Yule-Walker, et dont on tire σ2
η, δ1, . . . , δd.

Soit alors ∆∗(X) = 1+ δ1X + · · ·+ δrX
r, et notons ∆ le polynôme canonique associé (celui dont

toutes les racines sont de module supérieur à un, voir TD 2, exercice 1 ). Définissons
enfin ξ = ∆(L)−1V . Alors par construction ξ est un bruit blanc, et en outre V = ∆(L)ξ.

Ainsi

Θ(L)Z = ∆(L)ξ

avec d◦Θ ≤ n et d◦∆ ≤ maxi ni ≤ n−1 et toutes les racines de Θ et ∆ sont de module supérieur
(ou égal) à 1.

☞ Q3 On sait que 1 n’est racine d’aucun 1 − ρiX, donc n’est pas racine de Θ(X). Montrons que par
ailleurs V n’est pas intégré.
Attention :

Il ne suffit pas que Z (et donc Θ(L)Z) soit stationnaire pour interdire que Θ ait une racine
unitaire : X = (

� − L)ε est par exemple stationnaire TD 1, exercice 1 . . .

Dans le cas contraire, soit s l’ordre de multiplicité de la racine 1 dans ∆, et soit ∆(X) le

polynôme ∆(X)
(1−X)s ; on note ξ = ∆(L)ξ.

Soit alors N ∈ N ; comme (1 − X)
∑N

k=0 X
k = 1 − X

N+1 on a d’une part

(
N∑

k=0

Lk

)

◦ Vt =
(
1 − LN+1

)
(

� − L)s−1 ◦ ξt

5Attention, si k = l et γA(k − 1) + γB(l − 1) = 0 alors A + B est un Ma d’ordre a plus k − 1 . . .
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et d’autre part
(

N∑

k=0

Lk

)

◦ Vt =
n∑

i=1

(
N∑

k=0

Lk

)s

× Λi(L) ◦ U i
t

Considérons donc pour i ∈ J1, nK et N ∈ N le polynôme
(
∑N

k=0 X
k
)

Λi(X) ; comme les racines

de Λi sont parmi les ρi, 1 − X ne divise pas Λi et donc

(
1 − X

N+1
)

=

(
N∑

k=0

X
k

)

(1 − X) ne divise pas

(
N∑

k=0

X
k

)

Λi(X)

Notons pour tout polynôme P ν(P ) le nombre de cœfficients non-nuls de P : alors ν (Λi(X)) ≥ 1
car Λi est de degré ni ≥ 1. Par conséquent pour N ≥ ni on a 6

ν

((
N∑

k=0

X
k

)

Λi(X)

)

≥ N − ni

Donc en particulier

V

((
N∑

k=0

Lk

)

× Λi(L) ◦ U i
t

)

=

N+ni∑

j=0

αj
2
V
(
U i

t−j

)
≥ (N − ni)

(

min
αj 6=0

|αj|
)2

σ2
i −−−−→

N→+∞
+∞

Autrement dit pour tout t ∈ Z V
(( � − LN+1

)s
ξt

)
−−−−→
N→+∞

+∞.

Soit donc η =
( � − LN+1

)s−1
ξ =

( � − LN+1
)s−1

∆(L)ξ : η est stationnaire puisque ξ est un
bruit blanc.

Or V (ηt − ηt−N−1) −−−−→
N→+∞

+∞, et donc γη(h) −−−−→
h→+∞

+∞, et donc

γV (h) −−−−→
h→+∞

+∞

Pourtant, les U i sont indépendants donc γV (h) =
∑n

i=1 γΛi(L)U i(h) et donc comme chaque
Λi(L)U i est un processus Ma son auto-covariance est nulle à partir d’un certain rang (ni en
l’occurence), et en particulier

γV (h) −−−−→
h→+∞

0

6Soit P (X) =
∑p

k=0 akX
k un polynôme de degré P n’admettant pas 1 pour racine, et développons successivement

X
jP (X) : il vient

1 X X
2 · · · X

p
X

p+1 · · · X
N−p · · · X

p+N

P (X) a0 a1 a2 · · · ap 0 · · · · · · 0
XP (X) 0 a0 a1 · · · ap−1 ap · · · · · · 0

...
...

. . .
. . .

. . .
...

X
NP (X) 0 a0 · · · ap(∑n

k=0 X
k
)
P (X) a0 a0 + a1 · · · a0 + · · · + ap a0 + · · · + ap · · · a0 + · · · + ap · · · ap

Le polynôme
(∑n

k=0 X
k
)
P (X) est de degré au plus N + p, et au moins N − ν(P ) monômes X

k ont pour cœfficient

a0 + · · · + ap. Donc si ν
((∑n

k=0 X
k
)
P (X)

)
< N − ν(P ), alors au moins 2ν(P ) + 1 cœfficients sont nuls, donc l’une au

moins de N − ν(P ) colonnes a1 + · · · + ap est nulle. Dans ce cas, P (1) = 0, i.e. 1 est racine de P ! Or 1 n’est pas racine

de Λi, donc ν
((

∑N
k=0 X

k
)

Λi(X)
)

≥ ν(Λi).
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Ainsi, (1 − X)s ne peut diviser ∆(X) ; on montre de façon identique qu’il en va de même pour
toute racine de module 1, de sorte que V n’est pas intégré.

En conclusion,

Z est un processus Arma(p, r), où p = d◦Θ et r ≤ maxi ni

Notons que les racines 1
ρ1

, . . . , 1
ρn

de Θ sont toutes de module inférieur à 1 ; en outre par construc-
tion il en va de même pour celles de ∆.

Enfin, comme Θ(X) est le ppcm des 1 − ρiX, il n’admet aucune racine commune avec ∆ (car
sinon, ∆ admet par exemple ρ1, donc il en va de même pour ∆∗ car |ρ1| < 1, et on montre
que 1 − ρ1X divise tous les Λi(X) ce qui viole le fait que Θ soit le ppcm des 1 − ρiX). Ainsi la
représentation est canonique.

Notons enfin que si les (ρi)i sont deux-à-deux distincts, Θ(X) = (1− ρ1X) · · · (1− ρnX) et Z est
un Arma(n,n-1).

Remarque : Le résultat reste vrai si l’on substitue à 1 − ρiX un polynôme canonique Ri(X) quel-

conque : Θ(X) reste le ppcm des Ri(X), et s’ils sont tous premiers entre eux Z est un processus Arma(
∑n

i=1 d◦Ri, maxi d
◦Λi ).

☞ Q4 Z est un Ar pur ssi V est un bruit blanc, soit si r = 0, soit encore si (0, . . . , 0) est solution du
système de Yule-Walker

{
Eh : γ∆(L)ξ(h) = 0 pour h ∈ J1, dK .

Notons alors Λi(X) = λi
0 + λi

1X + · · · + λi
ni

X
ni , avec λi

0 = 1. Alors pour t ∈ Z

Vt =
n∑

i=1

ni∑

k=1

λi
kU

i
t−k

et donc pour h ∈ N

Cov (Vt, Vt−h) =
∑

1≤i,j≤n

∑

0 ≤ k ≤ ni

0 ≤ l ≤ nj

λi
kλ

j
l Cov

(
U i

t−k, U
j
t−h−l

)

=
∑

1≤i,j≤n

∑

0 ≤ k ≤ ni

0 ≤ l ≤ nj

λi
kλ

j
l

�

i=j

�

t−k=t−h−l σ
2
i

=
n∑

i=1

ni∑

k=h

λi
kλ

i
k−hσ

2
i

Par conséquent Z est un Ar pur ssi

∀h ∈ J1, nK,
∑n

i=1

(
λi

0λ
i
h + · · · + λi

ni−hλ
i
ni

)
σ2

i = 0

Version du 20050121-11h02, révisée le 17 février 2005 7



ensae.net
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En particulier dans le cas où n = 2 et ρ1 6= ρ2 on a Θ(X) = 1 − (ρ1 + ρ2)X + ρ1ρ2X
2,

Λ1(X) = 1 − ρ2X et Λ2(X) = 1 − ρ1X.
Donc Z est au plus un Arma(2,1), et c’est un Ar(2) pur ssi 7

ρ1σ
2
1 + ρ2σ

2
2 = 0

☞ Q5 Comme aucune racine de Θ(L) n’est de module 1, ξ est l’innovation de Z, et donc ∀t ∈ Z, ξt =
Zt − Z

∗Z
t ; en particulier

Z
∗Z = Z − ξ =

( � − ∆(L)Θ−1(L)
)
Z

où Θ(X)−1 admet un développement en puissances positives de X.

Par ailleurs 1 n’est pas racine de ∆, donc toutes les racines de ∆ sont de module strictement
supérieur à un ; on définit donc Λi(X)

∆(X)
=
∑+∞

k=0 ai
kX

k. Notons que ai
0 = Λi(0)

∆(0)
= 1

1
= 1. Il vient

alors

VZ = V
(
ZT+1 − Z

∗Z
T+1

)

= V (ξT+1)

= V

(

∆(L)−1
(
Λ1(L)U 1 + · · · + Λn(L)Un

)

T+1

)

=
n∑

i=1

V

((
+∞∑

k=0

ai
kL

k

)

◦ U i
T+1

)

=
n∑

i=1

(
+∞∑

k=0

(
ai

k

)2

)

σ2
i

≥
n∑

i=1

(
ai

0

)2
σ2

i

= σ2
1 + · · · + σ2

n

= VX

Ainsi la prévision fondée sur les observations agrégées est moins bonne que celle fondée sur les
observations individuelles, et ce alors même que les U i sont indépendants !

Notons enfin qu’il n’y a égalité que si pour tout i ∈ J1, nK, ∀k ∈ N
∗, ai

k = 0 c’est-à-dire si
∆(X) = Λi(X), soit finalement si

ρ1 = · · · = ρn

?
? ?

Enoncé de l’exercice 3

7La condition s’écrit pour h = 1 : “
(
λ1

0λ
1
1 + λ1

0λ
1
1

)
σ2

1 +
(
λ2

0λ
2
1 + λ2

0λ
2
1

)
σ2

2 = 0 ” c’est-à-dire, compte-tenu de ce que
λi

0 = 1 et λi
1 = ρi : “ 2ρ1σ

2
1 + 2ρ2σ

2
2 = 0 ”.
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On considère un processus stationnaire X vérifiant

( � − 2ρ cos θL + ρ2L2
)
X = ε

où ρ ∈] − 1, 1[, θ ∈]0, π[ et ε est un bruit blanc de variance σ2
ε .

☞ Q1 Soit (un)n∈Z ∈ R
Z la suite réelle définie par

{
u0, u1 ∈ R donnés
∀t ∈ Z, ut − 2ρ cos θut−1 + ρ2ut−2 = 0

Calculer le terme général de u.
Justifier l’expression “u est quasi-périodique”.

☞ Q2 Montrer que ε est l’innovation de X, et calculer γX .
Application numérique : Tracer γX lorsque σ2

ε = 1, ρ = 0.8 et θ = 2π
3

.

☞ Q3 Etudier la densité spectrale fX de X, en particulier lorsque ρ → 1−.
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0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5

ρ = 0.8
ρ = 0.5

ρ = 0.85

Graphe de ω 7→ 1

|1+2ρeiω+ρ2e2iω |2

Corrigé de l’exercice 3

☞ Q1 Soit Ut =

(
ut

ut−1

)

et A =

(
2ρ cos θ ρ2

1 0

)

. Alors A est inversible et de plus ∀t ∈ Z, Ut =

At × U0. Or les valeurs propres de A sont les racines de χA(X) = 1 − 2ρ cos θX + ρ2
X

2, à
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savoir ρe+iθ et ρe−iθ. Soit donc P inversible telle que A = P−1 ×
(

ρe+iθ 0
0 ρe−iθ

)

×P ; alors

Ut = P−1 ×
(

ρte+itθ 0
0 ρte−itθ

)

PU0, donc soient α, β tels que

∀t ∈ Z, ut = αρte+itθ + βρte−itθ

En particulier on a {
α + β = u0

ρ
(
αeiθ + βe−iθ

)
= u1

d’où on tire {
α = u1

ρ
1

eiθ−e−iθ − u0

β = u0 − α

et donc finalement

∀t ∈ Z, ut = (α+β)ρt cos(tθ)+i(α−β)ρtsin(tθ) = u0ρ
t cos(tθ)+

(
u1

ρ sin θ
− u0

tan θ

)

ρt sin(tθ)− iu0
︸︷︷︸

/∈R

ρt sin(tθ)

-4

-3

-2

-1

0

1

2

3

4

0 5 10 15 20

un

(un)n∈J0,20K lorsque θ = 2π
3
, ρ = 0.8 et u0 = u1 = 1

L’expression “quasi-périodique” tient à ce que u est bornée et que
(

ut

ρt

)

t∈Z

est périodique.

☞ Q2 Les racines de Φ(X) = 1− 2ρ cos θX + ρ2
X

2 =
(
1 − ρeiθ

X
) (

1 − ρe−iθ
X
)

sont de module 1
ρ

> 1 ;

par conséquent la représentation “Φ(L) ◦ X = ε” est la représentation Ma canonique, et ε est
l’innovation de X.

En particulier, pour tout h ≥ 1 εt est indépendant de Xt−h ce qui s’écrit

∀h ≥ 1, Cov
(
1 − 2ρ cos θXt−1 + ρ2Xt−2, Xt−h

)
= 0

soit encore
∀h ≥ 1, γX(h) = 2ρ cos θγX(h − 1) + ρ2γX(h − 2)

et donc
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γX suit la récurrence de polynôme Φ

En particulier d’après la question précédente γX est quasi-périodique.

Pour déterminer explicitement γX il reste à déterminer γX(0) : on a en l’occurence lorsque h = 0

Cov
(
Xt − 2ρ cos θXt−1 + ρ2Xt−2, εt

)
= V (εt) = σ2

ε

ce qui s’écrit encore
γX(0) − 2ρ cos θγX(1) + ρ2γX(2) = σ2

ε

Pour calculer γX(0) il suffit de constater que γX est paire et donc en associant l’équation de
récurrence pour h ∈ {1, 2} il vient







γX(0) −2ρ cos θ γX(1) +ρ2 γX(2) = σ2
ε

γX(1) −2ρ cos θ γX(0) +ρ2 γX(−1) = 0
γX(2) −2ρ cos θ γX(1) +ρ2 γX(0) = 0

ce qui s’écrit encore







γX(0) −2ρ cos θ γX(1) +ρ2 γX(2) = σ2
ε

−2ρ cos θ γX(0) + (1 + ρ2) γX(1) = 0
ρ2 γX(0) −2ρ cos θ γX(1) γX(2) = 0

ce dont on tire que

γX(0) =

∣
∣
∣
∣
∣
∣





σ2
ε −2ρ cos θ ρ2

0 1 + ρ2 0
0 −2ρ cos θ 1





∣
∣
∣
∣
∣
∣

∣
∣
∣
∣
∣
∣





1 −2ρ cos θ ρ2

−2ρ cos θ 1 + ρ2 0
ρ2 −2ρ cos θ 1





∣
∣
∣
∣
∣
∣

=
σε (1 + ρ2)

(1 + ρ2) + 4ρ4 (cos θ)2 − ρ4 (1 + ρ2) + 4ρ2 (cos θ)2

=
σε(1+ρ2)

1+((2 cos θ)2−1)(ρ4+ρ2)−ρ6
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ρ = 0.8
ρ = 0.5
ρ = 0.9

γX lorsque σ2
ε = 1, θ = 2π

3
et différentes valeurs de ρ
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ρ = 0.8
ρ = 0.5
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γX lorsque σ2
ε = 1, θ = π

4
et différentes valeurs de ρ

On observe que γX est pseudo-périodique et que le facteur important est sa “vitesse d’aplatis-
sement” ρ.

☞ Q3 On a pour ω ∈] − π, π[

fX(ω) =
1

|Φ (eiω)|2
σ2

ε

2π

=
σ2

ε

2π

1

|1 − 2ρ cos θeiω + ρ2e2iω|2

=
σ2

ε

2π
· 1

(1 − 2ρ cos θ cos ω + ρ2 cos(2ω))2 + (−2ρ cos θ sin ω + ρ2 sin(2ω))2
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Soit donc g(ω) = 2π
σ2

ε

1
fX(ω)

; il vient

g(ω) =

{
1 + 4ρ2 (cos θ)2 (cos ω)2 + ρ4 (cos(2ω))2 − 4ρ cos θ cos ω − 2ρ2 cos(2ω)

−2ρ3 cos θ cos ω cos(2ω) + 4ρ2 (cos θ)2 (sin ω)2 + ρ4 (sin(2ω))2 − 2ρ3 cos θ sin ω sin(2ω)

=

{
2
(
1 + 4ρ2 (cos θ)2 + ρ4

)
− 4ρ cos θ cos ω

−2ρ2 cos(2ω) − 2ρ3 cos θ (cos ω cos(2ω) + sin ω sin(2ω))

Or ∀a, b ∈ R, cos(a − b) = cos a cos b + sin a sin b donc

g(ω) = 2
(
1 + 4ρ2 (cos θ)2 + ρ4

)
− 4ρ cos θ cos ω − 2ρ2 cos (2ω) − 2ρ3 cos θ cos(3ω)

Donc
g′(ω) = 4 cos θρ sin ω − 4ρ2 sin (2ω) − 6ρ3 cos θ sin(3ω)

En particulier g′ s’annule et change de signe sur ]0, π[, de sorte que g admet un minimum en
ω0 ∈]0, π[.8 Donc fX admet un extremum en ω0.

Lorsque ρ → 1, Φ(X) converge normalement vers 1−2 cos θX+X
2 =

(
X − eiθ

) (
X − e−iθ

)
, dont

toutes les racines sont unitaires. On peut montrer en outre9 que ω0 −−−→
ρ→1−

θ : ainsi dans le cas

limite où X devient un processus intégré, la densité spectrale de X converge (simplement) vers
la masse de Dirac sur {θ} + 2πZ.

?
? ?

8Le calcul explicite de ω0, par exemple dans le cas où θ = 2π
3 , est tout-à-fait passionnant et laissé à la sagacité du

lecteur.
9Essentiellement, (ρ, ω) 7→ gρ(ω) est C1, et θ est l’unique racine sur ]0, π[ de g1(ω). ω0 vérifie lorsque ρ → 1− :

4 cos θ sinω0 − 4 sin(2ω0) − 6 cos θ sin(3ω0) = 0 dont l’unique solution sur ]0, π[ est ω0 = θ.
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