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ENSAE SE206 Enoncé et corrigé des travauz dirigés n°3 Exercic

Enoncé de 1’exercice 1‘

On considere deux processus stationnaires du second ordre X et Y vérifiant

Y= &Y +aX, + U

vVt e Z,
{ Xi= X 1+V

ot U et V sont deux bruits blancs décorrélés de variances respectives o3 et o2.
On suppose en outre que 0 < |¢1]| < 1et 0 < ¢ < 1.
0 Q1 Soit W= (1 —¢1L)(1—¢aL)oY.
Montrer que W est stationnaire et calculer ~yy .
En déduire que W est un processus MA que 'on déterminera.!
Application numérique : a = 1.5, ¢; = 0.4, ¢ = 0.6, 0% = 0.016 et 0% = 0.036.

0 Q2 Montrer que Y est un processus ARMA que 1'on déterminera.

O Q3 Déterminer la prévision optimale Y;* = EL (Y;|Y;_1,...) et la variance de P'erreur de prévis
Y, - Y

Corrigé de 1’exercice 1

0 Q1 On a tout d’abord pour t € Z

Y, = oY +aXi+ U
donc (1 —¢2L)Y), G ((L=2L)Y),_; +a((1—¢2L) X), + (Us -
G (1= @2L)Y),_; +aVi + (U — d2U1)
cest-a-dire (1 — 1 L) (1 — L) Y), aVi + Uy — ¢oUp 4
soit W, = aVi+((1—¢2L)U),

Alors
-EW,) =0

a*ct +(1+¢3) o} sih=0
— pour h € Z Cov (W, Wyyp) = —¢ood sih =41

0 sinon
En particulier W est stationnaire (et sa fonction d’auto-covariance est celle d’un proces
MA(1)). Cherchons donc © et e bruit blanc tels que W = ©(L)e et © de degré 1.

Donnons-nous pour ce faire un bruit blanc € de variance o2 > 0 et A €] — 1,1], et soit Z

€

(I — ML) €; cherchons & déterminer € et A de fagon & ce que Z = W.

10n supposera pour ce faire que a?0y + (1 + ¢3) 0 > 2¢207.
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ENSAE SE206 Enoncé et corrigé des travauz dirigés n°3 Exercice 1

Légalite vz = yw pour h € {0,1} conduit &

{(HAZ)JE =d’oy + (1 + ¢3) o

2
—Xo?2 = —¢oop
soit
a0+ (1+¢2)o?
o - o)y g
20y 202
2 _ 920y
o; =

Soit donc 2 A = a203+(1+¢%)g%_\/(2115;5/:(1%%)0?/)2_4@0%
U

; ainsi A €] — 1, 1[. Posons alors® ¢ =

(1 — AL) ™" W : ¢ est par construction un bruit blanc de variance o2 (’WL et de plus

W=(1-AL)e

Application numérique :  On a a’ol + (1 + ¢3) of = 0.10276 > 0.0192 = 2¢y0f. 1 vient
A = 0.095 et 02 = 0.101. On vérifie que |A| < 1 et que la représentation de W est bien
canonique (donc que € est bien I'innovation de W).

0 Q2 On a immédiatement

(T-¢L)(I-hL)Y =(L-AL)e
A supposer que A # ¢ et A # ¢, Y est donc un processus ARMA(2,1) (sinon ¢’est un AR(1));
en outre cette représentation est canonique.

Application numérique : (1 —0.6L) (1 —0.4L)Y = (1 —0.095L) .

0 Q3 Soit (X) = (1 — ¢1X) (1 — $5X); les racines 3- et o~ de ® sont toutes de module supérieur a

¢1
un; donc (voir  TD 2, exercice 1 )Y adment un developpement en série a ceefficients positifs
Y, = Zk>0 ag€s_i, et en particulier V¢ € Z, ¢, ALY, _;,.... Par conséquent € est I'innovation de

Y et en particulier Y — Y* = e.
On en tire successivement que

V(Y -Y) =0?

est positive. Le produit des racines valant 1, la plus petite des deux est de module inférieur a 1, & savoir

ot +(1+¢3)0d
$207,

L)/l
s

il n’y en a qu'un seul qui convienne, est c’est

2Les deux racines sont de méme signe car leur produit 1 est positif, et ce signe est positif car leur somme =

3Parmi tous les bruits blancs possibles de variance o?

a0}
A

nécessairement e = (1 — AL) " W

ENSAE SE206 Enoncé et corrigé des travauz dirigés n°3 Exercic

et de plus que

Yt = Y-
1-®(L)(1-AL)TY

“+o0
1= (1= (b1 +2) L+ d1sL?) o ZAkLk>Y

0

ro()aonr)

Yr =1 — 0.2y 5 — 1.045 3, ., 0.095y,_,

=
(
(1 Ao +60) + duc) Zw)
=

Application numérique :
et par ailleurs V (Y; — V;*) = 0.101

*
*x ok

Enoncé de 1’exercice 2

On consideére n processus stationnaires X', ..., X™ vérifiant
vie[t,n], (1—pL) X =U

ot p; € — 1, 1[ et U? est un bruit blanc de variance o7 indépendant* de tout U’ pour j # i
On définit Z = X1+ --- X™; on cherche & déterminer la prévision optimale de Zr,; fondée
I'observation des X* aux dates 7,7 — 1

0 Q1 Montrer que pour tous t,#' € Z et i # j € [1,n], X% est indépendant de X7y .
Déterminer Z;7y, = EL (Zpy| X'y, ..., X", X o1, X 1, . ..) et la variance Vy de
reur de prévision associée en fonction des variances des U*.

0 Q2 Montrer que Z satisfait une relation de la forme
O(L)Z = A(L)
ol © et A sont des polynomes (de degrés finis) et € est un bruit blanc (on discutera selon
les p; sont deux-a-deux distincts ou non).

0 Q3 En déduire que Z est un processus ARMA dont on déterminera la forme canonique.

0 Q4 Donner une condition suffisante pour que Z soit un AR pur.
On détaillera en particulier le cas n = 2.

4Et ce & toutes dates : Vt,t',Vi, j, (t # t'oui # j) — U’y est indépendant de U7,/
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Enoncé et corrigé des travauz dirigés n°3 Exercice 2

O Q5 Dans le cas général, déterminer la prévision optimale Z;%, = EL (Zr41|Z7, Zr-1, . ..) fondée
sur les observations agrégées.
Donner la variance V de 'erreur de prévision associée en fonction des variances des U®.
Comparer V; a Vx et conclure.

Corrigé de 1’exercice 2

O Q1 Pour tous i # j et toutes dates t,t/, Ut,,Ul_y,Uly, Uly_1, U3, U%_, U, U%y_; sont tous
deux-a-deux indépendants. Donc X et X7, sont indépendants.

En particulier

Zry, = EL (ZX"T+1|X1T7...7

n

= Y EL(X'r|X'r, ...

i=1

i=1

n 1
X T7X Jiilocg

n 1
S X, X,

= Y BL (X'r|X'r, X'7_1,.. )

i=1

= XYpp+o A+ Xy

(Xt

En outre

0 Q2 Observons que Z
O on a

V (Zra1 — Z7%)

= (1—-pL)' U

=V <Z X'z
[

=V
i=1
1
i=1
= Uf+- +aﬁ

ot (T—puL)7!

O(L)Z=06(L) (1 —plL)_l U' 4+ +

o ,XnT,l, . )

X roq,.)

+ pn X" ‘ puisque T — p;L est sous forme canonique car |p;| < 1

- Z PinT>
i=1

Z (/)iXiT + UiT) - Z /)iXiT>
i i=1

U™, de sorte que pour tout polynéme

O(L) (1 —p, L)' U™ (1)

En particulier des que ©(X) est un multiple de tous les (1 — p;X) Pexpression (1) est polyno-
miale des deux cotés. Soit donc © le ppem (au sens de la division euclidienne de polynomes)
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0 Q3

de 1 — ;1 X,... .1 —p,X. Alors Z vérifie

ot Ay(X) = % = H{ v — (1 — pX) est un polynome de degré n; <n — 1.

p# pi
Considérons alors Vi = A;(L)U" tous stationnaires, et soit V = V1 + ... + V",
Alors
Cov (Vi Vign) = y1(h) + -+ + v (h)

En particulier Cov (V;, Vi4p) est indépendant de ¢ et donc (comme bien-str E (V;) = 0) V
stationnaire. En outre vy (h) = 0 dés que h > max; n;, ce qui caractérise un MA d’ordre au g
max; n;.”

Plus prec1sement soit d = max{i /vy (i) 76 0} et donnons-nous 4y, ..., et n un bruit bl
de variance a ; notons A(X) =1—6,X — — 6,X%. Alors 1'égalité YAy = v revient a
systéeme de d + 1 équations (a priori non—linéaire)

{ & :vawm(h) = (h) pour h € [0,d]

correspondant aux équations de Yule-Walker, et dont on tire ”777 01,04
Soit alors A*(X) = 1+ 6 X+ - +6,X", et notons A le polynoéme canonique associé (celui d
toutes les racines sont de module supérieur a un, voir TD 2, exercice 1 ). Définiss

enfin £ = A(L)~'V. Alors par construction & est un bruit blanc, et en outre V = A(L)E.
Ainsi

O(L)Z = A(L)¢

avec d°O < n et d°A < max;n; < n—1 et toutes les racines de © et A sont de module supéri
(ou égal) a 1.

On sait que 1 n’est racine d’aucun 1 — p;X, donc n’est pas racine de ©(X). Montrons que

ailleurs V n’est pas intégré.

Attention :

11 ne suffit pas que Z (et donc ©(L)Z) soit stationnaire pour interdire que © ait une rac
unitaire : X = (I — L)e est par exemple stationnaire TD 1, exercice 1 ...

Dans le cas contraire, soit s I'ordre de multiplicité de la racine 1 dans A, et soit A(X

polynome (f(igg ; on note £ = A(L)¢.

Soit alors N € N; comme (1 — )Zk o X¥=1—XN+! on a d’une part

S

5Attention, si k =1 et y4(k — 1) +v5(l —1) = 0 alors A+ B est un MA d’ordre a plus k —1 ...

Version du 20050121-11h02, révisée le 17 février 2005



ENSAE SE206 Enoncé et corrigé des travauz dirigés n°3 Exercice 2

(;N%L")o 11(ZL’“> x Ay(L) o U,

Considérons donc pour i € [1,n] et N € N le polynéme (ijv:o X’“) A;(X); comme les racines
de A; sont parmi les p;, 1 — X ne divise pas A; et donc

N
(1- XN“ = (Z Xk> ) ne divise pas <Z X]‘> +(X)

k=0

et d’autre part

Notons pour tout polynéme P v(P) le nombre de ceefficients non-nuls de P : alors v (A;(X)) > 1
car A; est de degré n; > 1. Par conséquent pour N > n; on a 8

N
v ((Z X’“) Ai(X)> >N —n;
k=0
Donc en particulier

N+n; 2
k 7 .
v((r) e miwren) = 3 0w w2 0= (i) o s+

Autrement dit pour tout t € Z 'V ((Il - LN“)5 Et)

N—too
Soit donc n = (1 — LN“)SJE =(1- LN“)SAZ(L)& : 7 est stationnaire puisque ¢ est un
bruit blanc.

Or V(i —mi—n—1) —— 400, et donc 7, (h) —— 400, et donc
N—+o0 h—+o0

h

k) o oo

Pourtant, les U* sont indépendants donc yv(h) = S0, ya,ywi(h) et donc comme chaque
A;(L)U? est un processus MA son auto-covariance est nulle & partir d'un certain rang (n; en
l'occurence), et en particulier

h) ——
/VV( ) h—+o0
FGSoit P(X) = i:u aX* un polynoéme de degré P n’admettant pas 1 pour racine, et développons successivement
X9 P(X) : il vient
X x2 | ... xP xp+1 .. xXN-p o | XN
P(X) ao a1 ag | - ap 0 0
XP(X) 0 ao a | - ap-1 ap 0
XN P(X) 0 ao ... ap
(ELUX")P(X) ao | ap + a1 o lagtotap |agtotap | | ag o tap | oo a,

Le polynéme ( ZV:O Xk) P(X) est de degré au plus N + p, et au moins N — v(P) monoémes X* ont pour coefficient
ag + -+ + ap. Donc si v ((p_y X¥) P(X)) < N — v(P), alors au moins 2v(P) + 1 ceefficients sont nuls, donc I'une au
moins de N — v(P) colonnes aj + - - - + a, est nulle. Dans ce cas, P(1) =0, i.e. 1 est racine de P! Or 1 n’est pas racine

de A;, donc v ((Ziio X’“) Ai(X)) > w(Ay).
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0 Q4

Ainsi, (1 — X)* ne peut diviser A(X); on montre de fagon identique qu'il en va de méme p
toute racine de module 1, de sorte que V' n’est pas intégré.
En conclusion,

Z est un processus ARMA(p, ), oit p = d°O et r < max;n;

Notons que les racines pl—l, ceey i de © sont toutes de module inférieur a 1; en outre par constr
tion il en va de méme pour celles de A.

Enfin, comme ©(X) est le ppem des 1 — p;X, il n’admet aucune racine commune avec A (
sinon, A admet par exemple p;, donc il en va de méme pour A* car |p;| < 1, et on mor
que 1 — p;X divise tous les A;(X) ce qui viole le fait que © soit le ppem des 1 — p;X). Ains
représentation est canonique.

Notons enfin que si les (p;); sont deux-a-deux distincts, O(X) = (1 —p1X)--- (1 —pX) et Z
un ARMA(n,n-1).

Remarque : Le résultat reste vrai si 'on substitue & 1 — p;X un polynéme canonique R;(X) q
conque : O(X) reste le ppem des R;(X), et s’ils sont tous premiers entre eux Z est un processus AR!
S d°R;, max; d°A; ).

Z est un AR pur ssi V' est un bruit blanc, soit si r = 0, soit encore si (0,...,0) est solution
systeme de Yule-Walker { &, : ya()e(h) =0 pour h € [1,d]

Notons alors A;(X) = Aj + XiX + - + AL X" avec M) = 1. Alors pour t € Z

noon;

Vi=> Y NU

i=1 k=1

et donc pour h € N

Coo(ViVin) = D > NNCov (U, Urpas)

Isijsn < | < n;
0<1<ny

= Z Z A;;A{Ili:jllt—k:f,—h—l o?
S 0< k<
0 < l < le

DI

i=1 k=h

Par conséquent Z est un AR pur ssi

Vhe [Ln], 35 (NN + - 4 A Ay, ) 07 = 0
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0 Qs

En particulier dans le cas ot n = 2 et p; # py on a OX) = 1 — (p1 + p2)X + p1pX3,
Al(X) =1- p2X et AZ(X) =1- plx

Donc Z est au plus un ARMA(2,1), et c’est un AR(2) pur ssi

P10% + p20? =0

Comme aucune racine de (L) n’est de module 1, £ est I'innovation de Z, et donc Vt € Z, & =
Z, — Z; % ; en particulier

77 =7—¢=(1-AL)O L) Z

ot ©(X)~! admet un développement en puissances positives de X.
Par ailleurs 1 n’est pas racine de A, donc toutes les racines de A sont de module strictement
supérieur a un; on définit donc Z’gf)) = ,:r:og a};Xk. Notons que af = IZ(((?; =1 =111 vient

1=
alors

Vz = V(Zra - Z7%)
= V(§T+1)
v (A(L)‘l (M(D)U + -+ + An(L)U”)TH)

- S ((Zar)een)
> (f <az>2> o

2 > (@)
i=1
= oi+- 4ol

= Vx

Ainsi la prévision fondée sur les observations agrégées est moins bonne que celle fondée sur les
observations individuelles, et ce alors méme que les U’ sont indépendants!
Notons enfin qu’il n’y a égalité que si pour tout i € [1,n], Vk € N*,al = 0 c'est-a-dire si
A(X) = A;(X), soit finalement si
pl == p’”
*
* *

Enoncé de 1’exercice 3

"La condition s’écrit pour b =1 : % (AJA] + A§AL) 0F + (A3A? + A3A?) 03 = 0 7 c'est-a-dire, compte-tenu de ce que
Ay =1et Ai = p; : “2p107 +2p203 =07
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On considere un processus stationnaire X vérifiant

oupel—1,1[, 0
O Q1 Soit (un)nez € R

(]1 —2pcosfL + szZ) X =€

2

€

€]0, 7 et € est un bruit blanc de variance o,

% la suite réelle définie par

ug, u; € R donnés
Yt € Z, uy — 2pcos Ouy_1 + p*us_o =0

Calculer le terme général de u.
Justifier I'expression “u est quasi-périodique”.

0 Q2 Montrer que € es
Application num

t 'innovation de X, et calculer ~yx.

érique : Tracer yx lorsque 02 =1, p = 0.8 et 6 = 2.

0 Q3 Etudier la densité spectrale fx de X, en particulier lorsque p — 1~.

18

16

14

12

10

RN S
Graphe de w Ti2pe 2

Corrigé de

1’exercice 3‘

Uy

0 Q1 Soit U, = ( .
At x Upy. Or les

1 0
valeurs propres de A sont les racines de x4(X) = 1 — 2pcos6X + p?X?

2
) et A= ( 2pcostp ) Alors A est inversible et de plus Vt € Z,U
1
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i0
: +i0 —i0 Qi ; _ p-1 pett 0_ .
savoir pe™ et pe™"’. Soit donc P inversible telle que A = P~ x ( 0 pe=i® x P alors ~x stit la récurrence de polynome ®
to+ith
U =P 1tx < p 60 . 9,-10 )PUU, donc soient a, 5 tels que
pee En particulier d’apres la question précédente vy est quasi-périodique.
Vit € Z,uy = a,fg“” + ﬁpte—“e Pour déterminer explicitement v il reste & déterminer vx (0) : on a en I'occurence lorsque h :
En particulier on a Cov (Xt —2pcos X,y + pQXt—L €t) =V(e) = ‘752
a+ ﬂ = Ug
{ P (ozew + ﬁe’w) = w ce qui s’écrit encore ) ,
d’ol on tire 7x(0) = 2pcos Oyx (1) + p*vx(2) = o¢
= w .
{ g _r 5’9*6:9 o Pour calculer vx(0) il suffit de constater que yx est paire et donc en associant I’équation
N to—a récurrence pour h € {1,2} il vient
et donc finalement
2 2
| | w w N, %(0) —2pcos0 x(1) +* x(@) = o
vt € Zyu, = (a+B)p’ cos(th)+i(a—B)p'sin(tl) = ugp’ Cos(t9)+(;)sillf) - ta116') o sm(tﬁ)—wt sin(t6) yx(1) =2pcost yx(0) +p* x(-1) = 0
#R 1x(2) —2pcos® x(1) +p* x(0) = 0
4 T T T w ce qui s’écrit encore
’ I w(0) =2pcost x() +p7 x(2) = o2
=2pcosf x(0) +(1+p*) x(1) = 0
I x(0)  —2pcost  yx(1) x(2) = 0
ce dont on tire que
o2 —2pcosf p?
0 1+ p? 0
oL i 0 —2pcosf 1
0) =
7x(0) 1 —2pcosf p?
3T I —2pcosf  1+p> 0
v I | I P’ —2pcosf 1
0 5 10 15 20 5
oc(1+p%)

(Un)nefo,20) lorsque 6 = %", p=08¢etuy=u =1 =

(1+ p?) + 4p* (cosB)* — p* (1 4 p2) + 4p2 (cos 6)”

L’expression “quasi-périodique” tient a ce que u est bornée et que (%) est périodique.
‘ \ tez oe(14+p%)
0 Q2 Les racines de ®(X) = 1 — 2pcos X + p*X2 = (1 — pe®X) (1 - pe”GX) sont de module % >1; T | Tr(@cos 02 1) (20
par conséquent la représentation “@(L) o X = €” est la représentation MA canonique, et € est
I'innovation de X.

En particulier, pour tout h > 1 ¢ est indépendant de X;_j, ce qui s’écrit
Vh > 1, Cov (1 —2pcosHX;_1 + pZXt,Q,Xt,h) =0

soit encore
Yh > 1,vx(h) = 2pcosOyx(h — 1) + p*yx(h — 2)

et donc
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On observe que
sement” p.

0 Q3 On a pour w €]

Ix(w) =

I | I
0 5 10 15 20

vx lorsque 02 =1, 0 = 27" et différentes valeurs de p

I !
0 5 10 15 20

'
—

vx lorsque 02 =1, 0 = 7 et différentes valeurs de p

vx est pseudo-périodique et que le facteur important est sa “vitesse d’aplatis-

— 7|
1 @
|@ (et)|* 27
o? 1
27 1 — 2p cos feiw 4 p2e2iw|?
o? 1

€

2 (1 = 2pcosfcosw + p? cos(2w))” + (—2pcos fsinw + p?sin(2w))”
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Soit donc g(w) = i—’z'f%(w) ; il vient

) = 1+ 4p% (cos 0) (cosw)? + p* (cos(2w))? — 4pcos  cos w — 2p2

g N —2p3 cos 0 cos w cos(2w) + 4p? (cos B)? (sinw)? + p* (sin(2w))? — 2p® cos fsinwss

2 (1 + 4p? (cos 49)2 + p4) — 4pcos b cosw
n —2p? cos(2w) — 2p? cos @ (cos w cos(2w) + sinw sin(2w))

Or Va,b € R, cos(a — b) = cosacosb + sinasinb donc

g(w) =2 (1 + 4p? (cos ) + p*) = 4pcosf cosw — 2p? cos (2w) — 2p* cos 6 cos(3w)

Donc
g (w) = 4cosOpsinw — 4p* sin (2w) — 6p° cos O sin(3w)
En particulier ¢’ s’annule et change de signe sur ]0, [, de sorte que g admet un minimum
wp €]0,7[.% Donc fx admet un extremum en wy.
Lorsque p — 1, ®(X) converge normalement vers 1 —2 cos §X +X2 = (X — ew) (X — e‘w), d
toutes les racines sont unitaires. On peut montrer en outre® que wy T) 0 : ainsi dans le
o

limite out X devient un processus intégré, la densité spectrale de X converge (simplement)
la masse de Dirac sur {0} + 27Z.

8Le calcul explicite de wy, par exemple dans le cas ol 6 = 2.77', est tout-a-fait passionnant et laissé a la sagacité
lecteur.

YEssentiellement, (p,w) — g,(w) est C, et @ est I'unique racine sur ]0,7[ de gi(w). wo vérifie lorsque p —
4 cos O sinwy — 4sin(2wy) — 6 cos O sin(3wp) = 0 dont 'unique solution sur ]0, 7| est wy = 6.
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