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ENSAE SE206 Réponses question par question des travaux dirigés n°/ Exercic

Exercice corrigé 1

L’objet de cet exercice est de présenter la méthode de BEVERIDGE-NELSON pour représ
ter tout processus méme intégré comme somme d’une marche aléatoire et d’une composa
cyclique (stationnaire).

0 Q1 On considére un processus auto-régressif intégré X vérifiant
(I1-L)AL)X =¢

2

¢

ot A est un polyndme sans racine de module un et € un bruit blanc de variance o,

Montrer que quitte & substituer & € un bruit blanc 7 de variance plus faible, on peu

poser (ce que l'on fera par la suite) que toutes les racines de A sont de module strict
(a) |supérieur a un.

En déduire que A(X) admet pour inverse une série absolument convergente A(X)

+o00 k
k=0 akX .

Le mondéme 1 — AX étant inversible ssi |A| < 1, posons

A*(X) = (<1 (1= AX)) (me (1 - Aix))

olt &,..., < désignent les racines A.
EYERRREDY

Ainsi A*(L)nest inversible.
Soit n = (1 — L)A*(L)X ; alors (voir TD 2, exercice 1 ) m est un bruit blanc,
2

. a,
variance —Z<—;.
)y 15107

On peut donc supposer sans perte de généralité, quitte a substituer A* & A et g a ¢,
toutes les racines de A sont de module strictement supérieur a un.
Dans ces conditions, notant A(X) = (1 — A X)--- (1 — A\, X) il vient

1 +o0 +o0 +o0o
— = A ) [ STMERE ) = 3 gk
= (2] (L) =S

_ i1 in
avec Yk € N, ap =7, |y AT A

On suppose désormais que la série -2 ( — —= ) est absolument convergente.
ox A(z)

Montrer qu'il existe une série convergente (de rayon au moins 1) A telle que

1

(b) AX) = o)

+ (1 - X)A(X)

Calculer son terme général.

%i.e. de rayon de convergence au moins 1 et absolument convergente en x = 1.
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On a
+o0
E aka'
k=0

Or pour M € N*

M M
Z aka = (Z ak> Z ak — 1
k=0 k=0

M M
- Z(Lklk 4 (1,0~0+Zr1,k(X7 1) (1+X+...+Xk—1)
k=0 k=1
M M k-1
= Y alf = (1-X)) ) aX
k=0 k=1 j=0
M M-1 M
= Y alf-(1-%X> <Z ak> X7
k=0 =0 \k=j+1

Par ailleurs A est convergente donc ZQI: j+1 @ admet une limite finie lorsque M — +o0,
et on pose pour j € N

== Zlﬁ?ﬂ Ak

Notons b;v =— fo:_iﬂ ay ; alors pour tous M € Net N > M + 2
M N
P > a
3=0 k=j

N

> o

j+1

= 2 mlt >
OS<kSMH M+2<k<N
0<j<k

+1

IN

p

M+1

= Zk|ak\+ Z k|ay|
k=M+2
:§:mm
k=0
1

“+oo
0
g k|ag| E (.L — %) = ; kapX¥ est absolument convergente.

IN

ENSAE SE206 Réponses question par question des travaux dirigés n°/ Exercic

Version du 20050121-11h02, révisée le 4 février 2005 2

donc a la limite lorsque N — +o0 et pour tout M € N
M “+oo
DIl <D klax
j=0 k=0

de sorte que la série >, b;X7 est convergente de rayon au moins 1.

On pose donc A(X) = Z;':og b;X7; alors par construction comme Z}, —o @k T A(l) on

Montrer qu’il existe deux processus 71" et C' tels que
X=T+C

et ott T est une marche aléatoire vérifiant (1 — L)T = I e ou C est stationnaire.

Soit T la marche aléatoire d’origine 0 et vérifiant V¢t € Z, T, — Ty_; = ﬁft, et not
C=X-T. Alors

(1-L)C = (1-L)o(X-T)
A(L)e—(1—L)T

= (ﬁ - L)Z(L)) e—(1-L)T
= (1-LA(L)e

En particulier, il existe un variable fixe Z telle que V¢ € Z, C; = A(L)e; + Z, et dong
est stationnaire. !

d) [T et C sont-ils corrélés ?

Onapourte?Z
T A(l) (ft +- 6T—N) + 71t—N—l
Cy = apey + angy + -+

Or 7,1 €r+n pour h > 1 et donc pour tout N > 1

N N
ﬁ > k=0 (ikaf + ﬁ > o Cov (€—k, Z)
+Cov (Tr-n-1, Y52 k) + Cov Ty, Z)

Cov (T, C)

ag+ -+ ay 2

+o0
A0 0.+ Z aCov (Ty—n—-1,€1-1)

k=N+1

1On ne peut pas choisir Z qui est entierement déterminée par la définition de C = X — T'; en revanche on
supposer que Z est décorrélée de tous les ¢;.
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donc finalement

Cou (T, C) = 7 (15 o) 02

En particulier T' et C sont corrélés a toutes dates sauf bien-sir si A(X)

(1).

0 Q2 On se donne un autre décomposition de X

X= M+S
A-LM= U
S= B(L)V

ol B est un polynome dont toutes les racines sont de module strictement supérieur a 1 et U et
V sont deux bruits blancs (pas nécessairement décorrélés) de variances o3 et 0.

Montrer que 1V (X;) —— #5)2.
(a) ) UZta#»oo
Montrer que of; = aae:

On a pour tous t € Z et N € N*

V(M)

VUi -+ Uy +Cov (Ui +---+ Uy, M_y)+V(M_)
tO’?/Jr(COU (Ut *‘r“v’[]o7 ]\/[,1) +V(A{,1)

donc par Cauchy-Schwarz

tog = VYV (Ui + -+ Up)/V (M_1) + V(M_y)

Or V(X;) = V(M) + 2Cov (M, S;) + V (S;) et donc

V(M) — 2¢/V (M)V/V (S) + V(Sy) < V(X)) < V(M) +2v/V(M)/V(S) + V(.

et comme S est stationnaire (donc de variance V (S;) indépendante de t)

t — +o00

En particulier

%V(Xt) :r: 0'(2] >0

Or X =T+ C ou T est une marche aléatoire associée a n = ﬁe et C' stationnaire, d
de fagon similaire

1

t—too A(1)2€

TV (x)

En particulier

Ainsi, quelle que soit la décomposition retenue la marche aléatoire est associée & un b

: 12
blanc de variance Az

< 4ok + Cov (U4 -+ Uy, M_y) +V (M) (b) Soit ¥ = (1 - L)X. o .
9 Exprimer Y en fonction de € et en déduire I'expression de fy.
< tod VU A+ UV (M) + V(M)
On a immédiatement Y = (1 — L)X = A(L) e et donc ?
soit
o frl) = o = L
/ w) = . (w) = — =
tod — V (to?) V(M_y)+ V(M) v |A (e)[? |A (ei)? 2
——
t 5 Too to Exprimer alors Y en fonction de U et V.
9 (c) |En supposant que U et V sont décorrélés, en déduire I'expression de fy en fonctionde
< topy +Cov (Up+ -+ Uy, M_y) +V (M_y) 2.
2 2 /
s toy V{toy) VM-1) + V(M) On a par ailleurs
— =) Y=1-L)M+(1-L)S=U+(1-L)B(L)V
t — 400
21y est un bruit blanc de variance 02 ssi Yw € R, f,(w) = 32.
et donc L’implication découle de ce que fy(w) = 5= 3,z W(h)e™" = 757;0) et la réciproque de ce que Cov (1, m—p
V(M)  —— ta’?] = jjﬂr,ﬂr[ fo(w)e™™®"dw = 1j,—0 f,(0) (par symétrie de l'intégrale sur | — 7,0 et ]0, 7[).
t — +oo
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Or & supposer que U et V' sont décorrélés il en va de méme pour U et (1 —L)B(L)V, donc
pour tout h € Z,

Yora-nswyv(h) =wh) +va-nswyv(h)
de sorte que

1+oo

frw) = ﬁgVUﬂlfL)B(L)V(h)eﬂm

1 = . emitico .
= 5D wme™ + =3 va-nswy (h)et "
h=0 h=0

= fu(w)+ fa—nBryv (W)
2 . .
= %+|(17€lw)3(67’w)‘

2 0%
2

ENSAE SE206 Réponses question par question des travaux dirigés n°/ Exercic

p>0).

Déduire de 1'étude de fy au voisinage de 0 que pour certains polynémes A(X), U et V ne
(d) |peuvent pas étre décorrélés (on pourra par exemple considérer le cas ot A(X) =1 — pX ou

Soit donc ¢ définie sur R par
1 . ) s

A7 R7 : — - 52 _ ;2 1—e“) B (e 2

weR, w) |A(eiW)|2UE of + (1 =€) B (¢¥)[ o

Alors pour ce qui concerne la deuxieme égalité

Yw € R, ’(1 76“) B (e”)!2 >0

et donc
Yw € R, ¢(w) > ¢(0)

Or par ailleurs ¢(0) = %13)2 et donc

1 1
Y
[Ae) = )]

Yw € R,

Considérons alors le cas ot A(X)=1—pXoup>0:ona

JACDP =1+ p =1+42p+p" > 1=2p+ p* = [A(1)]7
ce qui contredit le résultat précédent, de sorte que U et V ne peuvent pas étre décorrélés.
Ceci reste vrai plus généralement si p € C avec R(p) > 0 : notant p = a + ib il vient

— 2 —
A =l
ol ol

2
=+l =142V + 2+ a2+ > a® + 0% +1—2a = |A(1)]?

Version du 20050121-11h02, révisée le 4 février 2005 6

puis de fagon plus générale si A est un polynéme quelconque (sous forme canonique) d
les racines sont toutes de partie réelle positive.

Ainsi, il n’est pas toujours possible de décomposer un processus MA intégré en som
d’une marche aléatoire et d’une tendance dont les bruits blancs associés sont décorré
En revanche la décomposition de BEVERIDGE-NELSON est toujours possible (sous rése
que A'(X) soit convergente).

Exercice corrigé 2

En 1978 Robert E. Hall propose et fonde empiriquement dans “Stochastic Implications
the Life Cycle-Permanent Income Hypothesis : Theory and Evidence” un modele selon leg
la consommation des ménages suit ...une marche aléatoire! L’objet de cet exercice est
présenter tres brievement ce résultat.

O Q1 On considere un agent dont 1'utilité u(-) a chaque date ¢ dépend uniquement de sa consommat
¢. Ses sources de revenus sont le travail, qui lui rapporte w; entre les dates t et t + 1, ef
capital, qui lui rapporte rk; ot r désigne le taux d’intérét réel du marché (supposé constant
k; le stock de capital accumulé a la date t.

Montrer que la contrainte budgétaire de 'agent a chaque date ¢t € Z s’écrit

(a)
kiy1 — ke = (rky +wy) — Cy

Les revenus de l'agent entre les dates ¢ et ¢t + 1 sont les revenus du capital rk; et du tra
wy, le seul emploi étant la consommation C; entre ces dates. Le flux net de revenu est d
la variation du capital entre les deux dates, soit

kt+1 — kt = (Tkt + 'I.Ut) — Ct

On suppose que les revenus du travail a la date ¢ + h sont inconnus a la date ¢, et moc
par la variable aléatoire Wy, ; on note Z; 'ensemble d’information de 1'agent dispon
la date t.

Montrer que le choix a la date t du processus de la consommation future de I'age
déterminé par le programme de maximisation

maxc, c,,,,.. E (U (Cy, Cop1,...)| Iy)
s.c. { Vh >0, keyner = (L +7) kepn + wien) — Crin

Compte-tenu des informations Z; en sa possession a la date ¢ un agent rationnel cherch
maximiser son utilité intertemporelle espérée (car il est neutre au risque) E (U (Cy, Cyy
par un choix judicieux de consommations futures, sans néanmoins violer sa contrai
budgétaire & aucune date future (il n’a pas acces au crédit).
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Exercice 2

Ecrire le lagrangien associé et en déduire les équations d’Euler

OE(U|Z¢)
© wh>1, 2w 1
<5 EUZ) 141

OCyih—1

Le Lagrangien s’écrit

£(Ct7ct+17~-v7kt7kt+17-'-v)\07)\17~--) = E(U(Ct7ct+1v~-')|1t)

+00

+ 3 M (ke = (L 7) Kesn = ween + Cn)

h=0

On a pour tout h > 1 = EWIL)

BCH)
Une condition nécessaire du premier ordre est donc que

OE(U|T,)

9Cttht1 Ant1 o 1
PEUL) X, 1+
OE(UZ1) h r
9Ctin

BCt N + )\ et (}k‘f+ o (1 =+ 7'))\h+1 — /\h-

On suppose que l'agent a une préférence pour le présent de § > 0.

(d) |Donner l'utilité intertemporelle U (Cy, Cyy1,...) tirée du processus de consommation

(Ciy Cis - ).

L’utilité attendue a la date ¢t d’un choix de consommation futur C, Cyyq, ..

U (Ot; Ct+17 .- ) - 5 Zh 0 ( 1+5)h (Ct+h)

cest 3

©) En supposant que 'utilité u(-) de l'agent est quadratique et que 6 = montrer que le profil
) |de consommation future anticipé a la date ¢ est constant : Yh > 0, Ci,=Cf

u étant quadratique, u/(z) est proportionnel &  ; comme par ailleurs

0 OE (u(x)|Z,
5 (o Bu@lz) = (o DI
il vient pour h > 0

WCH—I&I 1

Cron, 147

1+6)’1
c’est-a-dire comme § = r

Vh >0, Ct, = Ot

3le coefficient & sert & normaliser Z;:(’) W =
Morgenstern est définie & une transformation affine positive pres, cela ne change rien a la suite.

%. De tout fagon puisqu’une fonction d’utilité de Von Neumann-

Version du 20050121-11h02, révisée le 4 février 2005
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Montrer que pour tout H > 0
(f) - L ow 1
t+h t+h
(1+r)k —k
Z +7) t+z T+rf (1t n)F t+H+1
h:U
On a successivement pour H > 1
Cy = W, + (A+nrk = ki
Cin = Wi + (+r)k —  kege X plrr
Cirn = Wirn + (+r)kar — karn X e
donc S3F CGun — S W L (1 4q)k k
h=0 (1+r)F h=0 (1+r)k t t+H+1
En faisant 'hypotheése qu’il n’y a pas de cavalerie (i.e. limps ?{jr’xhl = 0 ) montrer final
que
(&) il o = r
Cin - ¢ = ; g (E Wern1|Zes1) — E (Wi o))

En I'absence de cavalerie il vient

+o0 +oo
Ccrt E 7
Z t+h 2: (‘/I/t‘f’h‘ t) + (1 +7‘)kt
h=0

2 (1 +r) 1+ )

ce qui s’écrit encore

~— E (VVH—}L‘It)
Cit=> ———= 4 (1+n)k
- ; (147)h ( I

soit

«t T’]E IVH.h|L
C —Tkt+z 1+7“h+1

et donc finalement, comme k; 1 =

(1+ﬂh+wqfcf

Ot = Gt = 3002 s (B Wasnit| Zerr) — E (W |Z1)

0 Q2 On suppose tout d’abord que les salaires futurs suivent un processus ARMA de la forme

A(L)W = O(L)e

ol A et © sont sous forme canonique et € est un bruit blanc. On suppose en outre qu’a to

date

t, Z; contient €;, €1, ...

Version du 20050121-11h02, révisée le 4 février 2005
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Montrer qu’il existe une série absolument convergente A telle que W = A(L)e et que € est

I'innovation de W.

A étant supposé sous forme canonique, ses racines sont toutes de module strictement
supérieur & un et donc (voir TD 2, exercice 1 ) il admet une inverse sous la forme
AX) ™= 30770 aXk,
Soit alors A(X) = (372 e X*) ©(X) : A est absolument convergente car © est de degré
fini; en outre W = A(L)7'O(L)e = A(L)e et la série (3,5 apX*) O(X) est absolument
convergente.

De fagon similaire © est inversible et en notant A(X)O(X)~! = 377 3.XF il vient pour
teZ Wy=—3 1o BWik + € et donc € est 'innovation de W.

|Calculer E (Wisnt1|Zt) et E(Wigny1|Zis1) pour b > 0.

Notons A(X) = 37° a, X",
On a tout d’abord pour A > 0

Wt+h+1 =

+00
E A€t tht1—k
k=0

et donc

E (Wigni1|Ze) = Y0251 k€ernsi—k

De fagon similaire on a

E (Wipni1|Zis1) = Yo0lh ar€ornsi—k

c) |En déduire que C est une marche aléatoire.

On apourteZ

+oo oo
Ct+1 —-C, = (1 T 7‘ h+1 <<Z A€ty ht1— k> - < E ak€t+h+1—k>)

M

h=0 k=h+1
+00 +00
= ak+h€t+1 k] — A+h€t+1—k
(1 + )+t
0 k=1
+o00
= —(lh€t+1
1 h+1
—(1+7)
+00
o Tap ¢
= T e | €ttt
1+ 7)htl
i 1+ 7)

Version du 20050121-11h02, révisée le 4 février 2005 10

et donc C est une marche aléatoire, qui plus est associée au bruit blanc L~te

0 Q3 On suppose cette fois que les salaires futurs suivent un ARMA autour d’une tendance déter

niste, de la forme
Vit € Z, A(L)W;: = ¢(t) + O(L)e;

ol ¢ est C*, A et © sont sous forme canonique et € est un bruit blanc.

(a) Montrer qu’il existe une série absolument convergente A et une fonction v telles que
& P(t) + A(L)e, et calculer E (Wiyp11|Zy) et E (Witni1|Zis1) pour h > 0.

Posons A(X) = A(X)'O(X) (développée en série absolument convergente) et t
(t — A(L)71o(t)) : il vient
VteZ, Wy=1(t) + A(L) o &

En outre € est I'innovation de A.
Par ailleurs on a pour h > 0

{ E (Wirn1|Te) = 9t +h+1) + 305 11 arecrnrik
E (Wipns1|Ten) = 0t + b+ 1) + 3005, anerpnia

b) |Montrer que C' est une marche aléatoire.

Onapourte?Z

+oo +o00
Cip1—Cp = Z(lJrTW ((¢(t+ 1) +Zak5z+h+1k> - <1/) (t+1

k=h

E Q€

k=h+1

et donc C est une marche aléatoire, encore associée au bruit blanc L~ 'e

0 Q4 On suppose enfin que les salaires suivent un processus ARIMA autour d’une tendance déter
niste,* de la forme
Yt € Z, (1 — LY!AL)W, = ¢(t) + O(L)e,

avec les mémes hypotheses sur A, ©, ¢ et ¢, et avec d > 1.

Montrer que si deux suites réelles u et v vérifient ¥n € N, (1 — L)%u,, = v, alors

(a)
chH L)'ug + C~ 1ZU

vneN, u, =

4La théorie macro-économique suggere en effet que le PIB est en effet intégré d’ordre 1, et que la croissance
salaires suit celle du P1B.

Version du 20050121-11h02, révisée le 4 février 2005
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Montrons tout d’abord par récurrence sur d > 1 que ce qui acheve la récurrence.
Enfin, comme

2 Cn+l ]l - U() + 2 Uiy n n
. . d—1
1<ig<<ir<n E vy, = § E 1| w,=cd § :,Uid

1<ig<<in < ia=1 \ia<ig_1<-<i1< ia=1
— Lorsque d = 1 on a immédiatement (avec la convention C2 =1 ) ~ i - S ——— “
il vient
Up = Up-1 = Vp — Up = U+ U; d—1 d—1
Z-lzzl 1 =220 Ch(X = L)lug + C1 300 s
— Soit alors d > 2 tel que la formule soit vérifiée lorsque (1 — L)4 1 u,, = v,,. . S— . —
Alors en appliquant le résultat pour d = 1 & ((]1 — L)y ) il vient (b) |En déduire que C est une marche aléatoire; a quel bruit blanc est-elle associée ?

(1= L) uy = (1 = L) ug + Z viy Soit A(X) = A(X)O(X); alors

=1 Yt € Z, (1 — L) Wisn = o(t) + A(L)ersn
donc en appliquant I'hypothése de récurrence & u et ((1 — L)*'ug + iy v“)neN il Donc d’apres le résultat précédent pour tout h > 0
vient h+1
P i VEE L, Winas = 3 Cha(1— L)W, + Gl ((t+1) + A(L)ery)
up = Y Chy(1—L)uy + > ((1 — L) + Zv,d> = 1=1
=0 1<ig<--<ii<n ig=1 Or
1
d—2
K1)k Xk
- Y, -Dw+ Y -0+ Y, =) Ccr-1rx
=0 I<ig 1 <mSihi<n I<ig<o<in<n h=0
P donc pour h > 0 et t € Z (avec la convention C~' = 0)
= CL (1 — L) + Z 1| (1= L)ty + Z iy htl
1=0 1<ig1<~<ir<n 1<ig<ir<n Wenii = Y CHACH=D)" Wiy + > ((t+1) + A(L)er)

0<k<i<d—1 1=0
Or pour p,q € Non a

oo

1<ip<-<ir<q

Orpour0<k<[<d—1lona

ap, ... 0p)/1 < a1 <---<ap <
ot = o= o= E (WieslZi) — E (WirklT) = Wit — Wiy =0
Kla,02+1,....qp+p—1)/1 < a1 <+ < ap < g} Donc en notant A(X) = S72° a; Xk

k=0
by, ....0)/1<by<---<b,<qg+p—1
(b 2 ' 8 4 E(Wiini1|Zis1) — E(WiinialZy)

CGHP 1 h+1 +o00 4o
d—1
= G E E aWivivi-k | Ly | — E E axWisiii—k | 2y
Donc
=0 k=0 pars
o2 ht1 [ 400 400
1 d-1 d-1 d-1
U, = E CLo (1 — L)ug + CLy_ (1 — L) up + E vy, = C5 ZakI/VHHl,k - Z arWisis1-k
1=0 1<ig<—<i1<n =0 \ k=l k=l+1
d-1 h+1
1 o
= E Cho (@ — L)y + E Vi, = G Zal €141
1=0 1<ig<<i1<n 1=0
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Donc finalement

400 h+1
Cip1 —C = cit a | €
t+1 t = ar h+1 Cin 1] €41
h=0 =0

+o00 h+1
= 1+T 1 & o \htl h+1§ ap | €41

En particulier,

C' est une marche aléatoire, associée au bruit blanc L™'e

insi, aussi général que soit le modele linéaire régissant les revenus du travail, la consom-
Ainsi, 1 t 1 lele 1 t 1 u t L1

mation reste une marche aléatoire ; la seule hypothese forte est de nature économique, et
postule que la fonction d’utilité instantanée est quadratique.
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