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Séries temporelles linéaires
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Exercice corrigé 1

L’objet de cet exercice est de présenter la méthode de Beveridge-Nelson pour représen-
ter tout processus même intégré comme somme d’une marche aléatoire et d’une composante
cyclique (stationnaire).

☞ Q1 On considère un processus auto-régressif intégré X vérifiant

(
� − L)A(L)X = ε

où A est un polynôme sans racine de module un et ε un bruit blanc de variance σ2
ε .

(a)

Montrer que quitte à substituer à ε un bruit blanc η de variance plus faible, on peut sup-
poser (ce que l’on fera par la suite) que toutes les racines de A sont de module strictement
supérieur à un.
En déduire que A(X) admet pour inverse une série absolument convergente A(X)−1 =
∑+∞

k=0 akX
k.

Le monôme 1 − λX étant inversible ssi |λ| < 1, posons

A∗(X) =
(
Π|λi|<1 (1 − λiX)

)
(

Π|λi|>1

(

1 − 1

λi

X

))

où 1
λ1
, . . . , 1

λn
désignent les racines A.

Ainsi A∗(L) est inversible.
Soit η = (

� − L)A∗(L)X ; alors (voir TD 2, exercice 1 ) η est un bruit blanc, de

variance σ2
ε

Π|λi|>1λ2
i

.

On peut donc supposer sans perte de généralité, quitte à substituer A∗ à A et η à ε, que
toutes les racines de A sont de module strictement supérieur à un.

Dans ces conditions, notant A(X) = (1 − λ1X) · · · (1 − λnX) il vient

1

A(X)
=

(
+∞∑

k=0

λk
1X

k

)

· · ·
(

+∞∑

k=0

λk
nXk

)

=
+∞∑

k=0

akX
k

avec ∀k ∈ N, ak =
∑

i1+···+in=k λ
i1
1 · · ·λin

n .

(b)

On suppose désormais que la série ∂
∂x

(

x 7→ 1
A(x)

)

est absolument convergente. a

Montrer qu’il existe une série convergente (de rayon au moins 1) A telle que

A(X)−1 =
1

A(1)
+ (1 − X)A(X)

Calculer son terme général.

a
i.e. de rayon de convergence au moins 1 et absolument convergente en x = 1.
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On a

1

A(X)
=

+∞∑

k=0

akX
k

Or pour M ∈ N∗

M∑

k=0

akX
k =

(
M∑

k=0

ak

)

+
M∑

k=0

ak

(
Xk − 1

)

=
M∑

k=0

ak1
k + a0 · 0 +

M∑

k=1

ak(X − 1)
(
1 + X + · · · + Xk−1

)

=
M∑

k=0

ak1
k − (1 − X)

M∑

k=1

k−1∑

j=0

akX
j

=
M∑

k=0

ak1
k − (1 − X)

M−1∑

j=0

(
M∑

k=j+1

ak

)

Xj

Par ailleurs A est convergente donc
∑M

k=j+1 ak admet une limite finie lorsque M → +∞,
et on pose pour j ∈ N

bj = −∑+∞
k=j+1 ak

Notons bNj = −
∑N

k=j+1 ak ; alors pour tous M ∈ N et N ≥M + 2

M∑

j=0

|bNj | =
M∑

j=0

∣
∣
∣
∣
∣

N∑

k=j+1

ak

∣
∣
∣
∣
∣

≤
M∑

j=0

N∑

k=j+1

|ak|

=
∑

0≤j<k≤M+1

|ak| +
∑

M + 2 ≤ k ≤ N
0 ≤ j < k

|ak|

=
M+1∑

k=0

k|ak| +
N∑

k=M+2

k|ak|

=
N∑

k=0

k|ak|

≤
+∞∑

k=0

k|ak|
∂

∂x

(

x 7→ 1

A(x)

)

=
∑

k

kakX
k est absolument convergente.
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donc à la limite lorsque N → +∞ et pour tout M ∈ N

M∑

j=0

|bj| ≤
+∞∑

k=0

k|ak|

de sorte que la série
∑

j bjX
j est convergente de rayon au moins 1.

On pose donc A(X) =
∑+∞

j=0 bjX
j ; alors par construction comme

∑M

k=0 ak −−→
M∞

1
A(1)

on a

A(X)−1 = 1
A(1)

+ (1 − X)A(X)

(c)

Montrer qu’il existe deux processus T et C tels que

X = T + C

et où T est une marche aléatoire vérifiant (

� − L)T = 1
A(1)

ε et où C est stationnaire.

Soit T la marche aléatoire d’origine 0 et vérifiant ∀t ∈ Z, Tt − Tt−1 = 1
A(1)

εt, et notons
C = X − T . Alors

(

� − L)C = (

� − L) ◦ (X − T )

= A(L)−1ε− (

� − L)T

=

(
1

A(1)
+ (

� − L)A(L)

)

ε− (

� − L)T

= (

� − L)A(L)ε

En particulier, il existe un variable fixe Z telle que ∀t ∈ Z, Ct = A(L)εt + Z, et donc C
est stationnaire. 1

(d) T et C sont-ils corrélés ?

On a pour t ∈ Z
Tt = 1

A(1)
(εt + · · · + εT−N) + Tt−N−1

Ct = α0εt + α1εt−1 + · · ·
Or Tt |= εt+h pour h ≥ 1 et donc pour tout N ≥ 1

Cov (Tt, Ct) =

{
1

A(1)

∑N

k=0 αkσ
2
ε + 1

A(1)

∑N

k=0 Cov (εt−k, Z)

+Cov
(
Tt−N−1,

∑+∞
k=0 αkεt−k

)
+ Cov (Tt−N−1, Z)

=
α0 + · · · + αN

A(1)
σ2

ε +
+∞∑

k=N+1

αkCov (Tt−N−1, εt−k)

1On ne peut pas choisir Z qui est entièrement déterminée par la définition de C = X − T ; en revanche on peut
supposer que Z est décorrélée de tous les εt.
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donc finalement

Cov (Tt, Ct) = 1
A(1)

(∑+∞
k=0 αk

)
σ2

ε

En particulier T et C sont corrélés à toutes dates sauf bien-sûr si A(X) = (1).

☞ Q2 On se donne un autre décomposition de X







X = M + S
(

� − L)M = U
S = B(L)V

où B est un polynôme dont toutes les racines sont de module strictement supérieur à 1 et U et
V sont deux bruits blancs (pas nécessairement décorrélés) de variances σ2

U et σ2
V .

(a)
Montrer que 1

t
V (Xt) −−−−→

t→+∞

σ2
ε

A(1)2
.

Montrer que σ2
U = σ2

ε

A(1)2
.

On a pour tous t ∈ Z et N ∈ N∗

V (Mt) = V (Ut + · · · + U0) + Cov (Ut + · · · + U0 , M−1) + V (M−1)

= tσ2
U + Cov (Ut + · · · + U0 , M−1) + V (M−1)

donc par Cauchy-Schwarz

tσ2
U −

√

V (Ut + · · · + U0)
√

V (M−1) + V (M−1)

≤ tσ2
U + Cov (Ut + · · · + U0 , M−1) + V (M−1)

≤ tσ2
U +

√

V (Ut + · · · + U0)
√

V (M−1) + V (M−1)

soit

tσ2
U −

√

V (tσ2
U)

︸ ︷︷ ︸

˜t→ +∞
√

tσ2
U

√

V (M−1) + V (M−1)

≤ tσ2
U + Cov (Ut + · · · + U0 , M−1) + V (M−1)

≤ tσ2
U +

√

V (tσ2
U)

︸ ︷︷ ︸

˜t→ +∞
√

tσ2
U

√

V (M−1) + V (M−1)

et donc

V (Mt) ˜t→ +∞ tσ2
U

Version du 20050121-11h02, révisée le 4 février 2005 4

ensae.net
Ensae SE206 Réponses question par question des travaux dirigés n◦4 Exercice 1

Or V (Xt) = V (Mt) + 2Cov (Mt, St) + V (St) et donc

V (Mt) − 2
√

V (Mt)
√

V (St) + V (St) ≤ V (Xt) ≤ V (Mt) + 2
√

V (Mt)
√

V (St) + V (St)

et comme S est stationnaire (donc de variance V (St) indépendante de t)

V (Xt) ˜t→ +∞ V (Mt)

En particulier

1
t
V (Xt) −−−−→

t→+∞
σ2

U > 0

Or X = T +C où T est une marche aléatoire associée à η = 1
A(1)

ε et C stationnaire, donc
de façon similaire

1

t
V (Xt) −−−−→

t→+∞

1

A(1)2
σ2

ε

En particulier

σ2
U = σ2

ε

A(1)2

Ainsi, quelle que soit la décomposition retenue la marche aléatoire est associée à un bruit
blanc de variance 1

A(1)2
σ2

ε .

(b)
Soit Y = (

� − L)X.
Exprimer Y en fonction de ε et en déduire l’expression de fY .

On a immédiatement Y = (

� − L)X = A(L)−1ε et donc 2

fY (ω) =
1

|A (eiω)|2
fε(ω) =

1

|A (eiω)|2
σ2

ε

2π

(c)
Exprimer alors Y en fonction de U et V .
En supposant que U et V sont décorrélés, en déduire l’expression de fY en fonctionde σ2

U et
σ2

V .

On a par ailleurs

Y = (

� − L)M + (

� − L)S = U + (

� − L)B(L)V

2η est un bruit blanc de variance σ2
η ssi ∀ω ∈ R, fη(ω) =

σ2

η

2π
.

L’implication découle de ce que fη(ω) = 1
2π

∑

h∈Z
γη(h)eiωh =

γη(0)
2π

, et la réciproque de ce que Cov (ηt, ηt−h) =
1
2π

∫

]−π,+π[
fη(ω)e−iωhdω =

�

h=0fη(0) (par symétrie de l’intégrale sur ] − π, 0 et ]0, π[).
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Or à supposer que U et V sont décorrélés il en va de même pour U et (

� −L)B(L)V , donc
pour tout h ∈ Z,

γU+(1−L)B(L)V (h) = γU(h) + γ(1−L)B(L)V (h)

de sorte que

fY (ω) =
1

2π

+∞∑

h=0

γU+(1−L)B(L)V (h)e+iωh

=
1

2π

+∞∑

h=0

γU(h)e+iωh +
1

2π

+∞∑

h=0

γ(1−L)B(L)V (h)e+iωh

= fU(ω) + f(1−L)B(L)V (ω)

=
σ2

U

2π
+
∣
∣
(
1 − eiω

)
B
(
eiω
)∣
∣
2 σ2

V

2π

(d)
Déduire de l’étude de fY au voisinage de 0 que pour certains polynômes A(X), U et V ne
peuvent pas être décorrélés (on pourra par exemple considérer le cas où A(X) = 1 − ρX où
ρ > 0 ).

Soit donc φ définie sur R par

∀ω ∈ R, φ(ω) =
1

|A (eiω)|2
σ2

ε = σ2
U +

∣
∣
(
1 − eiω

)
B
(
eiω
)∣
∣
2
σ2

V

Alors pour ce qui concerne la deuxième égalité

∀ω ∈ R,
∣
∣
(
1 − eiω

)
B
(
eiω
)∣
∣
2 ≥ 0

et donc
∀ω ∈ R, φ(ω) ≥ φ(0)

Or par ailleurs φ(0) = σ2
ε

A(1)2
et donc

∀ω ∈ R,
1

|A (eiω)|2
≥ 1

|A(1)|2

Considérons alors le cas où A(X) = 1 − ρX où ρ > 0 : on a

|A(−1)|2 = |1 + ρ|2 = 1 + 2ρ+ ρ2 > 1 − 2ρ+ ρ2 = |A(1)|2

ce qui contredit le résultat précédent, de sorte que U et V ne peuvent pas être décorrélés.

Ceci reste vrai plus généralement si ρ ∈ C avec <(ρ) > 0 : notant ρ = a+ ib il vient

∣
∣
∣
∣
A

(
ρ

|ρ|

)∣
∣
∣
∣

2

=

∣
∣
∣
∣
1 − ρ

ρ

|ρ|

∣
∣
∣
∣

2

= |1 + |ρ||2 = 1+2
√
a2 + b2 +a2 +b2 > a2 +b2 +1−2a = |A(1)|2
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puis de façon plus générale si A est un polynôme quelconque (sous forme canonique) dont
les racines sont toutes de partie réelle positive.

Ainsi, il n’est pas toujours possible de décomposer un processus Ma intégré en somme
d’une marche aléatoire et d’une tendance dont les bruits blancs associés sont décorrélés.
En revanche la décomposition de Beveridge-Nelson est toujours possible (sous réserve
que A′(X) soit convergente).

Exercice corrigé 2

En 1978 Robert E. Hall propose et fonde empiriquement dans “Stochastic Implications of
the Life Cycle-Permanent Income Hypothesis : Theory and Evidence” un modèle selon lequel
la consommation des ménages suit . . . une marche aléatoire ! L’objet de cet exercice est de
présenter très brièvement ce résultat.

☞ Q1 On considère un agent dont l’utilité u(·) à chaque date t dépend uniquement de sa consommation
ct. Ses sources de revenus sont le travail, qui lui rapporte wt entre les dates t et t + 1, et le
capital, qui lui rapporte rkt où r désigne le taux d’intérêt réel du marché (supposé constant) et
kt le stock de capital accumulé à la date t.

(a)
Montrer que la contrainte budgétaire de l’agent à chaque date t ∈ Z s’écrit

kt+1 − kt = (rkt + wt) − Ct

Les revenus de l’agent entre les dates t et t+1 sont les revenus du capital rkt et du travail
wt, le seul emploi étant la consommation Ct entre ces dates. Le flux net de revenu est donc
la variation du capital entre les deux dates, soit

kt+1 − kt = (rkt + wt) − Ct

(b)

On suppose que les revenus du travail à la date t+ h sont inconnus à la date t, et modélisés
par la variable aléatoire Wt+h ; on note It l’ensemble d’information de l’agent disponible à
la date t.
Montrer que le choix à la date t du processus de la consommation future de l’agent est
déterminé par le programme de maximisation

∣
∣
∣
∣

maxCt,Ct+1,... E (U (Ct, Ct+1, . . .)| It)
s.c.

{
∀h ≥ 0, kt+h+1 = ((1 + r) kt+h + wt+h) − Ct+h

Compte-tenu des informations It en sa possession à la date t un agent rationnel cherche à
maximiser son utilité intertemporelle espérée (car il est neutre au risque) E (U (Ct, Ct+1, ))
par un choix judicieux de consommations futures, sans néanmoins violer sa contrainte
budgétaire à aucune date future (il n’a pas accès au crédit).
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(c)

Ecrire le lagrangien associé et en déduire les équations d’Euler

∀h ≥ 1,

∂E(U |It)
∂Ct+h

∂E(U |It)
∂Ct+h−1

=
1

1 + r

Le Lagrangien s’écrit

L (Ct, Ct+1, . . . , kt, kt+1, . . . , λ0, λ1, . . .) = E (U (Ct, Ct+1, . . .)| It)

+
+∞∑

h=0

λh (kt+h+1 − (1 + r) kt+h − wt+h + Ct+h)

On a pour tout h ≥ 1 ∂L
∂Ct+h

= ∂E(U |It)
∂Ct+h

+ λh et ∂L
∂kt+h+1

= (1 + r)λh+1 − λh.

Une condition nécessaire du premier ordre est donc que

∂E(U |It)
∂Ct+h+1

∂E(U |It)
∂Ct+h

=
λh+1

λh

=
1

1 + r

(d)
On suppose que l’agent a une préférence pour le présent de δ ≥ 0.
Donner l’utilité intertemporelle U (Ct, Ct+1, . . .) tirée du processus de consommation
(Ct, Ct+1, . . .).

L’utilité attendue à la date t d’un choix de consommation futur Ct, Ct+1, . . . est 3

U (Ct, Ct+1, . . .) = δ
∑+∞

h=0
1

(1+δ)hu (Ct+h)

(e)
En supposant que l’utilité u(·) de l’agent est quadratique et que δ = r montrer que le profil
de consommation future anticipé à la date t est constant : ∀h ≥ 0, C∗t

t+h = C∗t
t

u étant quadratique, u′(x) est proportionnel à x ; comme par ailleurs

∂

∂x
(x 7→ E (u(x)|It)) =

(

x 7→ ∂E (u(x)|It)

∂x

)

il vient pour h ≥ 0
1

(1+δ)h+1Ct+h+1

1
(1+δ)hCt+h

=
1

1 + r

c’est-à-dire comme δ = r

∀h ≥ 0, C∗t
t+h = C∗t

t

3le cœfficient δ sert à normaliser
∑+∞

h=0
1

(1+δ)h = 1
δ
. De tout façon puisqu’une fonction d’utilité de Von Neumann-

Morgenstern est définie à une transformation affine positive près, cela ne change rien à la suite.
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(f)

Montrer que pour tout H ≥ 0

H∑

h=0

C∗t
t+h

(1 + r)h
= (1 + r)kt +

H∑

h=0

Wt+h

(1 + r)h
− 1

(1 + r)H
kt+H+1

On a successivement pour H ≥ 1

Ct = Wt + (1 + r)kt − kt+1

Ct+1 = Wt+1 + (1 + r)kt+1 − kt+2 × 1
1+r

...
...

Ct+H = Wt+H + (1 + r)kt+H − kt+H+1 × 1
(1+r)H

donc
∑H

h=0
Ct+h

(1+r)h =
∑H

h=0
Wt+h

(1+r)h + (1 + r)kt − kt+H+1

(g)

En faisant l’hypothèse qu’il n’y a pas de cavalerie (i.e. limh∞
kt+h+1

(1+r)h = 0 ) montrer finalement
que

C∗t+1
t+1 − C∗t

t =
+∞∑

h=0

r

(1 + r)h+1
(E (Wt+h+1|It+1) − E (Wt+h+1|It))

En l’absence de cavalerie il vient

+∞∑

h=0

C∗t
t+h

(1 + r)h
=

+∞∑

h=0

E (Wt+h|It)

(1 + r)h
+ (1 + r)kt

ce qui s’écrit encore

1

1 − 1
1+r

C∗t
t =

+∞∑

h=0

E (Wt+h|It)

(1 + r)h
+ (1 + r)kt

soit

C∗t
t = rkt +

+∞∑

h=0

rE (Wt+h|It)

(1 + r)h+1

et donc finalement, comme kt+1 = (1 + r)kt +Wt − C∗t
t

C∗t+1
t+1 − C∗t

t =
∑+∞

h=0
r

(1+r)h+1 (E (Wt+h+1|It+1) − E (Wt+h+1|It))

☞ Q2 On suppose tout d’abord que les salaires futurs suivent un processus Arma de la forme

∆(L)W = Θ(L)ε

où ∆ et Θ sont sous forme canonique et ε est un bruit blanc. On suppose en outre qu’à toute
date t, It contient εt, εt−1, . . .
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(a) Montrer qu’il existe une série absolument convergente A telle que W = A(L)ε et que ε est
l’innovation de W .

∆ étant supposé sous forme canonique, ses racines sont toutes de module strictement
supérieur à un et donc (voir TD 2, exercice 1 ) il admet une inverse sous la forme
∆(X)−1 =

∑+∞
k=0 αkX

k.

Soit alors A(X) =
(∑+∞

k=0 αkX
k
)
Θ(X) : A est absolument convergente car Θ est de degré

fini ; en outre W = ∆(L)−1Θ(L)ε = A(L)ε et la série
(∑+∞

k=0 αkX
k
)
Θ(X) est absolument

convergente.

De façon similaire Θ est inversible et en notant ∆(X)Θ(X)−1 =
∑+∞

k=0 βkX
k il vient pour

t ∈ Z Wt = −
∑

k≥1 βkWt−k + εt et donc ε est l’innovation de W .

(b) Calculer E (Wt+h+1|It) et E (Wt+h+1|It+1) pour h ≥ 0.

Notons A(X) =
∑+∞

k=0 akX
k.

On a tout d’abord pour h ≥ 0

Wt+h+1 =
+∞∑

k=0

akεt+h+1−k

et donc

E (Wt+h+1|It) =
∑+∞

k=h+1 akεt+h+1−k

De façon similaire on a

E (Wt+h+1|It+1) =
∑+∞

k=h akεt+h+1−k

(c) En déduire que C est une marche aléatoire.

On a pour t ∈ Z

Ct+1 − Ct =
+∞∑

h=0

r

(1 + r)h+1

((
+∞∑

k=h

akεt+h+1−k

)

−
(

+∞∑

k=h+1

akεt+h+1−k

))

=
+∞∑

h=0

r

(1 + r)h+1

((
+∞∑

k=0

ak+hεt+1−k

)

−
(

+∞∑

k=1

ak+hεt+1−k

))

=
+∞∑

h=0

r

(1 + r)h+1
ahεt+1

=

(
+∞∑

h=0

rah

(1 + r)h+1

)

εt+1
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et donc C est une marche aléatoire, qui plus est associée au bruit blanc L−1ε.

☞ Q3 On suppose cette fois que les salaires futurs suivent un Arma autour d’une tendance détermi-
niste, de la forme

∀t ∈ Z, ∆(L)Wt = φ(t) + Θ(L)εt

où φ est C∞, ∆ et Θ sont sous forme canonique et ε est un bruit blanc.

(a)
Montrer qu’il existe une série absolument convergente A et une fonction ψ telles que W =
ψ(t) + A(L)ε, et calculer E (Wt+h+1|It) et E (Wt+h+1|It+1) pour h ≥ 0.

Posons A(X) = ∆(X)−1Θ(X) (développée en série absolument convergente) et ψ :
(t 7→ ∆(L)−1φ(t)) : il vient

∀t ∈ Z, Wt = ψ(t) + A(L) ◦ εt

En outre ε est l’innovation de A.

Par ailleurs on a pour h ≥ 0

{
E (Wt+h+1|It) = ψ(t+ h+ 1) +

∑+∞
k=h+1 akεt+h+1−k

E (Wt+h+1|It+1) = ψ(t+ h+ 1) +
∑+∞

k=h akεt+h+1−k

(b) Montrer que C est une marche aléatoire.

On a pour t ∈ Z

Ct+1 − Ct =
+∞∑

h=0

r

(1 + r)h+1

((

ψ(t+ 1) +
+∞∑

k=h

akεt+h+1−k

)

−
(

ψ(t+ 1) +
+∞∑

k=h+1

akεt+h+1−k

))

=

(
+∞∑

h=0

rah

(1 + r)h+1

)

εt+1

et donc C est une marche aléatoire, encore associée au bruit blanc L−1ε.

☞ Q4 On suppose enfin que les salaires suivent un processus Arima autour d’une tendance détermi-
niste,4 de la forme

∀t ∈ Z, (

� − L)d∆(L)Wt = φ(t) + Θ(L)εt

avec les mêmes hypothèses sur ∆, Θ, φ et ε, et avec d ≥ 1.

(a)

Montrer que si deux suites réelles u et v vérifient ∀n ∈ N, (

� − L)dun = vn alors

∀n ∈ N, un =
d−1∑

l=0

Cl
n+l(

� − L)lu0 + Cd−1
n

n∑

i=1

vi

4La théorie macro-économique suggère en effet que le Pib est en effet intégré d’ordre 1, et que la croissance des
salaires suit celle du Pib.
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Montrons tout d’abord par récurrence sur d ≥ 1 que

un =
d−1∑

l=0

Cl
n+l (

� − L)l u0 +
∑

1≤id≤···≤i1≤n

vid

– Lorsque d = 1 on a immédiatement (avec la convention C0
n = 1 )

un − un−1 = vn → un = u0 +
n∑

i1=1

vi1

– Soit alors d ≥ 2 tel que la formule soit vérifiée lorsque (

� − L)d−1un = vn.
Alors en appliquant le résultat pour d = 1 à

(
(

� − L)d−1un

)
il vient

(

� − L)d−1un = (

� − L)d−1u0 +
n∑

i1=1

vi1

donc en appliquant l’hypothèse de récurrence à u et
(
(

� − L)d−1u0 +
∑n

i1=1 vi1

)

n∈N
il

vient

un =
d−2∑

l=0

Cl
n+l(

� − L)lu0 +
∑

1≤id−1≤···≤i1≤n

(

(

� − L)d−1u0 +

id−1∑

id=1

vid

)

=
d−2∑

l=0

Cl
n+l(

� − L)lu0 +
∑

1≤id−1≤···≤i1≤n

(

� − L)d−1u0 +
∑

1≤id≤···≤i1≤n

vid

=
d−2∑

l=0

Cl
n+l(

� − L)lu0 +




∑

1≤id−1≤···≤i1≤n

1



 (

� − L)d−1u0 +
∑

1≤id≤···≤i1≤n

vid

Or pour p, q ∈ N on a

∑

1≤ip≤···≤i1≤q

1 = |{(a1, . . . , ap)/1 ≤ a1 ≤ · · · ≤ ap ≤ q}|

= |{(a1, a2 + 1, . . . , ap + p− 1)/1 ≤ a1 ≤ · · · ≤ ap ≤ q}|
= |{(b1, . . . , bp)/1 ≤ b1 < · · · < bp ≤ q + p− 1}|
= Cp

q+p−1

Donc

un =
d−2∑

l=0

Cl
n+l(

� − L)lu0 + Cd−1
n+d−1(

� − L)d−1u0 +
∑

1≤id≤···≤i1≤n

vid

=
d−1∑

l=0

Cl
n+l(

� − L)lu0 +
∑

1≤id≤···≤i1≤n

vid

Version du 20050121-11h02, révisée le 4 février 2005 12

ensae.net
Ensae SE206 Réponses question par question des travaux dirigés n◦4 Exercice 2

ce qui achève la récurrence.

Enfin, comme

∑

1≤id≤···≤i1≤n

vid =
n∑

id=1




∑

id≤id−1≤···≤i1≤n

1



 vid = Cd−1
n

n∑

id=1

vid

il vient

un =
∑d−1

l=0 Cl
n+l(

� − L)lu0 + Cd−1
n

∑n

i=1 vi

(b) En déduire que C est une marche aléatoire ; à quel bruit blanc est-elle associée ?

Soit A(X) = ∆(X)−1Θ(X) ; alors

∀t ∈ Z, (

� − L)dWt+h = ψ(t) + A(L)εt+h

Donc d’après le résultat précédent pour tout h ≥ 0

∀t ∈ Z, Wt+h+1 =
d−1∑

l=1

Cl−1
h+l(

� − L)lWt + Cd−1
h+1

h+1∑

l=1

(ψ(t+ l) + A(L)εt+l)

Or

(1 − X)l =
l∑

k=0

Ck
l (−1)l−k Xk

donc pour h ≥ 0 et t ∈ Z (avec la convention C−1
· = 0)

Wt+h+1 =
∑

0≤k≤l≤d−1

Cl−1
h+lCk

l (−1)l+kWt−k + Cd−1
h+1

h+1∑

l=0

(ψ(t+ l) + A(L)εt+l)

Or pour 0 ≤ k ≤ l ≤ d− 1 on a

E (Wt−k|It+1) − E (Wt−k|It) = Wt−k −Wt−k = 0

Donc en notant A(X) =
∑+∞

k=0 akX
k

E (Wt+h+1|It+1) − E (Wt+h+1|It)

= Cd−1
h+1

h+1∑

l=0

(

E

(
+∞∑

k=0

akWt+l+1−k

∣
∣
∣
∣
∣
It+1

)

− E

(
+∞∑

k=0

akWt+l+1−k

∣
∣
∣
∣
∣
It

))

= Cd−1
h+1

h+1∑

l=0

(
+∞∑

k=l

akWt+l+1−k −
+∞∑

k=l+1

akWt+l+1−k

)

= Cd−1
h+1

(
h+1∑

l=0

al

)

εt+1
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Donc finalement

Ct+1 − Ct =
+∞∑

h=0

r

(1 + r)h+1

(

Cd−1
h+1

(
h+1∑

l=0

al

)

εt+1

)

=

(
+∞∑

h=0

r

(1 + r)h+1
Cd−1

h+1

h+1∑

l=0

al

)

εt+1

En particulier,

C est une marche aléatoire, associée au bruit blanc L−1ε

Ainsi, aussi général que soit le modèle linéaire régissant les revenus du travail, la consom-
mation reste une marche aléatoire ; la seule hypothèse forte est de nature économique, et
postule que la fonction d’utilité instantanée est quadratique.
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