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Enoncé de l’exercice 1

On considère une série réelle observée (yt)t∈J0,200K pour laquelle on cherche une représentation
stationnaire, et dont la représentation est la suivante :

☞ Q1 Justifier le modèle où y est la réalisation d’un processus Y non-stationnaire vérifiant

∀t ∈ Z, Φ(L)Yt = µ + βt + εt

où ε est un bruit blanc de variance σ2
ε à déterminer.

☞ Q2 Montrer qu’il existe un polynôme Φ∗ tel que Y vérifie

∀t ∈ Z, ∆Yt = µ + βt + φYt−1 + Φ∗(L)∆Yt + εt

où ∆ =
�
− L.

☞ Q3 On réalise alors la régression de ∆Yt sur 〈1, t, Yt−1, ∆Yt−1, . . . , ∆Yt−8〉 ; l’estimation des para-
mètres est la suivante (où LX désigne la série (Yt−1)t∈Z

et LY i désigne la série (∆Yt−i)t∈Z

) :
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La modélisation proposée est-elle raisonnable ?

☞ Q4 Justifier le modèle où y est la réalisation d’un processus Y stationnaire vérifiant

∀t ∈ Z, ∆Yt = µ + βt + φYt−1 + φ1∆Yt−1 + εt

On s’appuiera pour ce faire sur

(a) Le test de φ∆Yt−4
= · · · = φ∆Yt−8

= 0 dans le modèle à 8 retards :

(b) La régression de ∆Yt sur 〈1, t, Yt−1, ∆Yt−1, . . . , ∆Yt−3〉 :

(c) Le test de φ∆Yt−2
= · · · = φ∆Yt−8

= 0 dans le modèle à 8 retards :
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(d) La régression de ∆Yt sur 〈1, t, Yt−1, ∆Yt−1〉 :

(e) Les auto-corrélations directes du modèle final

(f) Les auto-corrélations inverses du modèle final

(g) Les auto-corrélations partielles du modèle final
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(h) Le test de Porte-Manteau du bruit blanc du modèle final :

☞ Q5 Montrer que le modèle retenu s’écrit

(
�
− ρL)Yt = µ + βt + φ1∆Yt−1 + εt

et exprimer ρ en fonction de φ.

☞ Q6 Tester l’hypothèse “H1
0

: β = 0 et ρ = 1” en utilisant les tables suivantes :

(a)

(b)

(c)
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(d)

(e)

☞ Q7 Tester finalement l’hypothèse “H2
0

: µ = 0, β = 0 et ρ = 1” et conclure.
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Enoncé de l’exercice 2

On considère un processus stationnaire multivarié X ∈
(

(Rn)Ω

)Z

, n ≥ 2, qui suit le modèle

auto-régressif
Φ(L)X = ε

où ε est un bruit blanc de variance-covariance Σ suposée définie positive. On suppose en outre
que le modèle est sous forme canonique, c’est-à-dire que les racines de DetΦ sont toutes de
module stictement supérieur à un.

On se donne m ∈ J1, n − 1K et on note X =

(

X1

X2

)

l m
l n − m

; on cherche à donner un sens

à l’expression “y est la cause x”. 1

Dans la suite pour toute matrice A de Mn(R) sera notée A =

(

A1,1 A1,2

A2,1 A2,2

)

l m
l n − m

.

¥ Partie 1 Définition de la notion de causalité

☞ Q1 A un instant donné, l’intuition suggère que si X2
t

cause X1
t

alors X2
t intervient significativement

dans la valeur de X1
t ; en particulier la prévision optimale de X1

t n’est dans ce cas pas la même
selon que l’on connâıt X2

t ou pas. On dit donc que X2
t ne cause pas instantanément X1

t au sans
de Granger, et on note X2 /∼Â X1, ssi EL (X1

t |X
2
t , Xt−1, . . .) = EL (X1

t |Xt−1, . . .)

(a) Montrer que EL (X1
t |X

2
t , Xt−1, . . .) = EL (X1

t |Xt−1, . . .) + EL (ε1
t |ε

2
t )

(b) Montrer que
X2

t /∼Â X1

t ⇔ Σ1,2 = (0) ⇔ X1

t /∼Â X2

t

(on dit dans ce cas par symétrie que X2 et X1 ne se causent pas instantanément au sens
de Granger).

☞ Q2 Par extension on dit alors que X2 ne cause pas globalement X1, ou simplement que X2

ne cause pas X1 au sens de Granger (ce que l’on note X2 /≈Â X1) ssi

∀t ∈ Z, EL
(

X1

t |Xt−1, . . .
)

= EL
(

X1

t |X
1

t−1
, . . .

)

On cherche à montrer que
X2 /≈Â X1 ⇔ Φ(X)1,2 = (0)

(où Φ(X)1,2 désigne le bloc supérieur droit du polynôme matriciel Φ(X)).

1La démarche proposée est tirée (de façon très simplifiée) des travaux de Clive W.J. Granger, co-lauréat avec Robert
F. Engle du prix Nobel d’économie 2003. C. Granger fut lauréat non pas pour la notion de causalité qu’il définit
(utilisée pour établir la thèse polémique du réchauffement de la planète), mais pour ses résultats de cointégration. Voir
http://www.nobel.se/economics/laureates/2003/ecoadv.pdf
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(a) Montrer tout d’abord que Φ(X)1,2 = (0) → X2 /≈Â X1.

(b) Ecrire dans le cas général la décomposition de Wold de X1 sur 〈ε1, ε2〉.

(c) On suppose que X2 /≈Â X1 ; montrer qu’ε1 est alors l’innovation de X1.

(d) En déduire que si X2 /≈Â X1, alors Φ(X)1,2 = (0).

¥ Partie 2 Test de la notion de causalité

On se place dans le cas où m = n − m = 1, et on note p = d◦Φ.
On suppose de plus que Φ(0) = Id .

☞ Q1 Montrer que X vérifie aussi le modèle

Ψ(L)X = η

pour un certain polynôme matriciel Ψ (de degré p) et un bruit blanc η à déterminer

☞ Q2 Montrer que la régression R par les moindres carrés de Xt sur 〈Xt−1, . . . , Xt−p〉 est équivalente
aux deux estimations séparées R1 de X1

t sur
〈

X1
t−1

, X2
t−1

, . . . , X1
t−p, X

2
t−p

〉

et R2 de X2
t sur

〈

X
1

t
, X1

t−1
, X2

t−1
, . . . , X1

t−p, X
2
t−p

〉

.

☞ Q3 On considère l’hypothèse H0 : ” X1 /∼Â X2 ”.
Réécrire les régressions R1 et R2 sous H0.
Montrer qu’à supposer qu’ ε1 est gaussien, le test de l’hypothèse H0 se ramène à un test de
Student que l’on explicitera.

☞ Q4 On considère l’hypothèse H∗

0
: ” X2 /≈Â X1 ”.

En supposant qu’ε est gaussien, proposer une procédure de test de H∗

0
.
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