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ENSAE SE206 Enoncé des travaux dirigés n°7 Exercice 1

Enoncé de 1l’exercice 1

On considere une série réelle observée (y;):efo,2007 Pour laquelle on cherche une représentation
stationnaire, et dont la représentation est la suivante :

O Q1 Justifier le modele ou y est la réalisation d’un processus Y non-stationnaire vérifiant
VteZ, (L)Y, =p+ ft+ ¢
oll € est un bruit blanc de variance o2 & déterminer.
[0 Q2 Montrer qu’il existe un polynome ®* tel que Y vérifie
Vt € Z, AY, = p+ ft+ @Y1 + O (L)AY; + ¢

ouA=1-0L.

O Q3 On réalise alors la régression de AY; sur (1,¢,Y, 1, AY; 1,...,AY; g); 'estimation des para-
metres est la suivante (ot LX désigne la série (Y;_1),., et LY ¢ désigne la série (AY;;)

)

teZ

Version du 20050121-11h02, révisée le 17 février 2005 1



ENSAE SE206 Enoncé des travaux dirigés n°7 Exercice 1
Analysis of Variance
Sum af Mean
Source DF Squares Square F Yalue Prob2sF
Model 10 2.16857 0.21686 20.901 g.0001
Error 179 1.85724 0.01038
C Total 189 4.02581
Root MSE 0.10188 R-square 9.5387
Dep Mean 0.17388 Adj R-saq 0.5129
c.v. 58.58278
Parametar Estimatas
2 Paramater Standard T for HO:
Variable DOF Estimate Zrror Parameter=0 Prob > |T]|
IHTERCEP 1 0.063825 2.42139593 2.983 0.0033
T L 0.006102 0.7022%4449 2.982 0.0033
LX L -0.0346870 2.01233214 -2.990 0.0032
LYl 1 0.727153 3.07300056 9.961 0.0001
LY2 L -0.050103 9.391091758 -0.550 0.5830
LY3 1 0.1649478 9.09065962 1.669 0.1009
LY4 1 -0.101392 0.09078450 -1.117 0.2656
LYS 1 -0.000012056 0.09050397 -0.000 0.9999
LYS 1 -0.043771 0.089854815 -0.487 0.6268
LY? 1 -0.000901 0.98964794 -0.0l0 0.9920
LY8 1 0.077040 0.07315238 1.053 0.2937
La modélisation proposée est-elle raisonnable ?
O Q4 Justifier le modele ou y est la réalisation d’un processus Y stationnaire vérifiant
Vt € Z, AYy = p+ Bt + Y1 + ¢p1AY 1 + &
On s’appuiera pour ce faire sur
(a) Le test de ¢ay, , =+ = day, s = 0 dans le modele a 8 retards :
he SAS System
Dependent VYariable: Y . £ value: 0.7061
(b) La régression de AY; sur (1,¢,Y; 1, AY; q,...,AY, 3) :
Analysis af Yariance
Sum of Mean
Sourra OF Sauarss Sauare F Yalue Pron>»F
o | 't 2.24814 0.37802 36.277 00061
oo 87 L3638l 1 3124672
et bR 23 grsia
‘1ot MSF {1303 T-=auare TL¥ITY
D2p Maan ¥.14396 “u3 d-sg i
C.v. 40 .06933
Paramater .stimates
Parametar Standard T for HO:
Yariahle JF Estimate Error Parameter=0 Prob > |T|
INTERCEP 1 0.062633 0.01847919 3.389 0.0009
T 1 0.005271 0.00187704 2.808 0.0055
LX 1 -0.031451 0.01128994 -2.786 0.0059
Lyl 1 0.740109 0.07085748 10.445 0.0001
LYz 1 ~-0.060813 0.08868608 ~0.586 0.64938
LY3 1 0.146091 3.08863452 1.625 0.1057
(c) Le test de ¢ay;, , = -+ = Pay, , = 0 dans le modele a 8 retards :
The SAS System
?:::?de“t V;.‘ria.}:h.];:;r:tur: 0.0068 DF: 7 F value: 0.6597
Denominator: 0.010376 OF: 179 Prob>F: 0.7059
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ENSAE SE206 Enoncé des travaux dirigés n°7 Exercice 1

(d) La régression de AY; sur (1,¢,Y; 1, AY; 1)

Analvsis of Variance

Sum of Mean
Source DF Sauares Square F Yaluas Prob>F
Model 3 2.22742 n.76247 71.388 0.no0l
Error 193 2.00731 0.01040
C Total 194 6.23673
Root MSE n.10198 R-sauare 9.5260
Dep Mean 0.17070 Adj R-sa 0.5186
BV 59.74365
Parameter Estimates
. Parameter Standard T for HO:
Variable OF Estimate Error Parameter=0 Freb > [TI
[MTERCEP 1 0.057473 0.01745812 3.292 9.0012
T 1 0.0058264 0.00171041 3.405 0.0008
Lx 1 -0.036630 0.0L028056 =3.373 0.0009
LYyl 1 0.713834 0.04962322 14.505 1.0091
/ . . N
(e) Les auto-corrélations directes du modele final
Autncorralations
Lag Covariance Correlation -1 9 8 7 6 5 6 3 2 1 1236567891 Std
] 0.010189 1.30000 | HEWENENSEANARRR ISR N |
1 0.000164042 9.01280 ! . . I 0.071247
2 -0.0006064  -0.03989 * . 0071261
3 0.0011716 3.11498 | T 20.071376
4 -0.0002071  -0.02032 | 0.072308
5 -0.0001937  -9.01901 ! 0.072337
6 -0.0004465  -0.04382 | * 0.072362
7 -0.0005004  -0.04911 | * 0.072497
8 0.00047225 0.04635 | x 0.072666
9 0.00030035 3.02948 | » 0.072816
L0 -0.0000979  -0.00961 | ; 0.072876
11 0.00085498 0.08391 | Xt 0.07238"
12 £.00006212 0.00610 | y ) 0.07337.
13 -0.0007829  -0.07684 | o 0.073374
14 0.00032983 0.03237 | « 0.073781
15 0.00058924 0.05783 " | * 0.073853
16 -0.0000947  -0.90929 | 0.074083
17 n.00019926 0.01956 | . 0.074089
18 -0.001339]1  -0.13142 exl L 0.076115
19 0.00028753 0.02822 | % ! 0.075288
20 0.00009309 0.00914 i 0.075342
21 -0.0006792  -0.06666 ! € 0.075348
22 0.00099193 0.09735 e 0.0756646
23 -0.0006671  -0.06566 . 0.076200
24 0.00027936 0.0274¢1 0.076564

" L
marks twe standard errors

(f) Les auto-corrélations inverses du modele final

invarse Autacorralations

tag Carrelation -1 9 8 7465464 3210123653457 8191
1~ -0.05452 | €« |
2 9.03347 ! e i
* ¥ ~%w|
8 P nA5Y -

: 2 £9n -
s . as é
; J.05139 L |
a -0.0373%6 ¥ |
7 =0.06734 % |
10 -0.02248 |
11 -0.06162 * i |
12 0.02220 . |
i3 0.07866 ¥, |
14 -0.00582 . |
15 ~0.0999¢ ¥ s |
i6 0.00537 . |
17 -0.02800 * . |
18 0.12947 ¥WHN |
19 -0.00012 i |
20 -0.01547 |
2l 0.03619 * |
22 -0.09868 x| |
23 0.08316 (EEd |
26 -0.06172 *| |

(g) Les auto-corrélations partielles du modele final
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ENSAE SE206 Enoncé des travaux dirigés n°7 Exercice 1

Partial Autocorralations

Lag Correlation -1 987 6563 21012345678+91
0.01380 . 5

1
2 -0.04008 - . ¥ =
3 0.11632 A %,
G -0.02618 . ¥ 3
5 -0.00875
6 -0.05951 *
7 -0.04355 *®
B 0.04756 *
9 0.03607 *
10 0.001&7
1l 0.07362 %
12 -0.00746
13 -0.07370 *
14 0.02050
15 0.06359 *
16 0.01179
iz 0.02093 i
18 -0.14741 A%
19 0.02405
20 -0.01415
2l -0.01533 p
22 0.09851 ; B {
23 -0.08730 LR i 1
24 0.04548 1% . |

(h) Le test de Porte-Manteau du bruit blanc du modele final :

Autncorralation Chack Ffor White llui_sa

Ta Chi e " Autocorreiations
3 = 0 b
L9 %95758 T6 0.733 0.016 -0.040 0.115 -0.020 -0.019 -0.04G
12 .22 12 0.905 -0.049 0.946 0.029 -0.010 0.08¢ 0.006
18 12.30 18 0.831 -0.077 0.032 0.058 -0.309 0.020 -0.131
26 16.75 24 0.859 0.028 0.009 -0.067 0.097 -0.066 0.027
O Q5 Montrer que le modele retenu s’écrit
(1 - pL)Y; = i+ Bt + $iAYi g + ¢
et exprimer p en fonction de ¢.
0 Q6 Tester 'hypothese “H{ : 3 =0 et p =17 en utilisant les tables suivantes :
Dependent Variablae: Y .
(a) ™" Mumerator . 0.0i0801 B 1 Bl 3083
, TABLE !
Erezmrical. Cistrivcron oF o For (a.p) = (0. it Vo= a +pV,_ ) + . SRR

(Symmetric Distribution) Expiricar. Distaiaumion oF 1, FOR (a, A.p) = (0,0, 1) ¢ ¥, = a + Bt +pY,_; + ¢,

(Symmetric Distribution)

Probability of 2 smailer value

Sample
l-:r — P e 099 s.':’h Probabilicy of & soualler vilue
25 2.20 161 2.97 14 . o i iy o
50 .13 .56 2.39 118 15 .77 J.20 3.59 4.05
100 217 2.54 2.36 32 50 115 .14 347 3.87
250 216 2.5) - 2.34 319 i o 100 .13 111 142 118
500 216 152 2.83 318 230 .73 109 3.39 3.74
8 500 11 .08 3.38 3.72
i 2.16 .5 2.8 3.1 - n 308 338 m
(b) s.e. 0.003 0.004 0.006 0008 . se 0.00¢ 0.005 0,007 0.008
TABLE Il
Espiricat DISTRIBUTION OF 14, FOR (a. fl,p) = (0,0, )i ¥, = e + fr +p¥,_; + ¢, TABLEY
{Symmetric Distribution) EstrricaL DisTriuTioN oF @, FOR (a, B,0) = (0,0, 1) ¥, = a + fr +pY,_, + ¢,
Sampre Probabiify of a saiilles viliy Sample Probability of  smaller value
wize size
- 0.90 0.93 0.973 099 @ 0.0 0.013 0.03 0.10 050 0.93 0313 099
25 .39 135 325 14 25 061 075 089 110 467 568 675 821
30 218 181 318 .60 0 062 077 091 LI2 431 513 534 102
100 138 279 114 3.53 100 063, 077 092  LI2 416 488 559 650
250 2.38 179 11 399 250 063 037 092 LI} 407 475 540 61
500 138 278 L 343 500 063 077 092 113 405 471 535 615
o 238 278 31 328 w© 0.63 0.77 0.92 13 401 468 551 6.09
0.004 0.005 0.006 0.007 se. 0003 0003 0003 0003 001 002 003 005
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Exercice 1

TABLEIV

ExrricaL DiSTRINGTION OF b, FOR (. p) = (. DV IV ¥, = = p¥, _; + v

TABLE V1

EmpiricAL DisTrisuTion oF & FOR (a, B.p) = (e, 0. 1)M ¥, =a + St +p¥,_, + ¢,

Sample Probability of a maller value Sll;:lc Probability of & smaller value
'“.,: 0.01 0.015 003 o.10 0.90 093 0978 099 ’n ’ 0.01 0.028 0.03 o.10 050 0.95 . 0975 ‘ 0.9¢
F1; 029 038 049 065 412 518 630 738 15 074 0% lo8 133 591 124 865 1061
50 029 . 039 050 066 394 486 530 706 50 076 093 LIt 137 561 673 7181 931
100 029 039 050 067 336 471 55T 670 100 076 094 LI2 138~ 547 649 144 8.7
250 030 039 051 - 067 381 463 545 652 250 076 094  LI3 19 539 €)M 125 8.43
300 030 039 05! 0.67 179 461 541 647 S0 076 094 113 139 53 630 120 834
@ 030 . 040 0.51 0.67 1.73 4.59 538 6.41 ) 0.77 0.94 L3 1.39 5.34 6.25 116 827
(d) e 000z 0002 0002 0002 001 002 003 005 se. 0004 0004 0003 0004 0015 0020 0032 0058
TABLE B.5 TABLE B.6
Critical Values for the Phillips-Perron Z, Test and for the Dickey-Fuller Test Critical Values for the Phillips-Perron Z, Test and for the Dickey-Fuller Test
Based on Estimated OLS Autoregressive Coefficient Based on Estimated OLS ¢ Statistic
Sample Probability that T(p — 1) is less than entry 3“;,'2&:" Probability that (p = 1)/8, is less than eniry
"?’ 001 0025 005 010 090 0.95 0975 099 T 001 0025 005 010 0.90 095 0975 0.9
Case 1 Case 1
25 -11.9 -93 -73 =53 101 140 179 "-2.66 -226 -195 -160 092 133 170 2.16
50 -129 -99 -77 -55 097 135 170 -262 -225 -195 -161 091 131 166 208
100 -133 -102 -79 -56 095 131 1.65 -260 -224 -195 -161 09 - 129 164 203
250 -13.6 -103 -80 -57 093 128 162 -2.58 -223 -155 -162 089 129 163 201
500 -13.7 -104 -80 -57 - 093 128 161 -2.58 -223 -195 -162 0.8 128 1.6 200
w -138 -105 -81 =57 093 128 160 ~-258 -223 ~195 -1.62 0.8 128 162 200
Case 2 Case 2
25 -172 =146 -125 =~-102 -0.76 0.01 0.65 -375 =333 -3.00 -2.63 - 0_37' 0.00 0.34 072
50 -189 =157 =133 —10.7 -0.81 -0.07 0.53 —-358 -322 -293 -2.60 -040 -0.03 0.29 0.66
e -Eb =183 ~BJ =L -0 e Ae -351 =317 -289 -258 -042 -005 026 0.63
250 -203 -166 -140 -112 -0.84 -012 (043 -346 -3.14 -2.88 -257 —-042 -006 024 0.2
500 -205 -168 -14.0 -11.2 -0.84 -0.13 042 —344 -313 -287 -257 -043 -007 024 081
- - - -113 -0.85 =013 041 ’ X : = ] : . :
e 207 -169 -41 -1x3 -0 -3.43 =312 =286 -257 -044 -007 023 0.60
Case 4 .
Case 4
25 -25 -199 -179 -156 -3.66 -2.51 -1.53 RIS IO ~3B0 ~33% 14 —050 <080 ~Gi
50+ -25.7 -22.4 -198 -168 -371 -2.60 ~1.66 L18 380 3% A 118 0
= B B -415 -3.80 -350 -3.18 -119 -0.87 -0.58 -024
100 -274 -236 -207 -17.5 -3.74 -262 -173 408 AT <Ads chiS —idr 0w U 0k
250 —284 -244 -213 -180 -3.75 -2.64 -178 =404 =373 =345 -315 -122 -090 -062 ~0.
500 -289 -248 -21.5 -181 -3.76 -2.65 -178 -3.99 -3.69 -343 -3.13 -123 -092 -0.64 -031
@  —205 -251 —218 —183 —377 -266 —-179 -398 -3.68 -342° -3.13 -124 -093 -0.65 -032
-3.96 —3.66 —3.41 -312 -125 —-0.94 -0.66 -0.33

‘The probability shown at the head of the column is the area in the left-hand tail.

(e)

Source: Wayne A. Fuller, Introduction to Statistical Time Series, Wiley, New York, 1976, p. 371.

0 Q7 Tester finalement 'hypothese “H2 : p= 0,3 =0 et p = 1" et conclure.

The probability shown at the head of the column is the area in the left-hand tail.
Source: Wayne A. Fuller, Introduction to Statistical Time Series, Wiley, New York, 1976, p. 373.
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Enoncé de 1l’exercice 2

B Partie 1
0 Q1

0 Q2

zZ
On considére un processus stationnaire multivarié X € ((]R”)Q> , n > 2, qui suit le modele

auto-régressif
O(L)X =€

ol € est un bruit blanc de variance-covariance ¥ suposée définie positive. On suppose en outre
que le modele est sous forme canonique, c¢’est-a-dire que les racines de Det® sont toutes de
module stictement supérieur a un.

XN Imo s
On se donne m € [1,n — 1] et on note X = (X72> ; on cherche a donner un sens

In—m

a Pexpression “y est la cause z”. !

Al,l A1,2
Dans la suite pour toute matrice A de M,,(R) sera notée A = < [ m

AL | A%2 In—m"

Définition de la notion de causalité

A un instant donné, I'intuition suggere que si X2 cause X{ alors X? intervient significativement
dans la valeur de X} ; en particulier la prévision optimale de X! n’est dans ce cas pas la méme
selon que l'on connait X? ou pas. On dit donc que X? ne cause pas instantanément X, au sans
de Granger, et on note X2+~ X' ssi EL (X}|X?, X;_1,...) = EL (X} X;_1,...)

(a) Montrer que EL (X}| X7, X;_1,...) = EL (X}|X;_1,...) + EL (¢/|€?)

(b) Montrer que

Xl - X} & Y2 =(0) & X! X7

(on dit dans ce cas par symétrie que X? et X' ne se causent pas instantanément au sens
de Granger).

Par extension on dit alors que X? ne cause pas globalement X!, ou simplement que X2

ne cause pas X' au sens de Granger (ce que I'on note X%~ X1) ssi

Vt € Z, EL (X}|X;_1,...) = EL (XX} 4,...)

On cherche a montrer que
X% X' = (X)) = (0)

(ot ®(X)12 désigne le bloc supérieur droit du polynome matriciel ®(X)).

'La démarche proposée est tirée (de fagon tres simplifiée) des travaux de Clive W.J. Granger, co-lauréat avec Robert
F. Engle du prix Nobel d’économie 2003. C. Granger fut lauréat non pas pour la notion de causalité qu’il définit
(utilisée pour établir la these polémique du réchauffement de la planete), mais pour ses résultats de cointégration. Voir
http://www.nobel.se/economics/laureates/2003/ecoadv.pdf
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B Partie 2

0 Ql

0 Q2

0 Q3

0 Q4

Test de la notion de causalité

On se place dans le cas ot m =n —m = 1, et on note p = d°®P.
On suppose de plus que ®(0) = Zd .

Montrer que X vérifie aussi le modele
V(L)X =n

pour un certain polynome matriciel ¥ (de degré p) et un bruit blanc n a déterminer

Montrer que la régression R par les moindres carrés de Xy sur (X;_1,..., X;,) est équivalente
aux deux estimations séparées R' de X} sur (X! | X2, ... X} X7 ) et R* de X7 sur
<X%, X, XE . ,th_p, Xf_p>.

On consideére 'hypothese Hy : 7 X1t X2 7.

Réécrire les régressions R et R? sous Ho.

Montrer qu’a supposer qu’ €' est gaussien, le test de ’hypothése Hy se rameéne a un test de
Student que l'on explicitera.

On considere Uhypothese Hy : 7 X2/t~ X1 7.
En supposant qu’e est gaussien, proposer une procédure de test de H.
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