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ENSAE SE206 Enoncé et corrigé des travauz dirigés n°7 Exercic

Enoncé de 1’exercice 1

On considere une série réelle observée (y;)icfo,200) Pour laquelle on cherche une représentat
stationnaire, et dont la représentation est la suivante :

i ] n 1] E.t- M '.I: i (£} H:] 118 k1) n ([} 5 18 n ] H £
0 Q1 Justifier le modele ou y est la réalisation d’un processus Y non-stationnaire vérifiant
VieZ, (L)Y, =pu+Bt+e

ol € est un bruit blanc de variance o2 & déterminer.

0 Q2 Montrer qu’il existe un polynéme ®* tel que Y vérifie
Vit € Z, AY; = p+ Bt + oY1 + *(L)AY, + ¢

ou A=1-L.

0 Q3 On réalise alors la régression de AY; sur (1,¢,Y;_1,AY; 1,...,AY, g); estimation des pe
metres est la suivante (ot LX désigne la série (Yi_1),c;, et LY i désigne la série (AY;_;)

) :

Version du 20050121-11h02, révisée le 17 février 2005



ENSAE SE206 Enoncé et corrigé des travauz dirigés n°7 Exercice 1 ENSAE SE206 Enoncé et corrigé des travauz dirigés n°7 Exercic

Analysis of Variance (d) La régression de AY; sur (1,¢,Y; 1, AY; 1) :
Sum aof Mean Analysis of Variance
Source OF Squares Square £ Yalue ProbasF Sum of Mean
Model 10 2.16857 0.21586 20.901 0.0001 Source DF Sauares Sauvare F Valua Prob>F
Error 179 1.85724 0.01038 Model 3 2.22742 0.762647 71.388 0.0001
C Total 189 4.02581 LR B anny oo
Root MSE 0.10186 R=sauaia 9.5387 Reot MSE 0.10178 R-sauare 9.5260
Dep Mean 0.17388 Ad3 R-sq 0.5129 Dep Mean lugna70 Ad3 R=9a 03185
€N 58, ) . '
8.58278 Parameter Estimates
Parameter Estimates ) Parameter Standard T for HO:
Variable OF Estimate Error  Parameter=0 Frob > [|TI
i Paramater Standard T for HO: IMTERCEP 73 2
Variable DOF Estimate Zrror Param:t.rlﬂ Prob > |T| x 2 -&EEEE%S Ezg%ézggéz ggég E §§§§
%ft'fERCEP }‘ 3-333515 1.92139593 2.983 0.0033 LYl 1 0.719834 0.04962822 14.505 n.0901
6102 0.002064649 2.982 0.0033 N
LX 1 -0.036870 9.01233214 -2.990 0.0032 (e) Les auto-corrélations directes du modele final
LYl 1 0.727153 2.07300056 9.961 0.0001
Ly2 1 -0.050103 7.0910917% -0.550 0.5830
t;;-': 11. g ig?fi;g g.g:uesasz 1.649 0.1009 4utacoreslations
-0, .09078450 -1.117 0.2656 g .
LYS 1 -u . I]QQD[ zus‘ u - uqusujq]‘ _0 : 000 u i gqqq Lag Cu;-r ; ;; Cur"f éasn 1—[ 9876564321 ‘ins';'zig‘g‘:‘g‘:‘l .)lﬁ
LYé 1 -0.043771 1.08985315 -0.487 0.6268 2 %5"000cnes 3 | e ‘el
l‘:;; % -g.gggggé g.ng;suqa -0.010 0.9920 Z -0:800307% T i (973308
. .07315238 .053 0.2937 HE RPN T ‘ [
‘ i i f
e ) : . PSS 5 jiH
La modélisation proposée est-elle raisonnable ? RRRI I it
13 -0.0007829 686 | - 1073374
O Q4 Justifier le modele ol y est la réalisation d’un processus Y stationnaire vérifiant ERRIT S RE HE g1
1y ngsaniagse  g-alase ! ¢ qrases
SRR e
Vit € Z, A}/L =M + ﬁt + (ZS}/L_l + leA}//,_l + € Y 5”‘& §702 sss . : 75348
EIGHILI S R
" " marks two standard errors
On s’appuiera pour ce faire sur
. N f) Les auto-corrélations inverses du modele final
(a) Le test de ¢ay, , =+ = day, s =0 dans le modele a 8 retards : (f)

et v invarse Autacorralations
Dependent Variable: Y

- : 7861 tag Carrelation =1 9874563 2101236655 891
2 Humeratar: 9.2081 DF: 5 F value: 0.708% 1 lol0ses2 | i
Tenk: Demominater: 0.010374 DF: 179  Prob>f:  0.562¢ 1 Tesest 40 .
) ! s
(b) La régression de AY; sur (1,¢,Y,_1,AY,_y,...,AY; 3) : ; aanes = |
8 -g' el “l |
Analvsis af Yariance 1o -0l 8 I ‘! - I
1 9. 2 | N I
. Sum of Mean k2 2. : - |
Sourca oF Sauares Sauare £ Yalue PronF 2 -0:00%8% | i |
-0. - |
Hocke | I'1 2.24816 0.37802 36.277 9.0061 B e ;o o |
s TER um e se | i !
B 2 (28] {g g_ ; I L e |
fane MSE 3 -0. 5y O |
ge; Mean s 443% S T | e i
V. i el
4206933 E§ -0.09868 | Dexl |
Parameter .stimatas £ o3 g ]| o i
-’eram((er Standard T for HO:
Variable JF Estimate Error Parameter=0 Prob > [T]
pireRces 10658 o suaarai 5 389 - (g) Les auto-corrélations partielles du modéle final
¥ 1 0.00187706 2.808
LX 1 -0.031451 0.0112899¢ -2.786 ggggg
Lyl 1 0.740109 0.07085748 10.445 0.0001
LVg 1 -0.060819 0.08868608 ~0.586 0.4938
LY3 1 0.146091 0.08863452 1.826 0.L057

(c) Le test de ¢ay; , =+ = day; s = 0 dans le modele a 8 retards :

The SAS System

Depmndent Variable: V¥
Tast:

Humerator: 0.0068 OF: 7 F value: 0.6597
Denaminator: 0.010376 OF: 179 Prob>F: 0.7059
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Partial Autacerrelations

LeE

Lag Correlation -1 987 5656321
i 0.01380 .
2 -0.04008
3 0.11632
4 -0.02618
S -0.00875
6 -0.05951
7 =0.04355
8 .04756
9 .03607

10 .00167
11 7362
12 -0.00746
13 -0.07370
16 .02050
15 .06359
16 L01179
17 .02093
18 =n.l47641
19 .02405
20 -0.0l415
2L =N.01533
22 .09851
23 -0.08730
24 .064548

« %

xx.

TR

x|

(h) Le test de Porte-Manteau du bruit blanc du modéle final :

Autncorrelation Chaeck

To Chi

Lag Sauai
6 %
12 6.
18 12.
26 16.

0 Q5 Montrer que le modele retenu s’écrit

re 0
58

22

s
wne
R
sr@mmeT

Prob

0.733 0.01¢
0.905 -0.049
0.831 -0.077
0.859 0.028

for White Noise

Autocorreiations

-0.0640 0.115 -0.920
46

0.04
0.932
0.009

0.029 -0.010
0.058 -9.009
-0.067 0.097

(1 =pL)Y; = p+pt+ o1 AY, 1 + e

et exprimer p en fonction de ¢.

12345678291

O Q6 Tester 'hypothese “H : 3 =0 et p =17 en utilisant les tables suivantes :

(a)

TABLE!

E:2IRICAL DiSTRIMITION OF £,

(Syminetrie Distribution)

Dependent Variable: Y
Test: N

umerator :

0.0607 :
Denominator: 0.010401 DF:

Probability of & smaller value

Sample
w 050 093 . 0913 099
25 2.20 161 .97 341
50 213 156 239 118
100 217 2.54 2.36 in
250 216 253 - 284 319
500 216 152 283 8
© 216 2.52 23 118

s.c. 0.003 0.004 0.006 0.008

(b)

TABLE I

DF :

-_ FoR(a.p) = (0. Gt ¥, = w s p¥,_, +¢.

EsriricAL DISTRIBUTION OF 1y, FOR (. fl.p) = (0,0, ) IN Y, ma + ft +p¥,_  + ¢,
(Symmetric Distribution)

Esprricat Distrisumion or ®, For (a, B,p) = (0,0. 1) ¥, = a + fr +p¥,_, + ¢,

2
193

F value
Prob>F:

: 5.839
0.0036

TABLETT
EmpiricaL DistjuauTioN OF 1, FOR (a, f.p) = (0.0, )t ¥, =a + Bt +p¥,_  + ¢.

(Symmetric Distribution)

Sample Probability of & saller value

& 050 038 0973 099
25 2717 320 3.59 4.05
50 .75 314 347 3.87

100 21 311 J.a2 373

250 2.73 309 339 374

500 272 3.08 338 3.n
@ wmn 3.08 338 n

se. 0.004 0.005 0.007 0.008

TABLE Y

ENSAE SE206
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Sampte Probabisty ef spithise value Sample Probability of & smaller value

e size

- 093 0975 Liad . 001 001 003 010 0% 095 0913 099

25 235 325 374 25 061 075 039  LI0 467 568 675 821

50 281 318 3.60 50 062 077 091 L12 431 513 594 1!
100 279 4 3.53 100 063. 077 092 12 416 488 559 650
250 79 3 3.49 250 063 037 092 L3 407 475 540 622
500 278 n 348 500 063 077 092 LI3 405 471 S35 6IS
L 3.1 348 3 0.63 0.77 0.92 113 403 468 551 609
se 0,005 0.006 0.009 se 0003 0003 0003 0003 001 002 003 005

(c)
Version du 20050121-11h02, révisée le 17 février 2005 4

TABLEIV

E2PRICAL DISTRINGTION OF b, FOR (a.p) = (0. 1V 1N ¥, = + pi’

e

TABLEVT

EMPIRICAL DisTRIBUTION OF ®, FOR (a. f.p) = (2.0 1) ™ ¥, = a + Bt +p¥,_, -

Sample Probability of 3 smaller value Sample Probability of « smaller value
ite size
"”n 0.01 00123 003 o.10 0.50 093 0973 099 - o0t 0.023 0.03 o.10 050 095 0975 «
25 029 038 049 065 412 518 630 188 25 074 090 108 133 591 14 865 10
50 029 . 039 050 066 394 436 530 106 0 076 093 LIl 137 S6l 613 781 9
100 029 039 050 067 3386 471 55T 670 10 076 094 LIz 13 547 649 144 8
250 0.30 0.39 .51 0.67 381 4.63 5.45 6.52 250 0.76 0.94 113 139 539 6.}‘ 725 8
500 030 039 051 067 1719 461 54l 647 S0 076 094  LI3 139 536 630 120 8
@ 030 040 051 067 178 459 538 64) @ 077 0% 113 139 53 625 16 3
s.e 0002 0002 0002 0002 00 002 003 005 se. 0004 0004 0003 0004 0015 0020 0012 O
(d)
TABLEBS TABLE B.6
Critical Values for the Phillips-Perron Z, Test and for the Dickey-Fuller Test g:‘:"v"“ﬂfLWJmPPWZ-TmMMMMﬂﬂ-Fuﬂu1
Based on Estimated OLS Autoregressive Coefficient on Estimal ¢ Statistic
Sample Probability that T(p — 1) is less than entry Sﬂ" Probability that (p — 1)/, is less than entry
ﬂ;' 001 0025 005 010 09 095 0975 099 T 0.01  0.025  0.05 0.10 0.90 095  0.975
Case 1 Case 1
25 -119 -93 =73 =53 101 140 179 -266 -226 -195 -160 092 133 170
50 -129 -99 =77 =55 097 135 170 -262 -225 -195 -161 091 131 1.6
100 -133 -102 =79 =56 095 131 165 100 -2.60 -224 -195 -1.61 090 - 129 164
250 -13.6 -103 -80 =57 093 128 162 250 -2.58 -223 -195 -1.62 089 129 163
500 -13.7 -104 -80 -57 - 093 128 161 500 -2.58 -223 -195 -1.62 089 128 162
® -138 -105 -81 =57 093 128 160 ®  -258 -223 -195 -1.62 08 128 162
Case2 Case 2 .
25 -172 -146 -125 -102 -076 001 065 25 375 =333 —300 -2.63 —-037 000 034
50 -189 -157 -133 -107 —0.81 -0.07 053 S0 —3558 -322 -293 —260 —040 —003 029
100 -198 -163 -13.7 -110 -0.83 -0.10 047 100 -351 —3.17 -289 -258 —-042 -005 026
250 -203 -166 -140 -112 -08 -012 043 250 -3.46 -3.14 -288 -257 —042 -006 024
500 -20.5 -168 -14.0 -112 -084 -013 042 500 —344 -313 -287 —257 —043 -007 024
® =207 -169 -141 -1:3 -085 -013 041 ® 343 313 -286 -257 —044 -007 023
Case 4 x
Case 4
23 -2 -199 -19 -156 -251 -153 35 A8 <505 -360 —3% —L14 —0.80
50 -257 -224 -198 -168 -2.60 -1.66
B 50 -415 -3.80 -350 -3.18 -119 -0.87
100 -274 -23.6 -207 -17.5 -262 -173 i bt
= = - - & -178 -404 =373 -345 -315 -122 -090
250 -284 -244 -213 -18.0 264 -1 3% T8 o o
500 -289 -248 -21.5 -18.1 -2.65 -178 =399 -3.69 -343 -313 -123 -092
@ 205 -251 -218 -183 266 —-179 500 -398 -3.68 -3.42° -3.13 -124 -093
® =396 -3.66 -341 -3.12 -125 —0.94

The probability shown at the head of the column is the area in the loft-hand tail.

(e)

Source: Wayne A. Fuller, Introduction to Statistical Time Series, Wiley, New York, 1976, p. 371/

O Q7 Tester finalement I'hypotheése “H32 : 1 =0,3 =0 et p = 1" et conclure.

‘The probability shown at the head of the column is the area in the left-hand tail.
Source: Wayne A. Fuller, Introduction to Statistical Time Series, Wiley, New York, 1976, §
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ENSAE SE206 Enoncé et corrigé des travauz dirigés n°7 Exercice 1

Corrigé de 1l’exercice 1

0 Q1 L’observation de la série fait apparaitre une tendance déterministe linéaire : la série observée
est “assez proche” d’une certaine droite g, = a + bt.

Si on admet, comme le suggere son graphe, qu’a cette composante déterministe pres elle est
en outre stationnaire du second ordre, alors le processus Y dont elle est la réalisation admet
une représentation auto-régressive infinie de la forme

O(L)(Y; —a—bt) = e

Or, & supposer que ®(X) = Z,:fa &1 X" ainsi que sa dérivée sont de rayon supérieur a 1 on a
+oo
O(L)o(bt), = bY du(t—k)
k=0

(5)e(e)

bd (1)t — bd'(1)

Comme ®(L) o (a) = (1) X a il vient en notant p = a — bP’'(1) et 5 = bP(1)

(L)Y, =p+Pt+e

En pratique, on se contente de chosir ® de degré fini mais assez grand pour que € soit signifi-
cativement un bruit blanc.

0 Q2 Afin de tester la présence éventuelle d’une racine unitaire, on cherche a factoriser "de force”
®(L) par 1 — L (transformation de BEVERIDGE-NELSON, voir TD 4, exercice 1
) : pour ce faire on effectue la division euclidienne ®(X) par 1 — X ce qui s’écrit, comme 1 est
racine de ®(X) — (1) ?

(X)) = -2 L eR[X], d°®t <d°d—1

Alors
O(X) = o(1) + (1 — X)d"(X)

LCette opération n’est normalement définie que pour les polynomes, i.e. lorsque ® est de degré fini. Si d°® = +oc on
définit @ N (X) = Z;I::o ¢1X* dont on tire ®}(X) pour N > 1, dont on montre qu’elle est convergente de rayon supérieur
al.

Version du 20050121-11h02, révisée le 17 février 2005 6
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et donc

OL)Y = d1)xY+(1-L) - ®T(L)oY
= (1) xY +®t(L)o AY

= B(1)x Y+ &H(0) x AY + | &F(L) — &H(0) | o AY
~—— —_—
B(0)—B(1) —3+(L)

= (1) xY +(1—®(1)) x AY — ®*(L) o AY

= AY + ®(1)LY — ®*(L) o AY

et comme par ailleurs ®(L)Y; = p + [t + ¢ il vient en définitive

AY; = p+ Bt + ¢ (L)AY; — 2(1)Y;-1 + &

qui est bien le modele recherché en posant ¢ = —®(1).

Notons que par construction ®*(0) = 0, donc ®*(X) ne contient que des puissances stricem
positives de X, et donc ®*(L) o AY; ne contient que des valeurs passées AY; 1, AY; o, ...
AY,.

Tester si le modele est intégré, c’est tester si ®(1) = 0; sous cette forme cela revient just
tester si le ceefficient ¢ de Y;_; est non-significativement non-nul.

Il aurait été possible de pratiquer une telle régression directement sur I’équation en Y; au |
de celle en AY;; mais comme Y n’est pas stationnaire, Cov (Y3, Y;11) est significative pour t
h, donc la régression aurait dii comporter une infinité de variables explicatives (Y;—p);~;
I'inverse si AY est stationnaire, un nombre fini d’explicatives peut suffire.

0 Q3 1l est tout d’abord nécessaire de déterminer ® tel que le modele soit vérifié. Pour ce faire

choisit un degré arbitrairement grand pour ® (ici 9) ? et on vérifie que le modele estimé

la régression des moindres carrés ordinaires ? est statistiquement valide ; dans le cas présent
R? ajusté (qui vaut 0,5129) assure que le modele capture une part suffisante de la variance
donc que suffisamment de variables explicatives AY;_1, AY;_,,... ont été introduites.
Remarquons que lorsque AY est stationnaire, les ceefficients de la régression sont donc aymy
tiquement normaux, ce qui justifie ’emploi du test de Student pour tester leur significativi
En loccurence, on observe que les ceefficients de la régression sur AY; 4,...,AY; g ne s
(individuellement) pas significativement non-nuls (colonne Prob > 7] ).

Ainsi la modélisation proposée est valide mais le modele estimé ici n’est pas significatif.

0OQ4 (a)

(b)
()

2Car 8 = d°®* = d°®T =d°® — 1.
3Puisque € est censé étre un bruit blanc.
4En toute généralité il serait possible que AY ne soit pas stationnaire, auquel cas 'emploi du test de Student se

inadapté.
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ENSAE SE206 Enoncé et corrigé des travauz dirigés n°7 Exercice 1

On se propose donc de déterminer le sous-modele minimal qui soit totalement significatif.
Remarque : Bien que I'on observe a ce stade que le coefficient en Y;_; est significativement non-

nul, on ne peut pas en déduire qu’il le sera aussi dans le sous-modele ol tous les ceefficients

. . . 5 z . 7 . N . . ez
sont significatifs.” Il est nécessaire de déterminer ce sous-modele et d’y tester la significativité du
coefficient en Y;_;.

Compte-tenu de la régression précédente, on teste la nullité simultanée des coefficients
de AY;_4,...,AY; g dans la régression. En l'occurence, 'hypothese Hy : ¢ day, , =
-+ = ¢ay, s = 07 est acceptée car la statistique de Fisher associée vaut 0,7841 .

— On effectue donc la régression de AY sur (1,¢,Y;1,AY;_4,...,AY;_4), et on observe
que le modele ainsi estimé est valide (ce qui est heureux).
Il apparait cependant que les ceefficients de AY; 5 et de AY; 3 sont individuellement
non-significativement non-nuls.

— On effectue donc le test de la nullité simultanée de ces ceefficients en formulant ’hypo-
these H() . ¢AY¢,72 == (ZSAYF& =0".

Remarque : Noter que tester successivement

i. la nullité simultanée des ceefficients de AY; 4, ..., AY; g
dans la régression sur (1,¢,Y;_1,AY;_1,...,AY;_g)
ii. puis la nullité simultanée des ccefficients de AY;_9 et AY;_3
dans la régression sur (1,¢,Y;_1,AY;_1,...,AY;_3)
est moins robuste statistiquement que de tester directement la nullité simultanée des coefficients
de AY;_9,...,AY;_g dans la régression sur (1,¢,Y;—1,AY;_1,...,AY;_g).
En Toccurence, I'hypotheése est acceptée car la statistique de Fisher associée vaut
0,6597

5La statistique de Student du ccefficient 3 dans la régression ordinaire

Y =aX' 4+ X2 +~4X3+U

est .
B—fo
th = [~
o3
ot 02 désigne le terme diagonal de la matrice de variance-covariance ¥ de 16}

y
Or rien ne dit que cette matrice ne dépend pas de X, méme si vy est non-significativement non-nul : comme B =
(X2'X2)"1X2'Y et 4 = (X3 X%)"1X3'Y pour peu que Cov (X2,X3) # 0, la matrice & dépendra de 4 (au sens ou
Cov (S3,4) #0).
En l'occurence, on sait (voir TD 2, exercice 3 ) comme AY est stationnaire que AY;_; et AY;_; sont
certainement corrélés.

Version du 20050121-11h02, révisée le 17 février 2005 8
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— On effectue donc en définitive la régression de AY sur (1,¢,Y;1, AY;_1), et on obse
que le modele ainsi estimé est valide. On constate en outre qu’aucun ccefficient n’
individuellement non-significatif.

On procede donc a l'identification du modele AR (voir TD 5, exercice 1

en AY sur les explicatives t et LY.

On observe en l'occurence que les auto-corrélations directes décroissent “exponentie
ment” vers 0 (en 'occurence, elles ne sont plus significativement non-nulles des 1'or
h > 3); en outre le test de Porte-Manteau permet de conclure que le résidu estimé e
non-significativement différent d’un bruit blanc.

0 Q5 Le modele estimé s’écrit
AY, = p+ ft+ @Y1 + 1 AY 1 + ¢
ou ¢y est le coefficient en X de ®*(X), ce qui se rééerit encore
(1 —pL)Y, = p+ Bt +¢1AY 1 +¢

en posant p =1+ ¢.
0 Q6 (a)
(b)
(c)
(d)
(e) Sous HJ le modele se rééerit

Yi=p+Yi1a+01AY 1+ e

La statistique de test associée est celle de la table VI , selon laquelle le fractile & 5% v
6,34 (on retient la valeur pour 250 observations %) ; comparée a la valeur empirique
F-Value : 5,83 on accepte donc 'hypothese H{.
0 Q7 On constate que H2 — HJ ; comme H} est acceptable on se propose de tester H3.
Sous ‘H2 le modele se rééerit
;=Y +01AY ) + &
La statistique de test associée est celle de la table V , selon laquelle le fractile a 5% vaut 4,
comparée A la valeur empirique F-Value : 10,75 on rejette donc 'hypothese H3.

Enoncé de 1’exercice 2

SPlutot que celle pour 100 observations, car le test est ainsi plus restrictif : si on accepte H, avec le fractile &
observations, on l'accepterait a fortiori avec celui a 100 observations.
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ENSAE SE206 Enoncé et corrigé des travauz dirigés n°7 Exercice 2

On considére un processus stationnaire multivarié X € ((R”)Q)Z, n > 2, qui suit le modele
auto-régressif

(L)X =€
ol € est un bruit blanc de variance-covariance ¥ suposée définie positive. On suppose en outre
que le modele est sous forme canonique, c’est-a-dire que les racines de Det® sont toutes de
module stictement supérieur a un.

Xl
On se donne m € [1,n — 1] et on note X = ( X2 > % :7:_ m S on cherche a donner un sens

A l'expression “y est la cause 2. 7

Al,l A1,2 I m
A>L | A%2 ) In—m

Dans la suite pour toute matrice A de M, (R) sera notée A = (

B Partic 1 Définition de la notion de causalité

0 Q1 A un instant donné, Vintuition suggere que si X2 cause X{ alors X7 intervient significativement
dans la valeur de X} ; en particulier la prévision optimale de X} n’est dans ce cas pas la méme
selon que I'on connait X7 ou pas. On dit donc que X7 ne cause pas instantanément X/} au sans
de Granger, et on note X2~ X1, ssi EL (X} X2, X;-1,...) = EL(X}| X1, ...)

(a) Montrer que EL (X}|X? X;—1,...) = EL (X} X;_1,...) + EL (¢}|€?)

(b) Montrer que

2 1 12 _ 1 2
XX, & ¥ =(0) & X, ¥ X;

(on dit dans ce cas par symétrie que X? et X' ne se causent pas instantanément au sens

de Granger).

0 Q2 Par extension on dit alors que X? ne cause pas globalement X', ou simplement que X?2
ne cause pas X! au sens de Granger (ce que l'on note X258~ X') ssi

Vt € Z, BL (X} X,_1,...) = EL (X}|X},,..)

On cherche & montrer que
X2 X' & o(X)M2 = (0)

(ot ®(X)12 désigne le bloc supérieur droit du polyndome matriciel ®(X)).
(a) Montrer tout d’abord que ®(X)»? = (0) — X%~ X'
(b) Ecrire dans le cas général la décomposition de Wold de X! sur (¢!, €?).
On suppose que X2~ X1: montrer qu’e! est alors 'innovation de X!.
(d) En déduire que si X258~ X1, alors ®(X)4? = (0).

B Partie 2 Test de la notion de causalité

"La démarche proposée est tirée (de fagon tres simplifiée) des travaux de Clive W.J. Granger, co-lauréat avec Robert
F. Engle du prix Nobel d’économie 2003. C. Granger fut lauréat non pas pour la notion de causalité qu’il définit
(utilisée pour établir la thése polémique du réchauffement de la planete), mais pour ses résultats de cointégration. Voir
http://www.nobel.se/economics/laureates/2003/ecoadv.pdf
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0 Ql

0 Q2

0 Q3

0 Q4

On se place dans le cas ot m =n —m =1, et on note p = d°®
On suppose de plus que ®(0) = Zd .

Montrer que X vérifie aussi le modele
(L)X =9

pour un certain polynome matriciel ¥ (de degré p) et un bruit blanc n & déterminer

Montrer que la régression R par les moindres carrés de X, sur (X;_1,...,X;_,) est équivale

aux deux estimations séparées R' de X} sur (X} |, X2, ..., X} X2 ) et R? de X}
<X%7th 17Xt 1s- - th p7X2 >
On considére I'hypothese Hg : 7 X1~ X2 7.

Réécrire les régressions R! et R? sous Ho.

Montrer qu’a supposer qu’ €' est gaussien, le test de I’hypothése H, se rameéne & un test
Student que 1'on explicitera.

On considére I'hypothese H : 7 X255~ X1 7.

En supposant qu’e est gaussien, proposer une procédure de test de Hj.

Corrigé de 1’exercice 2

0 Q1

(a) Le modele étant sous forme canonique, € est 'innovation du processus vectoriel X :
définition de Pinnovation ¢; = X; — EL (X;|X;_1,...) et donc en projetant pour i € {1

e, =X! — EL (X}|X;1,...)
(€? est I'innovation du processus X2 X 1)

EL (X!|X2 X 1,..) = EL(X!|(X3X2,,..), (XL,...))
Xfl (Q»Ef 17'~-)7(Xt1—17~--))
X (X2 XL o)

EL (
EL (
EL (
EL (X}|€2, X, 1,...)

A
Orvt€Z, AL (X, y,...) donc (¢}, X;—1,...) = () D (X;_1,...) et donc
A
EL (X)|XZ X,1,...) = EL(X!|) & EL (X}|X,1,...)
Or
&P
Xi =Y Xk +e
k=1

et el (X; 1,...) donc en projetant
EL (X;|¢}) = EL (¢

et donc finalement
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L (X}|X2 Xi-1,...) = EL (X} Xi-1,...) + EL (¢l|e?)

(b) Par définition pour t € Z

X7 X7 | & EL(X!X2 X, 1,..)=EL(X X\, ...
& EL (¢lef) =0
& Cov(ef,e) =(0)
& [ Z2=(0)
& Cov(e,ef) =(0)
& L) -0
& EL(XZXL X0 q,...) =EL(X2|X, ...
& | XA X
0O Q2 (a) Onapourte?Z
o
= Z GeXi—k + &
k=1
et donc en projetant
o o
Z‘Zﬁlﬁlth k+z¢i2Xt2 Kt e
k=1
Si ®(X)12 = (0) alors
o
= Z ‘bli'lthfk + E%
k=1
et donc
d°d
L (X! X1, ) =Y et X, =[EL (XTIXL,, )]
k=1

clest-a-dire X258~ X1,
(b) Comme € est I'innovation de X, soit (A),cy € Mn(R)N telle que

Vit € Z, X, = ZAkEtfk

Alors en projetant il vient ®

VieZ, X} = ZA Yl k+ZAizef .

2
) 2
8Chacune des deux sommes converge car HA,IC'] H < ||Ag|l5 et que Y-, Ag est normalement convergente.
2

(c) Supposons alors que X? /~= X!; alors pour tout ¢t € Z EL(X}X;-1,...)
EL (X} XL,,...) et donc X} — EL (X}|XL,,...) = X} — EL(X}|X,—1,...) = ¢ |
est donc I'innovation de X*.

(d) Si X?#~ X', alors X! adment une représentation de Wold sous la forme

+o00
=D Bl
k=0
ou By € M,,(R). On a par ailleurs pour tout ¢ € Z

+oo +oo
2 _ 21 1 22 2
Xt_E Aket—k+§ A6k
k=0 k=0

et donc oo
X/ _ =0 B (0) % €l
Xi AT A Cn
soit ¢
X = Z ( A2 1 Az 2 )Lk o
Alors

+o0

By, 0

e=d(L)X = (L) (Z ( Ai’; iig )Lk> o
k=0

et donc la matrice ( ( AZ 1 ég l )Xk) sur I'anneau M, (R)[X] est réguliere

est une inverse de ®(X), ce qui s’écrit encore par blocs

B(X) B(X)'2 15 Bt (0) _( Zdn _(0)
(860 s ) (&R @i )- (0 2l

et en particulier en considérant le bloc (1, 2) il vient

+o0
(0) x (XYM + (Z Azﬂxk> x O(X)1? = (0)
k=0
+oo k
>~ B,X (0) o oo 4225 < ~
Or ( k=0 2{“1 oo 92 ) est inversible, donc Fo0 A7°XK) également !
) z:() Ak Xk ::0 Ak Xk ( k=0 “"k )
onc

D(X)H? = (0) € M,(R)[X] et finalement

9 Avec la convention que

]Wl’lLk . le,nLk'

ML* = : :

MLk . MLk

et en remarquant que chaqze >k Ai’j X est convergente car \Ai.’j | < || Akl et que Y, Ax est normalement converge
0Comme la matrice < B C ) est triangulaire par blocs, si elle est inversible, alors C' 'est également.
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ENSAE SE206

0 QL

0 Q2

ce qui acheéve la preuve de la réciproque.

On sait que
(L)X =e¢

. 1 0., .
donc pour tout @ € R en multipliant par ( a1 ) il vient

(L 0)ow)ex—( 1 0)e

Notons donc n = ( —104 (1J ) X €; alors pour tout t € Z et l € Z
ooy 1 0
Cov (e, m-1) = ( a1 ) Cov (e, €1-1) ( o 1 )

. . 1,2 . .
Posons en particulier @ = % : alors Cov (ny, :—;) = 0 et donc 1 est un bruit blanc. Sa matrice
de variance-covariance est alors

1 0 1 —a b 0
= 12\2
(Caa)s(o )= sty

1 0
—a 1

\P(O):(ja ?)X@(O):<—la ?)

(car ®(0) = Zd ), donc ¥(0) est bien inversible et le modele est correctement spécifié.

Notons enfin ¥(X) la matrice a ccefficients dans R[X] ( ) x ®(X); alors

D’une fagon générale, 'estimateur des moindres carrés ordinaires de la régression de Y = Xbo4+U
est, si X est de plein rang, by, = (X'Q1X)7 X' x Q1Y ol Q désigne la matrice de variance-
covariance de U.

Considérons alors les deux sous-blocs

(=)= () ()

Ut Ql’l‘ (0) . .
et supposons que V< 2 > = ( @] ‘ 022 soit bloc-diagonale.
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Alors

1
by = (X'QX) X x Q7 (%)

(o) ) e () (50)
(X’ Q! X) Xk @)y
(X’ (Q22)7! X)_l X' x (Q22) 7 y?

_ {)17,ch
b2ng

Dans le cas présent, la régression R s’écrit
b

1 0 X}
(G-

tandis que les sous-régressions R' et R? s’écrivent respectivement

RY: X} =( Xy o Xp, | X2, 0 X, ) x| =k |
1
et

(R¥): X2=( X} | X, - XL, | X2, - X2, ) x| ¢¥ | +9
oy

v

T 0

comme V (1) = ( 0y (312) > est diagonale, I'estimation des ceefficients de W
0o w2 7]
SI1

la régression globale R est équivalente & celle résultant des deux sous-régressions R! et R?
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0 Q3 L’hypothese Hy se rééerit “X12 = 07 soit encore “a = 07.

61

Remarquons en outre que si € est gaussien, alors il en va de méme pour n = 5 Cov(ete) |
€ — —g—€
V()
tester Hy revient donc a tester la nullité individuelle du ceefficient estimé @, ce qui peut étre
fait au moyen de la statistique de Student habituelle.
Remarquons que sous H, seule la régression R? est modifiée ; il suffit donc de pratiquer le test
dans la seule régression R2.

O Q4 L’hypothese Hj se rééerit “vVk € N, ¢11€,2 = 07 soit encore “Vk € N, 1/1,1’2 =0
Le test de H{ revient alors au test de la nullité simultanée des ccefficients estimés < ]1 ’2, e 1&;’2) ,
qui peut étre conduit au moyen de la statistique de Fisher. 1
Remarquons que cette fois sous Hy seule la régression R! est modifide, et tester H revient a
tester la régression R' sous Hj par rapport a R! sous —Hg. Ainsi il suffit de pratiquer le test
dans la seule régression R*.

. SCRy¢,—SCR-,
M A savoir F' = 2?1?7%‘“0
SCR-7,

et p le nombre de variables dont on teste la nullité simultanée, et bien-sur SC Ry désigne la somme des carrés des résidus
estimés (i.e. la variance non-expliquée) sous I'hypothese H. Si Hy est vraie alors F' suit une loi de Fisher F(p, T — 2p).

L;Zp ou T désigne le nombre d’observations, 2p le nombre total de variable explicatives
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