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Enoncé de l’exercice 1

On considère une série réelle observée (yt)t∈J0,200K pour laquelle on cherche une représentation
stationnaire, et dont la représentation est la suivante :

☞ Q1 Justifier le modèle où y est la réalisation d’un processus Y non-stationnaire vérifiant

∀t ∈ Z, Φ(L)Yt = µ+ βt+ εt

où ε est un bruit blanc de variance σ2
ε à déterminer.

☞ Q2 Montrer qu’il existe un polynôme Φ∗ tel que Y vérifie

∀t ∈ Z, ∆Yt = µ+ βt+ φYt−1 + Φ∗(L)∆Yt + εt

où ∆ =

�

− L.

☞ Q3 On réalise alors la régression de ∆Yt sur 〈1, t, Yt−1,∆Yt−1, . . . ,∆Yt−8〉 ; l’estimation des para-
mètres est la suivante (où LX désigne la série (Yt−1)t∈Z

et LY i désigne la série (∆Yt−i)t∈Z

) :
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La modélisation proposée est-elle raisonnable ?

☞ Q4 Justifier le modèle où y est la réalisation d’un processus Y stationnaire vérifiant

∀t ∈ Z, ∆Yt = µ+ βt+ φYt−1 + φ1∆Yt−1 + εt

On s’appuiera pour ce faire sur

(a) Le test de φ∆Yt−4
= · · · = φ∆Yt−8

= 0 dans le modèle à 8 retards :

(b) La régression de ∆Yt sur 〈1, t, Yt−1,∆Yt−1, . . . ,∆Yt−3〉 :

(c) Le test de φ∆Yt−2
= · · · = φ∆Yt−8

= 0 dans le modèle à 8 retards :

Version du 20050121-11h02, révisée le 17 février 2005 2

ensae.net
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(d) La régression de ∆Yt sur 〈1, t, Yt−1,∆Yt−1〉 :

(e) Les auto-corrélations directes du modèle final

(f) Les auto-corrélations inverses du modèle final

(g) Les auto-corrélations partielles du modèle final
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(h) Le test de Porte-Manteau du bruit blanc du modèle final :

☞ Q5 Montrer que le modèle retenu s’écrit

(

�

− ρL)Yt = µ+ βt+ φ1∆Yt−1 + εt

et exprimer ρ en fonction de φ.

☞ Q6 Tester l’hypothèse “H1
0 : β = 0 et ρ = 1” en utilisant les tables suivantes :

(a)

(b)

(c)
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(d)

(e)

☞ Q7 Tester finalement l’hypothèse “H2
0 : µ = 0, β = 0 et ρ = 1” et conclure.
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Corrigé de l’exercice 1

☞ Q1 L’observation de la série fait apparâıtre une tendance déterministe linéaire : la série observée
est “assez proche” d’une certaine droite ȳt = a+ bt.

Si l’on admet, comme le suggère son graphe, qu’à cette composante déterministe près elle est
en outre stationnaire du second ordre, alors le processus Y dont elle est la réalisation admet
une représentation auto-régressive infinie de la forme

Φ(L)(Yt − a− bt) = εt

Or, à supposer que Φ(X) =
∑+∞

k=0 φkX
k ainsi que sa dérivée sont de rayon supérieur à 1 on a

Φ(L) ◦ (bt)t = b
+∞∑

k=0

φk(t− k)

= b

(
+∞∑

k=0

φk

)
t− b

(
+∞∑

k=0

kφk

)

= bΦ(1)t− bΦ′(1)

Comme Φ(L) ◦ (a) = Φ(1) × a il vient en notant µ = a− bΦ′(1) et β = bΦ(1)

Φ(L)Yt = µ+ βt+ εt

En pratique, on se contente de chosir Φ de degré fini mais assez grand pour que ε soit signifi-
cativement un bruit blanc.

☞ Q2 Afin de tester la présence éventuelle d’une racine unitaire, on cherche à factoriser ”de force”
Φ(L) par

�

− L (transformation de Beveridge-Nelson, voir TD 4, exercice 1
) : pour ce faire on effectue la division euclidienne Φ(X) par 1 − X ce qui s’écrit, comme 1 est
racine de Φ(X) − Φ(1) 1

Φ+(X) =
Φ(X) − Φ(1)

(1 − X)
∈ R[X], d◦Φ+ ≤ d◦Φ − 1

Alors
Φ(X) = Φ(1) + (1 − X)Φ+(X)

1Cette opération n’est normalement définie que pour les polynômes, i.e. lorsque Φ est de degré fini. Si d◦Φ = +∞ on
définit ΦN (X) =

∑N

k=0
φkX

k dont on tire Φ+

N (X) pour N ≥ 1, dont on montre qu’elle est convergente de rayon supérieur
à 1.
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et donc

Φ(L)Y = Φ(1) × Y + (

�

− L) · Φ+(L) ◦ Y

= Φ(1) × Y + Φ+(L) ◦ ∆Y

= Φ(1) × Y + Φ+(0)︸ ︷︷ ︸
Φ(0)−Φ(1)

× ∆Y +


Φ+(L) − Φ+(0)︸ ︷︷ ︸

−Φ∗(L)


 ◦ ∆Y

= Φ(1) × Y + (1 − Φ(1)) × ∆Y − Φ∗(L) ◦ ∆Y

= ∆Y + Φ(1)LY − Φ∗(L) ◦ ∆Y

et comme par ailleurs Φ(L)Yt = µ+ βt+ εt il vient en définitive

∆Yt = µ+ βt+ Φ∗(L)∆Yt − Φ(1)Yt−1 + εt

qui est bien le modèle recherché en posant φ = −Φ(1).

Notons que par construction Φ∗(0) = 0, donc Φ∗(X) ne contient que des puissances stricement
positives de X, et donc Φ∗(L) ◦ ∆Yt ne contient que des valeurs passées ∆Yt−1,∆Yt−2, . . . de
∆Yt.

Tester si le modèle est intégré, c’est tester si Φ(1) = 0 ; sous cette forme cela revient juste à
tester si le cœfficient φ de Yt−1 est non-significativement non-nul.

Il aurait été possible de pratiquer une telle régression directement sur l’équation en Yt au lieu
de celle en ∆Yt ; mais comme Y n’est pas stationnaire, Cov (Yt, Yt+h) est significative pour tout
h, donc la régression aurait dû comporter une infinité de variables explicatives (Yt−h)h≥1 . . . A
l’inverse si ∆Y est stationnaire, un nombre fini d’explicatives peut suffire.

☞ Q3 Il est tout d’abord nécessaire de déterminer Φ tel que le modèle soit vérifié. Pour ce faire on
choisit un degré arbitrairement grand pour Φ (ici 9) 2 et on vérifie que le modèle estimé par
la régression des moindres carrés ordinaires 3 est statistiquement valide ; dans le cas présent, le
R2 ajusté (qui vaut 0, 5129) assure que le modèle capture une part suffisante de la variance, et
donc que suffisamment de variables explicatives ∆Yt−1,∆Yt−2, . . . ont été introduites.

Remarquons que lorsque ∆Y est stationnaire, les cœfficients de la régression sont donc aympto-
tiquement normaux, ce qui justifie l’emploi du test de Student pour tester leur significativité.4

En l’occurence, on observe que les cœfficients de la régression sur ∆Yt−4, . . . ,∆Yt−8 ne sont
(individuellement) pas significativement non-nuls (colonne Prob > |τ| ).

Ainsi la modélisation proposée est valide mais le modèle estimé ici n’est pas significatif.

☞ Q4 (a)

(b)

(c)

2Car 8 = d◦Φ∗ = d◦Φ+ = d◦Φ − 1.
3Puisque ε est censé être un bruit blanc.
4En toute généralité il serait possible que ∆Y ne soit pas stationnaire, auquel cas l’emploi du test de Student serait

inadapté.
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(d)

(e)

(f)

(g)

(h) On se propose donc de déterminer le sous-modèle minimal qui soit totalement significatif.
Remarque : Bien que l’on observe à ce stade que le cœfficient en Yt−1 est significativement non-

nul, on ne peut pas en déduire qu’il le sera aussi dans le sous-modèle où tous les cœfficients

sont significatifs.5 Il est nécessaire de déterminer ce sous-modèle et d’y tester la significativité du

cœfficient en Yt−1.

– Compte-tenu de la régression précédente, on teste la nullité simultanée des cœfficients
de ∆Yt−4, . . . ,∆Yt−8 dans la régression. En l’occurence, l’hypothèse H0 : “ φ∆Yt−4

=
· · · = φ∆Yt−8

= 0 ” est acceptée car la statistique de Fisher associée vaut 0,7841 .
– On effectue donc la régression de ∆Y sur 〈1, t, Yt−1,∆Yt−1, . . . ,∆Yt−4〉, et on observe

que le modèle ainsi estimé est valide (ce qui est heureux).
Il apparâıt cependant que les cœfficients de ∆Yt−2 et de ∆Yt−3 sont individuellement

non-significativement non-nuls.
– On effectue donc le test de la nullité simultanée de ces cœfficients en formulant l’hypo-

thèse H0 : “ φ∆Yt−2
= · · · = φ∆Yt−8

= 0 ”.

Remarque : Noter que tester successivement

i. la nullité simultanée des cœfficients de ∆Yt−4, . . . , ∆Yt−8

dans la régression sur 〈1, t, Yt−1, ∆Yt−1, . . . , ∆Yt−8〉

ii. puis la nullité simultanée des cœfficients de ∆Yt−2 et ∆Yt−3

dans la régression sur 〈1, t, Yt−1, ∆Yt−1, . . . , ∆Yt−3〉

est moins robuste statistiquement que de tester directement la nullité simultanée des cœfficients

de ∆Yt−2, . . . , ∆Yt−8 dans la régression sur 〈1, t, Yt−1, ∆Yt−1, . . . , ∆Yt−8〉.

En l’occurence, l’hypothèse est acceptée car la statistique de Fisher associée vaut
0,6597

5La statistique de Student du cœfficient β dans la régression ordinaire

Y = αX1 + βX2 + γX3 + U

est

tX2 =
β̂ − β0√

σ̂2
2

où σ̂2
2 désigne le terme diagonal de la matrice de variance-covariance Σ de




α

β

γ


.

Or rien ne dit que cette matrice ne dépend pas de X3, même si γ est non-significativement non-nul : comme β̂ =
(X2′X2)−1X2′Y et γ̂ = (X3′X3)−1X3′Y pour peu que Cov

(
X2, X3

)
6= 0, la matrice Σ dépendra de γ̂ (au sens ou

Cov
(
Σi,3, γ̂

)
6= 0 ).

En l’occurence, on sait (voir TD 2, exercice 3 ) comme ∆Y est stationnaire que ∆Yt−1 et ∆Yt−i sont
certainement corrélés.
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– On effectue donc en définitive la régression de ∆Y sur 〈1, t, Yt−1,∆Yt−1〉, et on observe
que le modèle ainsi estimé est valide. On constate en outre qu’aucun cœfficient n’est
individuellement non-significatif.

On procède donc à l’identification du modèle Ar (voir TD 5, exercice 1 )
en ∆Y sur les explicatives t et LY .

On observe en l’occurence que les auto-corrélations directes décroissent “exponentielle-
ment” vers 0 (en l’occurence, elles ne sont plus significativement non-nulles dès l’ordre
h ≥ 3) ; en outre le test de Porte-Manteau permet de conclure que le résidu estimé ε est
non-significativement différent d’un bruit blanc.

☞ Q5 Le modèle estimé s’écrit

∆Yt = µ+ βt+ φYt−1 + φ1∆Yt−1 + εt

où φ1 est le cœfficient en X de Φ∗(X), ce qui se réécrit encore

(

�

− ρL)Yt = µ+ βt+ φ1∆Yt−1 + εt

en posant ρ = 1 + φ.

☞ Q6 (a)

(b)

(c)

(d)

(e) Sous H1
0 le modèle se réécrit

Yt = µ+ Yt−1 + φ1∆Yt−1 + εt

La statistique de test associée est celle de la table VI , selon laquelle le fractile à 5% vaut
6,34 (on retient la valeur pour 250 observations 6) ; comparée à la valeur empirique de
F-Value : 5,83 on accepte donc l’hypothèse H1

0.

☞ Q7 On constate que H2
0 → H1

0 ; comme H1
0 est acceptable on se propose de tester H2

0.

Sous H2
0 le modèle se réécrit

Yt = Yt−1 + φ1∆Yt−1 + εt

La statistique de test associée est celle de la table V , selon laquelle le fractile à 5% vaut 4,75 ;
comparée à la valeur empirique F-Value : 10,75 on rejette donc l’hypothèse H2

0.

?
? ?

Enoncé de l’exercice 2

6Plutôt que celle pour 100 observations, car le test est ainsi plus restrictif : si on accepte H0 avec le fractile à 250
observations, on l’accepterait a fortiori avec celui à 100 observations.
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On considère un processus stationnaire multivarié X ∈
(
(Rn)Ω

)Z

, n ≥ 2, qui suit le modèle

auto-régressif
Φ(L)X = ε

où ε est un bruit blanc de variance-covariance Σ suposée définie positive. On suppose en outre
que le modèle est sous forme canonique, c’est-à-dire que les racines de DetΦ sont toutes de
module stictement supérieur à un.

On se donne m ∈ J1, n− 1K et on note X =

(
X1

X2

)
l m
l n−m

; on cherche à donner un sens

à l’expression “y est la cause x”. 7

Dans la suite pour toute matrice A de Mn(R) sera notée A =

(
A1,1 A1,2

A2,1 A2,2

)
l m
l n−m

.

¥ Partie 1 Définition de la notion de causalité

☞ Q1 A un instant donné, l’intuition suggère que si X2
t

cause X1
t

alors X2
t intervient significativement

dans la valeur de X1
t ; en particulier la prévision optimale de X1

t n’est dans ce cas pas la même
selon que l’on connâıt X2

t ou pas. On dit donc que X2
t ne cause pas instantanément X1

t au sans
de Granger, et on note X2 /∼Â X1, ssi EL (X1

t |X
2
t , Xt−1, . . .) = EL (X1

t |Xt−1, . . .)

(a) Montrer que EL (X1
t |X

2
t , Xt−1, . . .) = EL (X1

t |Xt−1, . . .) + EL (ε1t |ε
2
t )

(b) Montrer que
X2

t /∼Â X1
t ⇔ Σ1,2 = (0) ⇔ X1

t /∼Â X2
t

(on dit dans ce cas par symétrie que X2 et X1 ne se causent pas instantanément au sens
de Granger).

☞ Q2 Par extension on dit alors que X2 ne cause pas globalement X1, ou simplement que X2

ne cause pas X1 au sens de Granger (ce que l’on note X2 /≈Â X1) ssi

∀t ∈ Z, EL
(
X1

t |Xt−1, . . .
)

= EL
(
X1

t |X
1
t−1, . . .

)

On cherche à montrer que
X2 /≈Â X1 ⇔ Φ(X)1,2 = (0)

(où Φ(X)1,2 désigne le bloc supérieur droit du polynôme matriciel Φ(X)).

(a) Montrer tout d’abord que Φ(X)1,2 = (0) → X2 /≈Â X1.

(b) Ecrire dans le cas général la décomposition de Wold de X1 sur 〈ε1, ε2〉.

(c) On suppose que X2 /≈Â X1 ; montrer qu’ε1 est alors l’innovation de X1.

(d) En déduire que si X2 /≈Â X1, alors Φ(X)1,2 = (0).

¥ Partie 2 Test de la notion de causalité

7La démarche proposée est tirée (de façon très simplifiée) des travaux de Clive W.J. Granger, co-lauréat avec Robert
F. Engle du prix Nobel d’économie 2003. C. Granger fut lauréat non pas pour la notion de causalité qu’il définit
(utilisée pour établir la thèse polémique du réchauffement de la planète), mais pour ses résultats de cointégration. Voir
http://www.nobel.se/economics/laureates/2003/ecoadv.pdf
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On se place dans le cas où m = n−m = 1, et on note p = d◦Φ.
On suppose de plus que Φ(0) = Id .

☞ Q1 Montrer que X vérifie aussi le modèle

Ψ(L)X = η

pour un certain polynôme matriciel Ψ (de degré p) et un bruit blanc η à déterminer

☞ Q2 Montrer que la régression R par les moindres carrés de Xt sur 〈Xt−1, . . . , Xt−p〉 est équivalente
aux deux estimations séparées R1 de X1

t sur
〈
X1

t−1, X
2
t−1, . . . , X

1
t−p, X

2
t−p

〉
et R2 de X2

t sur〈
X1

t
, X1

t−1, X
2
t−1, . . . , X

1
t−p, X

2
t−p

〉
.

☞ Q3 On considère l’hypothèse H0 : ”X1 /∼Â X2 ”.
Réécrire les régressions R1 et R2 sous H0.
Montrer qu’à supposer qu’ ε1 est gaussien, le test de l’hypothèse H0 se ramène à un test de
Student que l’on explicitera.

☞ Q4 On considère l’hypothèse H∗
0 : ”X2 /≈Â X1 ”.

En supposant qu’ε est gaussien, proposer une procédure de test de H∗
0.

Corrigé de l’exercice 2

☞ Q1 (a) Le modèle étant sous forme canonique, ε est l’innovation du processus vectoriel X : par
définition de l’innovation εt = Xt − EL (Xt|Xt−1, . . .) et donc en projetant pour i ∈ {1, 2}

εit = X
i
t − EL

(
X i

t |Xt−1, . . .
)

(ε2 est l’innovation du processus X2|X1)

EL
(
X1

t |X
2
t , Xt−1, . . .

)
= EL

(
X1

t |
(
X2

t , X
2
t−1, . . .

)
,
(
X1

t−1, . . .
))

= EL
(
X1

t |
(
ε2t , ε

2
t−1, . . .

)
,
(
X1

t−1, . . .
))

= EL
(
X1

t |ε
2
t ,
(
X2

t−1, . . . , X
1
t−1, . . .

))

= EL
(
X1

t |ε
2
t , Xt−1, . . .

)

Or ∀t ∈ Z, ε2t |= 〈Xt−1, . . .〉 donc 〈ε2t , Xt−1, . . .〉 = 〈ε2t 〉 ⊕

|=

〈Xt−1, . . .〉 et donc

EL
(
X1

t |X
2
t , Xt−1, . . .

)
= EL

(
X1

t |ε
2
t

)
⊕

|=

EL
(
X1

t |Xt−1, . . .
)

Or

Xt =
d◦Φ∑

k=1

ΦkXt−k + εt

et εt |= 〈Xt−1, . . .〉 donc en projetant

EL
(
X1

t |ε
2
t

)
= EL

(
ε1t |ε

2
t

)

et donc finalement
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EL (X1
t |X

2
t , Xt−1, . . .) = EL (X1

t |Xt−1, . . .) + EL (ε1t |ε
2
t )

(b) Par définition pour t ∈ Z

X2
t /∼Â X1

t ⇔ EL
(
X1

t |X
2
t , Xt−1, . . .

)
= EL

(
X1

t |Xt−1, . . .
)

⇔ EL
(
ε1t |ε

2
t

)
= 0

⇔ Cov
(
ε1t , ε

2
t

)
= (0)

⇔ Σ1,2 = (0)

⇔ Cov
(
ε1t , ε

2
t

)
= (0)

⇔ EL
(
ε2t |ε

1
t

)
= 0

⇔ EL
(
X2

t |X
1
t , Xt−1, . . .

)
= EL

(
X2

t |Xt−1, . . .
)

⇔ X1
t /∼Â X2

t

☞ Q2 (a) On a pour t ∈ Z

Xt =
d◦Φ∑

k=1

φkXt−k + εt

et donc en projetant

X1
t =

d◦Φ∑

k=1

φ1,1
k X1

t−k +
d◦Φ∑

k=1

φ1,2
k X2

t−k + ε1t

Si Φ(X)1,2 = (0) alors

X1
t =

d◦Φ∑

k=1

φ1,1
k X1

t−k + ε1t

et donc

EL
(
X1

t |Xt−1, . . .
)

=
d◦Φ∑

k=1

φ1,1
k X1

t−k = EL
(
X1

t |X
1
t−1, . . .

)

c’est-à-dire X2 /≈Â X1.

(b) Comme ε est l’innovation de X, soit (Ak)k∈N
∈ Mn(R)N telle que

∀t ∈ Z, Xt =
+∞∑

k=0

Akεt−k

Alors en projetant il vient 8

∀t ∈ Z, X1
t =

+∞∑

k=0

A1,1
k ε1t−k +

+∞∑

k=0

A1,2
k ε2t−k

8Chacune des deux sommes converge car
∥∥∥A1,j

k

∥∥∥
2

2

≤ ‖Ak‖
2

2
et que

∑
k Ak est normalement convergente.
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(c) Supposons alors que X2 /≈Â X1 ; alors pour tout t ∈ Z EL (X1
t |Xt−1, . . .) =

EL
(
X1

t |X
1
t−1, . . .

)
et donc X1

t − EL
(
X1

t |X
1
t−1, . . .

)
= X1

t − EL (X1
t |Xt−1, . . .) = ε1t : ε1

est donc l’innovation de X1.

(d) Si X2 /≈Â X1, alors X1 adment une représentation de Wold sous la forme

X1
t =

+∞∑

k=0

Bkε
1
t−k

où Bk ∈ Mm(R). On a par ailleurs pour tout t ∈ Z

X2
t =

+∞∑

k=0

A2,1
k ε1t−k +

+∞∑

k=0

A2,2
k ε2t−k

et donc (
X1

t

X2
t

)
=

( ∑+∞

k=0Bk (0)∑+∞

k=0A
2,1
k

∑+∞

k=0A
2,2
k

)
×

(
ε1t−k

ε2t−k

)

soit 9

X =
+∞∑

k=0

(
Bk (0)

A2,1
k A2,2

k

)
Lk ◦ ε

Alors

ε = Φ(L)X = Φ(L)

(
+∞∑

k=0

(
Bk (0)

A2,1
k A2,2

k

)
Lk

)
◦ ε

et donc la matrice

(∑+∞

k=0

(
Bk (0)

A2,1
k A2,2

k

)
X

k

)
sur l’anneau Mn(R)[X] est régulière et

est une inverse de Φ(X), ce qui s’écrit encore par blocs

(
Φ(X)1,1 Φ(X)1,2

Φ(X)2,1 Φ(X)2,2

)
×

( (∑+∞

k=0BkX
k
)

(0)(∑+∞

k=0A
2,1
k X

k
) (∑+∞

k=0A
2,2
k X

k
)
)

=

(
Idm (0)
(0) Idn−m

)

et en particulier en considérant le bloc (1, 2) il vient

(0) × Φ(X)1,1 +

(
+∞∑

k=0

A2,2
k X

k

)
× Φ(X)1,2 = (0)

Or

( ∑+∞

k=0BkX
k (0)∑+∞

k=0A
2,1
k X

k
∑+∞

k=0A
2,2
k X

k

)
est inversible, donc

(∑+∞

k=0A
2,2
k X

k
)

également10 et

donc

Φ(X)1,2 = (0) ∈ Mn(R)[X] et finalement

9Avec la convention que

MLk =




M1,1Lk · · · M1,nLk

...
...

Mn,1Lk · · · Mn,nLk




et en remarquant que chaque
∑

k A
i,j
k X

k est convergente car |Ai,j
k | ≤ ‖Ak‖2

et que
∑

k Ak est normalement convergente.

10Comme la matrice

(
A 0
B C

)
est triangulaire par blocs, si elle est inversible, alors C l’est également.
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Φ(L)1,2 = (0)

ce qui achève la preuve de la réciproque.

☞ Q1 On sait que
Φ(L)X = ε

donc pour tout α ∈ R en multipliant par

(
1 0
−α 1

)
il vient

((
1 0
−α 1

)
× Φ(L)

)
◦X =

(
1 0
−α 1

)
× ε

Notons donc η =

(
1 0
−α 1

)
× ε ; alors pour tout t ∈ Z et l ∈ Z

Cov (ηt, ηt−l) =

(
1 0
−α 1

)′

Cov (εt, εt−l)

(
1 0
−α 1

)

Posons en particulier α = Σ1,2

Σ1,1 : alors Cov (ηt, ηt−l) = 0 et donc η est un bruit blanc. Sa matrice
de variance-covariance est alors

(
1 0
−α 1

)
Σ

(
1 −α
0 1

)
=

(
Σ1,1 0

0 Σ2,2 −
(Σ1,2)

2

Σ1,1

)

Notons enfin Ψ(X) la matrice à cœfficients dans R[X]

(
1 0
−α 1

)
× Φ(X) ; alors

Ψ(0) =

(
1 0
−α 1

)
× Φ(0) =

(
1 0
−α 1

)

(car Φ(0) = Id ), donc Ψ(0) est bien inversible et le modèle est correctement spécifié.

☞ Q2 D’une façon générale, l’estimateur des moindres carrés ordinaires de la régression de Y = Xb+U
est, si X est de plein rang, b̂mcg = (X ′Ω−1X)

−1
X ′×Ω−1Y , où Ω désigne la matrice de variance-

covariance de U .

Considérons alors les deux sous-blocs
(
Y 1

Y 2

)
=

(
Xb1

Xb2

)
+

(
U1

U2

)

et supposons que V

(
U1

U2

)
=

(
Ω1,1 (0)
(0) Ω2,2

)
soit bloc-diagonale.
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Alors

b̂mcg =
(
X ′Ω−1X

)−1
X ′ × Ω−1

(
Y 1

Y 2

)

=

(
X ′

(
Ω1,1 (0)
(0) Ω2,2

)−1

X

)−1

×X ′ ×

(
Ω1,1 (0)
(0) Ω2,2

)−1(
Y 1

Y 2

)

=



(
X ′ (Ω1,1)

−1
X
)−1

X ′ × (Ω1,1)
−1
Y 1

(
X ′ (Ω2,2)

−1
X
)−1

X ′ × (Ω2,2)
−1
Y 2




=

(
b̂1mcg

b̂2mcg

)

Dans le cas présent, la régression R s’écrit

(
1 0
−α 1

)(
X1

t

X2
t

)
=
(
X1

t−1 · · · X1
t−p X2

t−1 · · · X2
t−p

)
×




ψ1,1
1 ψ2,1

...
ψ1,1

p ψ2,1
p

ψ1,2
1 ψ1,2

...
ψ2,1

p ψ2,2
p




+

(
η1

t

η2
t

)

tandis que les sous-régressions R1 et R2 s’écrivent respectivement

(R1) : X1
t =

(
X1

t−1 · · · X1
t−p X2

t−1 · · · X2
t−p

)
×




ψ1,1
1
...

ψ1,1
p

ψ1,2
1
...

ψ1,2
p




+ η1
t

et

(R2) : X2
t =

(
X1

t X1
t−1 · · · X1

t−p X2
t−1 · · · X2

t−p

)
×




α

ψ2,1
1
...

ψ2,1
p

ψ2,2
1
...

ψ2,2
p




+ η2
t

comme V (ηt) =

(
Σ1,1 0

0 Σ2,2 −
(Σ1,2)

2

Σ1,1

)
est diagonale, l’estimation des cœfficients de Ψ par

la régression globale R est équivalente à celle résultant des deux sous-régressions R1 et R2.
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Ensae SE206 Enoncé et corrigé des travaux dirigés n◦7 Exercice 2

☞ Q3 L’hypothèse H0 se réécrit “Σ1,2 = 0” soit encore “α = 0”.

Remarquons en outre que si ε est gaussien, alors il en va de même pour η =

(
ε1

ε2 −
Cov(ε2,ε1)

V(ε1)
ε1

)
;

tester H0 revient donc à tester la nullité individuelle du cœfficient estimé α̂, ce qui peut être
fait au moyen de la statistique de Student habituelle.

Remarquons que sous H0 seule la régression R2 est modifiée ; il suffit donc de pratiquer le test
dans la seule régression R2.

☞ Q4 L’hypothèse H∗
0 se réécrit “∀k ∈ N, φ1,2

k = 0” soit encore “∀k ∈ N, ψ1,2
k = 0”.

Le test de H∗
0 revient alors au test de la nullité simultanée des cœfficients estimés

(
ψ̂1,2

1 , . . . , ψ̂1,2
p

)
,

qui peut être conduit au moyen de la statistique de Fisher. 11

Remarquons que cette fois sous H∗
0 seule la régression R1 est modifiée, et tester H∗

0 revient à
tester la régression R1 sous H∗

0 par rapport à R1 sous ¬H∗
0. Ainsi il suffit de pratiquer le test

dans la seule régression R1.

?
? ?

11A savoir F =
SCRH0

−SCR¬H0

SCR¬H0

·T−2p
p

où T désigne le nombre d’observations, 2p le nombre total de variable explicatives

et p le nombre de variables dont on teste la nullité simultanée, et bien-sûr SCRH désigne la somme des carrés des résidus
estimés (i.e. la variance non-expliquée) sous l’hypothèse H. Si H0 est vraie alors F suit une loi de Fisher F(p, T − 2p).
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