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ENSAE SE206 Enoncé des travauz dirigés n°1 a 8 Séance 1

1 Travaux Dirigés n°1

Enoncé de ’exercice 1

Soit (€;)sez un bruit blanc (supposé dans £2) de variance 2 > 0.
Discuter dans chacun des cas suivants de la stationnarité de (X;)iez.

0 Ql Lorsque vVt € Z, Xt = € — €1 ?
0 Q2 Le processus (X;)ez défini pour (a, b, c) € R? par

Vit e Z, Xy =a+ be + ceiq

est-il (faiblement) stationnaire ?
Q3 Lorsque Vt € Z, X; = €;6;,_1, si € est un bruit blanc fort 7 Faible ?
Q4 Lorsque X est tel que Vt € Z, X; — X; | = ¢ (on supposera en outre que Vt > 0, ¢;-L X)) ?
Qb5 Lorsque Vt € Z, X; = €, cos(ct) + €1 sin(ct) pour ¢ € R donné?
Q6 Lorsque Vt € Z, X; = Z;O A (€r—i — €—i_1), pour XA € R (discuter selon \)?
Lorsque A €] — 1, 1], montrer qu'il existe un processus stationnaire Y tel que
(X, — Yi) == (0).

t——+o00

U Q7 La somme de deux processus stationnaires est-elle stationnaire 7

O o oo

Enoncé de ’exercice 2

On considere le processus défini par
VteZ Xy, =a+bt+ s +u

ol a,b € R, (s;)ez est un processus saisonnier (périodique) de période 4 et (uy)iez est un bruit
blanc de variance ¢? indépendant de s.

0 Q1 Le modele est-il correctement paramétré ? Proposer le cas échéant une contrainte naturelle (que
'on supposera vérifiée par la suite) portant sur (s;);.

On définit 'opérateur

i+ Ly + Ly o+ Zy
M4: <<Zt)t'—>< t t—1 4 t—2 t3>t)

et on considere le processus Y = M, X.

[0 Q2 Donner 'expression de Y; pour t € Z, et justifier 'intérét de la transformation.
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ENSAE SE206 Enoncé des travauz dirigés n°1 a 8 Séance 1

0 Q3 On définit alors Z = AY.

Montrer que Z est stationnaire et calculer sa fonction d’auto-corrélation.

Enoncé de ’exercice 3

On considere le processus défini par Vt € Z X; = €, — 0e,_1 ou (&)ez est un bruit blanc et
0 el —1,+1].
0 Q1 Montrer que X est stationnaire et calculer sa fonction d’auto-covariance.
O Q2 Soient ¢7, ¢pr_1, ..., ¢1 les coefficients de la régression linéaire )?TH de Xpyq sur (Xp, Xproq, ..., X4).
Ecrire les conditions d’orthogonalité entre <XT+1 — )A(TH) et < Xp,..., X1 >.
En déduire que (¢y, ..., ¢r) vérifie

(146 ép — Odp_, =8
—0¢1+ (1+60%) pp — 01 =0pour k € [2,T —1]
(L+6*) g1 — 0y = —0

O Q3 Déterminer (et si possible calculer) la fonction d’auto-corrélation partielle de X.

Enoncé de ’exercice 4

Soit (X¢)sez un processus stationnaire du second ordre.
On note pour m € N* et t € Z

Xt*+ = EL (Xt|1a Xt—17 s 7Xt—m+1)
X:_ = EL (Xt—m|17 Xt—m+17 s aXt—l)

On note p(m) = Corr (Xt — X X — Xt**).
On note par ailleurs r(m) le ceefficient d’auto-corrélation partielle d’ordre m de X, et on cherche
a montrer que p(m) = r(m).
0 Q1 On note pour t € Z
Xt*+ =ap+ X1+ a1 X
X7 =bo+ b1 Xy pp1 + -+ b1 Xy

(a) Montrer que (a1, ...,am-1) = (bn_1,...,b1).

Version du 20050121-11h02, révisée le 17 février 2005 2



ENSAE SE206 Enoncé des travauz dirigés n°1 a 8

Séance 1

(b) Montrer que V (X;¥) =V (X;7).
En déduire que V (Xt — Xt*+) =V (Xt_m — Xt*_).
0 Q2 On note pour t € Z
Xi=cotoa Xy + -+ enXim +

ol u, est orthogonal & < 1, X 1,..., X;_,, > ainsi par définition r(m) = ¢,,.

(a) Montrer que (Xt — Xt*+) =Cm (Xt_m — Xt*_) + Uy
(b) En déduire que E ((Xt — X;‘*) (Xt,m — X;“_)) =c,V (Xt,m — X;“_).
0 Q3 En déduire que p(m) = r(m).
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ENSAE SE206 Enoncé des travauz dirigés n°1 a 8 Séance 2

2 Travaux Dirigés n°2

Enoncé de ’exercice 1

On considere un processus X vérifiant

7 3
Vt c Z, Xt — §Xt_1 —+ 5Xt_2 = € (1)

2

€

ol € est un bruit blanc de variance o
0 Q1 Soit ®(X) =1— IX 4 X2

Factoriser @ et décomposer ®(X)~! en éléments simples.

Développer chaque élément simple en série entiere de X ou de §—1§ selon les cas.

0 Q2 Montrer qu’il existe (ag),c, € R” telle que Y = (ZkeZ aket_k)tez existe et vérifie (1).
Vérifier que Vk < 0, aj # 0 et en déduire que Vt € Z, Yk > 1, Cov (€4, Vi) # 0.
En déduire que € n’est pas I'innovation de X.

O Q3 Soit © une série entiere absolument convergente, et A un processus stationnaire quelconque.
Montrer que le processus B = ©(L)A existe bien et est stationnaire.
Vérifier que Yw € R, fg(w) = [0 (¢)|° fa(w), ot fz désigne la densité spectrale de Z.

0O Q4 Montrer qu’il existe un polynome ®* de degré 2, dont toutes les racines sont hors du cercle
unité, et un bruit blanc 7 tels que

vt € Z, 97 (L)Y, = n,

En déduire qu'il existe (by)ren telle que
vt € Za }/t = Zbknt—k
keN
et que 7 est I'innovation de Y.

[0 Q5 Montrer que la régression linéaire optimale de Y; sur son passé n’est pas %Y;_l — %Yt_g.

Enoncé de ’exercice 2

On considere un processus stationnaire du second ordre X vérifiant
Vit € Z, Xt == 2Xt_1 + €

ol € est un bruit blanc de variance o2

On suppose que 'observation de X est imprécise et qu’on n’observe que Y = X + 7, ou 7 est

un bruit blanc décorrélé de € et de variance 072] = po? p>0.
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ENSAE SE206 Enoncé des travauz dirigés n°1 a 8 Séance 2

0 Q1 Montrer que € + (1 — 2L)n est un processus MA(1).

O Q2 Montrer Y est un processus ARMA(1,1), et donner sa représentation canonique.

O Q3 Montrer qu’il existe une série absolument convergente (Z keN ak) telle que
VieZ, Y, =e + ZakYLk
keN*

ol e désigne l'innovation de Y.
Justifier I'intérét d’une telle représentation.

Enoncé de ’exercice 3

Etant donné un processus stationnaire X, si px (1) est elevée alors X; est “assez” correlé avec
X1 et X; 1 avec X;_o; par conséquent il semble naturel que X; soit “relativement” corrélé
avec X;_o, C’est-a~dire que px(2) ne soit “pas trop” faible.

L’objet de cet exercice est de déterminer précisément le domaine de (px (1), px(2)). On définit
a cet effet

R={(z,y) € [-1,1]* Jy > 22* — 1}
O Q1 Soit X un processus stationnaire quelconque (du second ordre).
Montrer que (px(1), px(2)) € R.
0 Q2 On se donne réciproquement (pq, p2) € R et on cherche X stationnaire tel que (px (1), px(2)) =

(P 1y p2)'
On considere pour cela le processus X défini par

VteZ, Xy = 01 Xi1 + 92 X0+ €

ol (€),cz est un bruit blanc de variance o?.

(a) On note ®(X) =1 — ¢ X — $ X2
Donner une condition nécessaire et suffisante sur (¢, ¢) pour que X soit stationnaire.

(b) On note P l’ensemble des (¢1, ¢2) tel que les racines de ® sont hors du disque unité;
déterminer P. Que peut-on dire de € si (¢1, ) € P?

(c) Calculer (px(1), px(2)), et en déduire I'expression de (¢1, ¢2) en fonction de (px (1), px(2)).

(d) Conclure.

Version du 20050121-11h02, révisée le 17 février 2005 5



ENSAE SE206 Enoncé des travauz dirigés n°1 a 8 Séance 2

Enoncé de ’exercice 4

On considere un processus X stationnaire du second ordre, et on note pour k € N

X1
I', = Cov :
Xk
O Q1 Justifier que I'y, est indépendante de t € Z et qu’elle est positive.
Que dire de X si |[I'y| =07
On se donne désormais k& € N et on supposera que |T'x| > 0.
O Q2 Calculer les coefficients ay, ..., a; de la régression de X, = EL (X¢|1, X¢—1,..., Xj—p) sur <
L,X o, X >,
0 Q3 Calculer o7, la variance de I'erreur de prévision X; — X;.
0 Q4 (a) Montrer que |Tyy1| = 02Tk
(b) Montrer que (07),.y- est décroissante.

En déduire qu’elle admet une limite finie lorsque I — +o00, et que cette limite est 02 =
V(X — EL (X1, X;_1,...)) la variance de 'innovation du processus X.

(¢) Montrer que 1 log |I| — log o2 .
—+00

O Q5 Application : on considére un processus du second ordre X vérifiant X = (1 — #L)e pour
6 €] — 1, 1], ot € est un bruit blanc de variance o?.

(a) Montrer que X est stationnaire et calculer vyx.
(b) Calculer |T'y|.
)

(c) Vérifier que € est I'innovation de X et que 7 log |T'y] 0 log o2.
——400
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3 Travaux Dirigés n°3

Enoncé de ’exercice 1

On considere deux processus stationnaires du second ordre X et Y vérifiant

Yi= oY1 +aX,+ U,

vVt e Z,
{ Xi= ¢oXi 1+ WV,

ot U et V sont deux bruits blancs décorrélés de variances respectives o7 et o2
On suppose en outre que 0 < |[¢1] < 1et 0 < ¢ < 1.

O Q1 Soit W= (1—¢1L)(1—¢aL)oY.
Montrer que W est stationnaire et calculer ~yyy .

En déduire que W est un processus MA que 'on déterminera.’
Application numérique : a = 1.5, ¢; = 0.4, ¢ = 0.6, o, = 0.016 et o3 = 0.036.

0O Q2 Montrer que Y est un processus ARMA que 'on déterminera.

O Q3 Déterminer la prévision optimale Y,* = EL (Y;|Y;_1,...) et la variance de 'erreur de prévision
Y - Y

Enoncé de ’exercice 2

On considére n processus stationnaires X1, ..., X™ vérifiant
Vi€ [1,n], (1 —pL) X" =U"

ot p; €] — 1,1[ et U? est un bruit blanc de variance o? indépendant? de tout U’ pour j # .

On définit Z = X' 4 --- X™; on cherche & déterminer la prévision optimale de Zr.; fondée sur
I'observation des X* aux dates 7,7 —1,... .

0 Q1 Montrer que pour tous t,t' € Z et i # j € [1,n], X% est indépendant de X7 .
Déterminer Z;{l =EL (Zr | X 7, ..., X", Xy, ... ’XnT_l’ ...) et la variance Vx de l'er-
reur de prévision associée en fonction des variances des U".

0 Q2 Montrer que Z satisfait une relation de la forme
O(L)Z = A(L)E

ou © et A sont des polynomes (de degrés finis) et £ est un bruit blanc (on discutera selon que
les p; sont deux-a-deux distincts ou non).

'On supposera pour ce faire que a?0%, + (1 + ¢3) o > 2¢07.
2Et ce a toutes dates : Vt,t/,Vi, j, (t # t'oui # j) — U’ est indépendant de U7

Version du 20050121-11h02, révisée le 17 février 2005 7



ENSAE SE206 Enoncé des travauz dirigés n°1 a 8 Séance 3

0 Q3 En déduire que Z est un processus ARMA dont on déterminera la forme canonique.

0 Q4 Donner une condition suffisante pour que Z soit un AR pur.
On détaillera en particulier le cas n = 2.

O Q5 Dans le cas général, déterminer la prévision optimale Z;il = EL (Zy1|Z7, Zr—1, . ..) fondée
sur les observations agrégées.
Donner la variance V de l'erreur de prévision associée en fonction des variances des U?.
Comparer Vz a Vx et conclure.

Enoncé de ’exercice 3

On considere un processus stationnaire X vérifiant
(]1 —2pcosfL + p2L2) X =€
ot p €] — 1,1[, 6 €]0, [ et € est un bruit blanc de variance o2.
0 Q1 Soit (up)nez € RZ la suite réelle définie par

ug, u; € R donnés

Yt € Z, uy — 2pcos Ous_1 + pPus_o =0
Calculer le terme général de wu.
Justifier 'expression “u est quasi-périodique”.

O Q2 Montrer que € est 'innovation de X, et calculer vx.
Application numérique : Tracer vx lorsque 02 =1, p = 0.8 et § = %’r

0 Q3 Etudier la densité spectrale fx de X, en particulier lorsque p — 1.
18 I I I \ T

16

14
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10 -

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5

1

— [ —
Graphe de w [REySERpCR
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ENSAE SE206 Enoncé des travauz dirigés n°1 a 8 Séance 4

4 Travaux Dirigés n°4

Enoncé de ’exercice 1

L’objet de cet exercice est de présenter la méthode de BEVERIDGE-NELSON pour représen-
ter tout processus meéme intégré comme somme d’une marche aléatoire et d’'une composante
cyclique (stationnaire).

U Q1 On considere un processus auto-régressif intégré X vérifiant
(1 - L)A(L)X =€

ot A est un polynome sans racine de module un et € un bruit blanc de variance o?2.

(a) Montrer que quitte a substituer a e un bruit blanc 7 de variance plus faible, on peut sup-
poser (ce que l'on fera par la suite) que toutes les racines de A sont de module strictement,
supérieur a un.

En déduire que A(X) admet pour inverse une série absolument convergente A(X)™! =
—/:S()) aka.

Oz
Montrer qu’il existe une série convergente (de rayon au moins 1) A telle que

(b) On suppose désormais que la série 9 (a: — ﬁ) est absolument convergente. 3

Axr%i§5+a—mzm>

Calculer son terme général.
(c) Montrer qu’il existe deux processus T" et C' tels que
X=T+C

et ou T est une marche aléatoire vérifiant (1 — L)T = ﬁe et ou C est stationnaire.

(d) T et C sont-ils corrélés?

[0 Q2 On se donne un autre décomposition de X

X= M+S
1-L)M= U
S= B(L)V

ou B est un polynome dont toutes les racines sont de module strictement supérieur a 1 et U et
V sont deux bruits blancs (pas nécessairement décorrélés) de variances o et o2

1 _oe_
(a) Montrer que 'V (X) oo, AQE
2
Montrer que 012] = A‘(Tf)z-

(b) Soit Y = (1 — L)X.
Exprimer Y en fonction de € et en déduire I’expression de fy.

34.e. de rayon de convergence au moins 1 et absolument convergente en z = 1.

Version du 20050121-11h02, révisée le 17 février 2005 10



ENSAE SE206 Enoncé des travauz dirigés n°1 a 8 Séance 4

(c¢) Exprimer alors Y en fonction de U et V.
En supposant que U et V' sont décorrélés, en déduire 'expression de fy en fonctionde o7
et 0%

(d) Déduire de ’étude de fy au voisinage de 0 que pour certains polynoémes A(X), U et V ne
peuvent pas étre décorrélés (on pourra par exemple considérer le cas ot A(X) =1 — pX
oup>0).

Enoncé de ’exercice 2

0 Q1

En 1978 Robert E. Hall propose et fonde empiriquement dans “Stochastic Implications of

the Life Cycle-Permanent Income Hypothesis : Theory and Evidence” un modele selon lequel
la consommation des ménages suit ...une marche aléatoire! L’objet de cet exercice est de
présenter tres brievement ce résultat.
On considere un agent dont 'utilité u(-) a chaque date ¢ dépend uniquement de sa consommation
c;. Ses sources de revenus sont le travail, qui lui rapporte w; entre les dates ¢t et t + 1, et le
capital, qui lui rapporte rk; ot r désigne le taux d’intérét réel du marché (supposé constant) et
k; le stock de capital accumulé a la date t.

(a) Montrer que la contrainte budgétaire de 'agent a chaque date t € Z s’écrit
kt+1 — k‘t = (Tk't + U)t) — Ct

(b) On suppose que les revenus du travail & la date ¢+ h sont inconnus a la date ¢, et modélisés
par la variable aléatoire W, ; on note Z; 'ensemble d’information de ’agent disponible
a la date t.
Montrer que le choix a la date t du processus de la consommation future de 'agent est
déterminé par le programme de maximisation

maXCt’CH_l’m E (U (Ct7 Ct+17 .. )| It)
S.C. { Vh > 0, kt+h+1 = ((1 + 7’) ktJrh + wt+h) — Ct+h

(c) Ecrire le lagrangien associé et en déduire les équations d’Euler

SE(U|T:) .
8Ct+h .

Vh > 1, EUIL) 14
8Ct+h71

(d) On suppose que 'agent a une préférence pour le présent de > 0.
Donner l'utilité intertemporelle U (Cy, Cyyq,...) tirée du processus de consommation
(Ct, Ct+1, .. )

(e) En supposant que l'utilité u(-) de l'agent est quadratique et que § = r montrer que le
profil de consommation future anticipé a la date ¢ est constant : Vh > 0, C}}, = C}

Version du 20050121-11h02, révisée le 17 février 2005 11
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(f) Montrer que pour tout H > 0

H H

Ot+h Wiin 1
e (L+r)F 1+Tkt+z Q+r (1+nr)H il
(g) En faisant 'hypothese qu’il n’y a pas de cavalerie (i.e. limpe ]z{jr’;;,l = 0 ) montrer finale-
ment que
400
Citt =G = 32 e (B Wasna Tess) = E (Wi 7))
h=0

O Q2 On suppose tout d’abord que les salaires futurs suivent un processus ARMA de la forme
A(L)W = O(L)e

ou A et © sont sous forme canonique et € est un bruit blanc. On suppose en outre qu’a toute
date t, Z; contient €, €1, ...

(a) Montrer qu'’il existe une série absolument convergente A telle que W = A(L)e et que € est
I'innovation de W.

(b) Calculer E (Wi p11|Zy) et E (Wiinhi1|Zis1) pour b > 0.
(¢) En déduire que C' est une marche aléatoire.
O Q3 On suppose cette fois que les salaires futurs suivent un ARMA autour d’une tendance détermi-
niste, de la forme
Vit € Z, A(L)W; = ¢(t) + O(L)e,
ou ¢ est C*, A et © sont sous forme canonique et € est un bruit blanc.
(a) Montrer qu’il existe une série absolument convergente A et une fonction 1 telles que
W =(t) + A(L)e, et calculer E (Wi ipi1|Zt) et E (Wipni1|Zis1) pour h > 0.
(b) Montrer que C' est une marche aléatoire.
0 Q4 On suppose enfin que les salaires suivent un processus ARIMA autour d’une tendance détermi-
niste,* de la forme
vVt e Z, (1 — L)A(L)W, = ¢(t) + O(L)e

avec les mémes hypotheses sur A, O, ¢ et €, et avec d > 1.

d

(a) Montrer que si deux suites réelles u et v vérifient Vn € N, (1 — L)%u,, = v,, alors

Vn eN, u, = chﬂ uo+Cd 121)1

(b) En déduire que C' est une marche aléatoire; a quel bruit blanc est-elle associée ?

4La théorie macro-économique suggere en effet que le PIB est en effet intégré d’ordre 1, et que la croissance des
salaires suit celle du Pi1B.

Version du 20050121-11h02, révisée le 17 février 2005 12
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5 Travaux Dirigés n°5

Enoncé de ’exercice 1

L’objectif est ici de mettre en pratique les méthodes habituelles de traitement des séries tem-
porelles. Il s’agit en particulier de mettre en ceuvre 1identification, 1’ estimation et la sélection
d’un modele pour une série brute donnée.

Remarque : Les programmes SAS réalisés pour traiter cet exercice sont & envoyer a l'issue de la
séance (diment indentés et commentés) & Guillaume.Lacote@ensae.fr.

O Q1 (a) Fermer les applications qui ne sont pas strictement indispensables a 1'étude des séries
temporelles linéaires (ce qui exclut RISK, IcQ et MICROSOFT OUTLOOK ... ).
Télécharger depuis http://ensae.no-ip.com/SE206/ le fichier de données Donneesl au
format SAs .°®
Lancer le logiciel SAS , commencer un nouveau programme et importer ces données.

(b) Représenter graphiquement la série XM .
Commenter.
Mettre en évidence la saisonnalité éventuelle de XM , et définir le cas échéant DeSaison
la série désaisonnalisée.

(¢) Etudier les auto-corrélogrammes partiel et inverse de la série DeSaison .
Est-elle intégrée ? Définir le cas échéant DesInt , la série différenciée de DeSaison , et
réitérer le processus tant que nécessaire.

(d) Etudier les auto-corrélogrammes partiel et inverse de la série DesInt .
Proposer des ordres maximum p*,d* et ¢* vraisemblables pour la série DeSaison .

(e) Estimer le modele le plus général ARIMA (p*, d*, ¢*) suivi par DeSaison .
Vérifier que ce modele est valide.

(f) Rechercher s’il existe des sous-modeles valides du modele ARIMA(p*, d*, ¢*) pour la série
DeSaison .
Quel modele proposez-vous finalement de retenir pour la série XM ?

0 Q2 En suivant une démarche analogue, proposer un modele valide pour la série contenue dans le
fichier Donnees2.sd?2.

O Q3 (facultative) Etudier les séries contenues dans les fichiers Base92.sd2, Champ.sd2, Lait.sd2,
Pari2.sd2, SNCF.sd2, TauxLongs.sd2, Traffic.sd2 et Viande.sd2.

5Le fichier Donnees1.sd2 est au format SAS version 6 , le fichier Donnees1.sas7bdat au format SAS version 8
et le fichier Donnees1.txt au format texte prét a étre importé.
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6 Travaux Dirigés n°6

Enoncé de ’exercice 1

On considere un processus (X;);>o vérifiant le modele ARIMA canonique

(1—L)'O(L)X = A(L)e

2

€

de conditions initiales Z données® et orthogonales & (€;),,, bruit blanc de variance o
On s’intéresse a la prévision linéaire optimale d’horizon h > 0

tXt+h = EL (Xt+h‘Xt7 Xt717 s 7X07 Z)

0 Q1 Montrer que (;X;44),,, suit la récurrence linéaire de polynome (1 — X )4e.
Application numérique :

En déduire (;.X;44),cy pour h > 1 en fonction de X; et ;X;41 lorsque d = 1, O(X) = (1 — iX)
et A(X)=1-— %X.
O Q2 Soit e, = Xy, — 1 Xyop Verreur de prévision d’horizon h > 0.
(a) Montrer que ey, € (€441, ..,€4p) pour h > 0.

(b) Montrer qu'il existe une suite (ay), telle que
Vh > 0, en = Ao€iqn + -+ Ap—1€6441

et que (an),s, suit la récurrence de polynome (1 — X)40(X).
Application numérique :

Calculer (ap), dans I'exemple précédent.

(c) Calculer (V (ep)),en €t en donner un équivalent pour h — 400 lorsque d > 1.
Application numérique :

Calculer (V (ep))ey dans exemple précédent.

0 Q3 En supposant que € est un bruit blanc gaussien, déterminer un intervalle de prévision de X,
d’horizon h > 1 fiable & 95%.
Application numérique :

Donner 'intervalle d’horizon 2 & 95% lorsque x; = 12, 42441 = 10 et 0% = 1.

67 est donc un vecteur comprenant d 4+ d°© valeurs initiales de X et d°A valeurs initiales de e.

Version du 20050121-11h02, révisée le 17 février 2005 14
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Enoncé de ’exercice 2

B Partie 1

0 Q1

0 Q2

0 Q3

0 Q4

0 Q5

B Partie 2

0 Ql

0 Q2

0 Q3

On considére un processus X stationnaire vérifiant le modele ARMA(1,1) canonique

(1 — ¢L)X = (1 — OL)e

olt € est un bruit blanc de variance o2.

On s’intéresse pour t € Z a la prévision linéaire optimale d’horizon 1
Xiy1 = BL (X1 |X,, X, 1,0 )

Montrer qu’il existe une série absolument convergente » , ay telle que ;X1 = S ey @ Xi41—k
et donner son terme général.

L’ observatlon de (X¢)i<o étant impossible, on définit pour ¢t € N la prévision linéaire empirique

tXt+1 Zk 1 apXiy1-k-
Exprimer tXt+1 en fonction de X; et ,_ 1Xt

On définit e; = %E ((Xt — t,ﬁ%}) ) I’erreur relative de la prévision tronquée.
Exprimer e;,; en fonction de e;.
Calculer vx(0) puis eg.

En déduire I'expression de (e;);.

A

2
Que dire de l'erreur de la prévision tronquée E ((Xt — t—lXt> ) lorsque t — 4007

On considere désormais a un processus (X;):;>o vérifiant le modele ARIMA(1,1,1) canonique
(1—-L)(1—¢L)X =(1—6L)e

de condition initiale Z = (X_1, X _5,€_1) orthogonale & (¢)s>o bruit blanc de variance o?.

Montrer qu’il existe une série absolument convergente >, aj, et une fonction f : N — R? telles

que
t

YVt € N, Xt = ZCLkXt_k + € + Z X f(t)
k=1
Montrer qu’en outre Z X f(t) t—%_) (0).

41
On définit de nouveau la prévision linéaire emp1r1que tXt+1 > ,;1 apXii1 k-
Exprimer tXt+1 en fonction de X, X;_1 et ;_ 1Xt

Soit e; = IE ((Xt — 1Xt> ) I’erreur de prévision relative.

Exprimer e;,; en fonction de e;, et en déduire ’expression de e;.

Version du 20050121-11h02, révisée le 17 février 2005 15
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N2
0 Q4 Que dire cette fois de I'erreur de la prévision tronquée E ((Xt — t—lXt> ) lorsque t — 4007
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7 Travaux Dirigés n°7

Enoncé de ’exercice 1

On considere une série réelle observée (y;):cfo,2007 Pour laquelle on cherche une représentation
stationnaire, et dont la représentation est la suivante :

O Q1 Justifier le modele ou y est la réalisation d’un processus Y non-stationnaire vérifiant
VteZ, (L)Y, = p+ Pt + ¢

oll € est un bruit blanc de variance o2 & déterminer.

0 Q2 Montrer qu’il existe un polynome ®* tel que Y vérifie

Vt € Z, AY; = p+ Bt + ¢Yi1 + O (L)AY, + ¢

ouA=1-1L.

O Q3 On réalise alors la régression de AY; sur (1,¢,Y; 1, AY; 4,...,AY, g); lestimation des para-
metres est la suivante (ot LX désigne la série (Y;—1),., et LY i désigne la série (AY;_;),.,

)
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Analysis of Variance
Sum af Mean
Source DF Squares Square F Yalue Prob2sF
Model 10 2.16857 0.21686 20.90! g.0001
Error 179 1.85724 0.01038
C Total 189 4.02581
Root MSE 0.1018% R-square 0.5387
Dep Mean 0.17388 Adj R-sa 0.5129
c.v. 58.58278
Parametar Estimates
; Paramater Standard T for HO:
Variable DF Estimate Zrror Parameterz0 Prob > |T|
IHTERCEP 1 0.063825 2,92139593 2.983 0.0033
T L 0.006102 0.00206649 2.982 0.0033
LX L -0.036870 1.01233214 -2.9%0 0.0032
Lyl 1 0.727153 9.07300056 9.961 0.0001
LY2 L -0.050103 9.39109178 -0.550 0.5830
LY3 1 0.1649478 9.09065962 1.649 0.1009
LYG 1 -0.101392 0.09078450 =} 117 0.2656
LYS 1 -0.000012056 0.09050397 -0.000 0.9999
LYS L =0.043771 1.08985815 -0.687 0.6268
LY? 1 -0.000901 0.98964794 -0.010 0.9920
LYa 1 0.077040 0.07315238 1.053 0.2937
La modélisation proposée est-elle raisonnable ?
O Q4 Justifier le modele ou y est la réalisation d’un processus Y stationnaire vérifiant
VteZ, AY, = p+ pt+ oY1 + 01AY, 1 + ¢
On s’appuiera pour ce faire sur
(a) Le test de ¢ay, , =+ = day, s = 0 dans le modele a 8 retards :
he SAS System
Dependent VYariable: Y £ value: 0.7061
CES s SO 11 S R R
(b) La régression de AY; sur (1,¢,Y; 1, AY; q,...,AY, 3) :
Analysis af Variance
Sum of Mean
Source aF Sauares Sauare F Value Proo»F
o | 't 2.24814 0.37802 36.277 00061
ol 87 LoWast 1 312462
et bR 23 grsia
‘1ot MSF {1303 T-=auare TL¥ITY
D2o Mean ¥.14396 ~u3 2-sa i .323
C.v. 40 .06933
Paramater .stimates
Parametar Standard T for HO:
Yariahle JF Estimate Error Parameter=0 Prob * |TI
INTERCEP 1 0.062633 0.01847919 3.389 0.0009
T 1 0.005271 0.00187704 2.808 0.0055
LX 1 -0.031451 0.01128994 -2.786 0.0059
LYl 1 0.760109 0.07085748 10.445 0.0001
LYz 1 -0.060810 0.088568608 ~0.586 0.4938
LY3 1 0.146091 3.08863452 1.825 0.1057
(c) Le test de ¢ay;, , = -+ = Pay, , = 0 dans le modele a 8 retards :
The SAS System
?:::?de“t Vé‘ria.}:li:;r:tur: 0.0068 OF: 7 F value: 0.6597
Denominater: 0.010376 DF: 179 Prob>F: 0.7059
Version du 20050121-11h02, révisée le 17 février 2005 18
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(d) La régression de AY; sur (1,¢,Y; 1, AY; 1)

Analvsis of Variance

Sum of Mean
Source DF Sauares Square F Yaluas Prob>F
Model 3 2.22742 n.76247 71.388 0.no0l
Error 193 2.00731 0.01040
C Total 195 6.23673
Root MSE n.10198 R-sauare 9.5260
Dep Mean 0.17070 Adj R-sa 0.5186
BV 59.74365
Parameter Estimates
. Parameter Standard T for HO:
Variable OF Sstimate Error Parameter=0 Preb > [TI
[MTERCEP 1 0.057473 0.01745812 3.292 9.0012
T L 0.0058264 0.00171041 3.6405 0.0008
Lx 1 -0.036630 0.0L028056 =3.373 0.0009
LYyl 1 0.713834 0.04962322 14.505 1.0091
/ . . N
(e) Les auto-corrélations directes du modele final
Autncorralations
Lag Covariance Correlation -1 9 8 7 6 5 6 3 2 1 1236567891 Std
] 0.010189 1.30000 | HEWENENSEANARRR ISR N |
1 0.000164042 9.01280 ! . . I 0.071247
2 -0.0006064  -0.03989 * . 0071261
3 0.0011716 3.11498 | T 20.071376
4 -0.0002071  -0.02032 | 0.072308
5 -0.0001937  -9.01901 ! i 0.072337
6 -0.0004465  -0.04382 | ®i . 0.072362
7 -0.0005004  -0.04911 | LTI 0.072497
8 0.00047225 0.04635 | % . 0.072666
9 0.00030035 3.02948 | * . 0.072816
L0 -0.0000979  -0.00961 | ; 0.072876
11 0.00085498 0.08391 | Xt 0.07238"
12 £.00006212 0.00610 | y ) 0.07337.
13 -0.0007829  -0.07684 | o 0.073374
14 0.00032983 0.03237 | « 0.073781
15 0.00058924 0.05783 " | Lo 0.073853
16 -0.0000947  -0.90929 °| . 0.074083
17 n.00019926 0.01956 | . 0.074089
18 -0.001339]1  -0.13142 exl L 0.076115
19 0.00028753 0.02822 | % ! 0.075288
20 0.00009309 0.00914 i 0.075342
21 -0.0006792  -0.06666 ! € 0.075348
22 0.00099193 0.09735 e 0.0756646
23 -0.0006671  -0.06566 . 0.076200
24 0.00027936 0.0274¢1 0.076564

" L
marks twe standard errors

(f) Les auto-corrélations inverses du modele final

invarse Autacorralations

tag Carrelation -1 9 8 7465464 3210123653457 8191
1~ -0.05452 | €« |
2 9.03347 ! e i
* ¥ ~%w|
8 P nA5Y -

: 2 £9n -
s . as é
; J.05139 L |
a -0.0373%6 ¥ |
7 =0.06734 % |
10 -0.02248 |
11 -0.06162 * i |
12 0.02220 . |
i3 0.07866 ¥, |
14 -0.00582 . |
15 ~0.0999¢ ¥ s |
i6 0.00537 . |
17 -0.02800 * . |
18 0.12947 ¥WHN |
19 -0.00012 i |
20 -0.01547 |
2l 0.03619 * |
22 -0.09868 x| |
23 0.08316 (EEd |
26 -0.06172 *| |

(g) Les auto-corrélations partielles du modele final
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Partial Autocorralations

Lag Correlation -1 987 6563 21012345678+91
0.01380 . 5

1
2 -0.04008 - . ¥ =
3 0.11632 A %,
G -0.02618 . ¥ 3
5 -0.00875
6 -0.05951 *
7 -0.04355 *®
B 0.04756 *
9 0.03607 *
10 0.001&7
1l 0.07362 %
12 -0.00746
13 -0.07370 *
14 0.02050
15 0.06359 *
16 0.01179
iz 0.02093 i
18 -0.14741 A%
19 0.02405
20 -0.01415
2l -0.01533 p
22 0.09851 ; B {
23 -0.08730 LR i 1
24 0.04548 1% . |

(h) Le test de Porte-Manteau du bruit blanc du modele final :

Autncorralation Chack Ffor White llui_sa

Ta Chi e " Autocorreiations
3 = 0 b
L9 %95758 T6 0.733 0.016 -0.040 0.115 -0.020 -0.019 -0.04G
12 .22 12 0.905 -0.049 0.946 0.029 -0.010 0.08¢ 0.006
18 12.30 18 0.831 -0.077 0.032 0.058 -0.309 0.020 -0.131
26 16.75 24 0.859 0.028 0.009 -0.067 0.097 -0.066 0.027
O Q5 Montrer que le modele retenu s’écrit
(1 - pL)Y; = i+ Bt + $iAYi g + ¢
et exprimer p en fonction de ¢.
0 Q6 Tester 'hypothese “H{ : 3 =0 et p =17 en utilisant les tables suivantes :
Dependent Variablae: Y .
(a) ™" Mumerator . 0.0i0801 B 1 Bl 3083
, TABLE !
Erezmrical. Cistrivcron oF o For (a.p) = (0. it Vo= a +pV,_ ) + . SRR

(Symmetric Distribution) Expiricar. Distaiaumion oF 1, FOR (a, A.p) = (0,0, 1) ¢ ¥, = a + Bt +pY,_; + ¢,

(Symmetric Distribution)

Probability of 2 smailer value

Sample
l-:r — P e 099 s.':’h Probabilicy of & soualler vilue
25 2.20 161 2.97 14 . o i iy o
50 .13 .56 2.39 118 15 .77 J.20 3.59 4.05
100 217 2.54 2.36 32 50 115 .14 347 3.87
250 216 2.5) - 2.34 319 i o 100 .13 111 142 118
500 216 152 2.83 318 230 .73 109 3.39 3.74
8 500 11 .08 3.38 3.72
i 2.16 .5 2.8 3.1 - n 308 338 m
(b) s.e. 0.003 0.004 0.006 0008 . se 0.00¢ 0.005 0,007 0.008
TABLE Il
Espiricat DISTRIBUTION OF 14, FOR (a. fl,p) = (0,0, )i ¥, = e + fr +p¥,_; + ¢, TABLEY
{Symmetric Distribution) EstrricaL DisTriuTioN oF @, FOR (a, B,0) = (0,0, 1) ¥, = a + fr +pY,_, + ¢,
Sampre Probabiify of a saiilles viliy Sample Probability of  smaller value
wize size
- 0.90 0.93 0.973 099 @ 0.0 0.013 0.03 0.10 050 0.93 0313 099
25 .39 135 325 14 25 061 075 089 110 467 568 675 821
30 218 181 318 .60 0 062 077 091 LI2 431 513 534 102
100 138 279 114 3.53 100 063, 077 092  LI2 416 488 559 650
250 2.38 179 11 399 250 063 037 092 LI} 407 475 540 61
500 138 278 L 343 500 063 077 092 113 405 471 535 615
o 238 278 31 328 w© 0.63 0.77 0.92 13 401 468 551 6.09
0.004 0.005 0.006 0.007 se. 0003 0003 0003 0003 001 002 003 005
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TABLEIV

ExrricaL DiSTRINGTION OF b, FOR (. p) = (. DV IV ¥, = = p¥, _; + v

TABLE V1

EmpiricAL DisTrisuTion oF & FOR (a, B.p) = (e, 0. 1)M ¥, =a + St +p¥,_, + ¢,

Sample Probability of a maller value Sll;:lc Probability of & smaller value
'“.,: 0.01 0.015 003 o.10 0.90 093 0978 099 ’n ’ 0.01 0.028 0.03 o.10 050 0.95 . 0975 ‘ 0.9¢
"5 029 038 049 065 412 518 630 7138 25 074 090 108 133 591 724 865 106
50 029 . 039 050 066 394 486 530 706 50 076 09 LIl 137 S61 673 7481 9.31
100 029 039 050 067 336 471 SST 670 100 076 094 LI2 138~ 547 649 144 8.7
250 030 039 051 - 067 381 463 545 652 250 076 094  LI3 139 539 6} 725 8.43
300 030 039 05! 0.67 179 461 541 647 S0 076 094 113 139 53 630 120 834
@ 030 . 040 0.51 0.67 1.73 4.59 538 6.41 ) 0.77 0.94 L3 1.39 5.34 6.25 116 827
(d) e 000z 0002 0002 0002 001 002 003 005 se. 0004 0004 0003 0004 O0O0IS 0020 0032 0058
TABLE B.5 TABLE B.6
Critical Values for the Phillips-Perron Z, Test and for the Dickey-Fuller Test Critical Values for the Phillips-Perron Z, Test and for the Dickey-Fuller Test
Based on Estimated OLS Autoregressive Coefficient Based on Estimated OLS ¢ Statistic
Sample Probability that T(p — 1) is less than entry 3“;,'2&:" Probability that (p = 1)/8, is less than eniry
T el o005 005 o010 0% 095 095 099 T 001 0025 005 010 09 095 0975 099
Case 1 Case 1
25 -11.9 -93 -73 -53 101 140 179 '-266 -226 —-195 -160 092 133 170 216
50 -129 -99 =77 -55 097 135 170 -262 -225 -195 -161 091 131 166 208
100 -133 -102 =79 -56 095 131 165 -2.60 -224 -195 -161 090 - 129 164 203
250 -13.6 -103 -80 -57 093 128 162 -258 -223 -195 -1.62 089 129 163 201
500 -13.7 -104 -80 -57 093 128 161 -258 -223 -195 -162 0.8 128 16 200
w -138 -105 -81 =57 093 128 160 ~-258 -223 ~195 -1.62 0.8 128 162 200
Case 2 Case 2
25 -172 =146 -125 =~-102 -0.76 0.01 0.65 -375 =333 -3.00 -2.63 - 0_37' 0.00 0.34 072
50 -189 =157 =133 —10.7 -0.81 -0.07 0.53 —-358 -322 -293 -2.60 -040 -0.03 0.29 0.66
e -Eb =183 ~BJ =L -0 e Ae -351 =317 -289 -258 -042 -005 026 0.63
250 -203 -166 -140 -112 -0.84 -012 043 -346 -3.14 -2.88 -257 —-042 -006 024 0.2
500 -20.5 -168 -140 -112 -0.84 -013 042 “344 -313 -287 —257 -043 -007 024 061
- - - -113 -0.85 =013 041 ! X : ~ 4 : . ;
e A7 =ied =181 =13 =N -3.43 =312 =286 -257 -044 -007 023 0.60
Case 4 .
Case 4
25  -225 -199 -179 -156 -3.66 -2.51 -153 AR TS =SE) ~3BF ~Lth —DEF G -~
50+ -25.7 -22.4 -198 -168 -371 -2.60 ~1.66 L5 I8 -5 o i
- " » -415 -3.80 -350 -3.18 -119 -0.87 -0.58 -024
100 -274 -236 -207 -17.5 -3.74 -262 -173 10 Al <AiS chis 1 e e i
250 —284 -244 -213 -180 -3.75 -264 -178 =404 =373 =345 -315 -122 -090 -062 ~0.
500 -289 -248 -21.5 -181 -3.76 -2.65 -178 -3.99 -3.69 -343 -3.13 -123 -092 -0.64 -031
© -205 -251 -21.8 —-183 =377 -266 =179 =398 -3.68 -342 -313 -124 -0.93 -0.65 -0.32
The probability shown at the head of the colama is the arca in the left-hand tail -3.96 366 —341 -312 -125 —094 —066 -0.33

( Source: Wayne A. Fuller, Introduction to Statistical Time Series, Wiley, New York, 1976, p. 371.
e) ‘-

0 Q7 Tester finalement 'hypothese “H2 : p= 0,3 =0 et p = 1" et conclure.

The probability shown at the head of the column is the area in the left-hand tail.
Source: Wayne A. Fuller, Introduction to Statistical Time Series, Wiley, New York, 1976, p. 373.
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Enoncé de ’exercice 2

B Partie 1
0 Q1

0 Q2

zZ
On considere un processus stationnaire multivarié X € ((]R”)Q) , n > 2, qui suit le modele

auto-régressif
(L)X =¢

ol € est un bruit blanc de variance-covariance ¥ suposée définie positive. On suppose en outre
que le modele est sous forme canonique, c¢’est-a-dire que les racines de Det® sont toutes de
module stictement supérieur a un.

XN\ Im . .
On se donne m € [[1,n — 1] et on note X = ()(2) ; on cherche a donner un sens

In—m

a lexpression “y est la cause z”. 7

. . Al | A2
Dans la suite pour toute matrice A de M,,(R) sera notée A = < [ m

A2,1 A2’2 I n—m .

Définition de la notion de causalité

A un instant donné, I'intuition suggere que si X2 cause X{ alors X? intervient significativement
dans la valeur de X} ; en particulier la prévision optimale de X! n’est dans ce cas pas la méme
selon que I'on connait X? ou pas. On dit donc que X? ne cause pas instantanément X au sans
de Granger, et on note X2+~ X' ssi EL (X}|X?, X;_1,...) = EL (X} X;_1,...)

(a) Montrer que EL (X}| X7, X;_1,...) = EL (X}|X;_1,...) + EL (¢/|€?)

(b) Montrer que

X} - X} & 32 =(0) & X/ X7
(on dit dans ce cas par symétrie que X? et X' ne se causent pas instantanément au sens
de Granger).

Par extension on dit alors que X2 ne cause pas globalement X!, ou simplement que X2

ne cause pas X' au sens de Granger (ce que I'on note X2~ X!) ssi

Vi€ Z, EL (X} X, 4,...) = EL (X}|X1,,...)

On cherche a montrer que
X3 X' & o(X)M? = (0)

(ot (X)1? désigne le bloc supérieur droit du polynéme matriciel ®(X)).

"La démarche proposée est tirée (de facon tres simplifiée) des travaux de Clive W.J. Granger, co-lauréat avec Robert
F. Engle du prix Nobel d’économie 2003. C. Granger fut lauréat non pas pour la notion de causalité qu’il définit
(utilisée pour établir la these polémique du réchauffement de la planete), mais pour ses résultats de cointégration. Voir
http://www.nobel.se/economics/laureates/2003/ecoadv.pdf
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B Partie 2

0 Ql

0 Q2

0 Q3

0 Q4

Test de la notion de causalité

On se place dans le cas ot m =n —m = 1, et on note p = d°®P.
On suppose de plus que ®(0) = Zd .

Montrer que X vérifie aussi le modele
V(L)X =n

pour un certain polynome matriciel ¥ (de degré p) et un bruit blanc n a déterminer

Montrer que la régression R par les moindres carrés de Xy sur (X;_1,..., X;,) est équivalente
aux deux estimations séparées R' de X} sur (X! | X2, ... X} X7 ) et R* de X7 sur
<X%, X, XE . ,th_p, Xf_p>.

On consideére 'hypothese Hy : 7 X1t X2 7.

Réécrire les régressions R et R? sous Ho.

Montrer qu’a supposer qu’ €' est gaussien, le test de ’hypothése Hy se rameéne a un test de
Student que l'on explicitera.

On considere Uhypothese Hy : 7 X2/t~ X1 7.
En supposant qu’e est gaussien, proposer une procédure de test de H.
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8 Travaux Dirigés n°8

Enoncé de ’exercice 1

On considere deux processus stationnaires X et Y vérifiant :

X, = (1-0,L)U,
Y, = c+ ﬁXt,g + (1 — 6,L)V;

ou ¢ est une constante et u et v sont deux bruits blanc indépendants de variances respectives
o2 et 2.

O Q1 Ecrire le vecteur (Xy,Y;) sous forme d’un processus ARMA bivarié.
Donner des conditions suffisantes pour que (u, v;)’ soit 'innovation du processus (ce que 'on
supposera par la suite).

0O Q2 Montrer que Y; est en fait un processus ARMA unidimensionnel.
Déterminer son ordre et montrer que ses coefficients sont liés de maniere non linéaire a ceux
introduits dans la définition des processus.

0 Q3 Déterminer la prévision optimale des valeurs futures de Y; connaissant le passé de X; et Y;.

Enoncé de ’exercice 2

On considere deux processus du second ordre (X;)i>o et (Y;)i>o tels que

Xy = Xiq+ U
Y, = %Y;t—l - %Yt—Q - X+

ot U et V sont deux bruits blanc indépendants de variances respectives o2 et o2.
On suppose en outre que Vt < 0; X;, =Y, =U,; =V, =0
0 Q1 (a) Vérifier que ni (X¢)i~0 ni (Y;)i>o n'est stationnaire.

(b) Vérifier que (AX;)i>2 et (AY;)¢>2 sont équivalents a des processus stationnaires, et préciser
le cas échéant leur forme ARMA .

OnnoteZ:(})/( )ete:(‘[/] )

0 Q2 Montrer qu’il existe un polynéome (matriciel) A tel que
Vt >0, A(L)Z =€

et en donner la représentation canonique du modele
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0 Q3 Montrer qu’il existe un polynéme (matriciel) A* de degré d°A — 1 tel que A(X) = A(1) + (1 —
X)A*(X).
En déduire qu’il existe une combinaison linéaire de X et Y qui est asymptotiquement équivalente
a un processus stationnaire.

Enoncé de ’exercice 3

On considere un processus vectoriel (Y;),., de taille n, dont on suppose qu'il est intégré d’ordre
1, et qu’il admet une représentation VAR de la forme :

OL)Y =p+e

ou € est I'innovation de Y et ®(0) = Zd.

0 Q1 (a) En utilisant la décomposition ®(X) = &(1) + (1 — X)®*(X), montrer qu'on peut écrire le
modele sous la forme équivalente :

(1— L)Y, ==Yy + > Ti(l = L)Y+ p+ e

(b) Montrer que le rang de ®(1) est inférieur strictement a n.

(c) On suppose que le rang de ®(1) est égal a r. Montrer qu’il existe deux matrices a et 3 de
dimensions (n,r) et de rang r telles que ®(1) = af'.

(d) Montrer que [y, est nécessairement stationnaire (les colonnes de (3 sont alors appelées
vecteurs de cointégration de y;).

0 Q2 On suppose que la représentation de Wold du processus Y est de la forme
(1 -L)Y =m+C(L)e

avec C(0) = Zd.

(a) En utilisant la décomposition

O(L) = C(1) + (1 — L)CH(L)

montrer, en généralisant la démarche présentée dans TD 4, exercice 1 ,
qu'il existe une marche aléatoire® (multivariée) T et un processus stationnaire S tels que
Y=S5+T.

(b) Montrer qu'on a nécessairement : f'm =0 et F/C(1) = 0.

8 Avec dérive : (1 — L)T = n ot i est un bruit d’espérance a priori non-nulle.
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(c) Soit B+ une base® de l'orthogonal de (. Déduire de la question précédente qu'il existe
mo € R"" et § € My, (R) tels que m = +my et C(1) = 546

(d) En déduire que T; s’exprime en fait comme combinaison linéaire de n—r marches aléatoires
univariées (ces marches aléatoires sont appelées tendances communes aux séries (Y), ).

9C’est-a-dire que les colonnes de S+ forment une base de I’orthogonal de l’espace engendré par les colonnes de 3.
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