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1 Travaux Dirig ¶es n±1

Enonc ¶e de l'exercice 1

Soit (²t )t2 Z un bruit blanc (suppos¶e dans L 2) de variance¾2 > 0.
Discuter dans chacun descassuivants de la stationnarit¶e de (X t )t2 Z.
Rappels :

{ Une suite de variables al¶eatoiresr¶eelles(ou processus) X = (X t )t2 Z est dite du second ordre
si chacune d'elles est de carr¶e int¶egrable.

{ Un processus X est fortement stationnaire ssi

8n 2 N; 8(t1; : : : ; tn ) 2 Nn; 8h 2 Z; L X t 1 ;:::;X t n
= L X t 1+ h ;:::;X t n + h

oµu L Y d¶esigne la loi de Y.
{ Un processus X est (faiblement) stationnaire ssi

½
8t 2 Z; E (X t ) = E (X 0)

9° : Z ! R+ = 8t 2 Z; 8h 2 Z; Cov(X t ; X t+ h) = ° (h)

{ Le processus X est un bruit blanc fort de variance¾2 ¸ 0 ssi
¯
¯
¯
¯
¯
¯

8t 2 Z; E (X t ) = 0
8t 2 Z; V (X t ) = ¾2

(X t )t est i.i.d

{ Le processus X est un bruit blanc (faible) de variance¾2 ¸ 0 ssi
8
<

:

8t 2 Z; E (X t ) = 0
8t 2 Z; V (X t ) = ¾2

8t 2 Z; 8h 2 Z¤; Cov(X t ; X t+ h) = 0

+ Q1 Lorsque 8t 2 Z; X t = ²t ¡ ²t¡ 1 ?
+ Q2 Le processus (X t )t2 Z d¶e¯ni pour (a;b;c) 2 R3 par

8t 2 Z; X t = a + b²t + c²t¡ 1

est-il (faiblement) stationnaire?
+ Q3 Lorsque 8t 2 Z; X t = ²t ²t¡ 1, si ² est un bruit blanc fort ? Faible?
+ Q4 Lorsque X est tel que 8t 2 Z; X t ¡ X t¡ 1 = ²t (on supposeraen outre que 8t > 0; ²t j= X 0) ?
+ Q5 Lorsque 8t 2 Z; X t = ²t cos(ct) + ²t¡ 1 sin(ct) pour c 2 R donn¶e?
+ Q6 Lorsque 8t 2 Z; X t =

P t
i=0 ¸ i (²t¡ i ¡ ²t ¡ i ¡ 1), pour ¸ 2 R (discuter selon¸ ) ?

Lorsque ¸ 2] ¡ 1; 1[, montrer qu'il existeun processus stationnaire Y tel que

(X t ¡ Yt )
L 2

¡¡ ¡ ¡!
t ! + 1

(0).

+ Q7 La sommede deux processus stationnairesest-ellestationnaire?
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Corrig ¶e de l'exercice 1

Rappels :

{ Une suite de variables al¶eatoiresr¶eelles(ou processus) X = (X t )t2 Z est dite du second ordre
si chacune d'elles est de carr¶e int¶egrable.

{ Un processus X est fortement stationnaire ssi

8n 2 N; 8(t1; : : : ; tn ) 2 Nn; 8h 2 Z; L X t 1 ;:::;X t n
= L X t 1+ h ;:::;X t n + h

oµu L Y d¶esigne la loi de Y.
{ Un processus X est (faiblement) stationnaire ssi

½
8t 2 Z; E (X t ) = E (X 0)

9° : Z ! R+ = 8t 2 Z; 8h 2 Z; Cov(X t ; X t+ h) = ° (h)

{ Le processus X est un bruit blanc fort de variance¾2 ¸ 0 ssi
¯
¯
¯
¯
¯
¯

8t 2 Z; E (X t ) = 0
8t 2 Z; V (X t ) = ¾2

(X t )t est i.i.d

{ Le processus X est un bruit blanc (faible) de variance¾2 ¸ 0 ssi
8
<

:

8t 2 Z; E (X t ) = 0
8t 2 Z; V (X t ) = ¾2

8t 2 Z; 8h 2 Z¤; Cov(X t ; X t+ h) = 0

+ Q1 On a pour t 2 Z
{ E (X t ) = 0
{ V (X t ) = V (²t ) + V (²t¡ 1) = 2¾2 par ind¶ependance
{ En¯ n Cov(X t ; X t¡ 1) = ¡ ¾2 et 8h ¸ 2; Cov(X t ; X t¡ h) = 0
X est donc stationnaire.

+ Q2 On a successivement pour t 2 Z :
{ E (X t ) = a + bE (²t ) + cE (²t¡ 1) = a
{ V (X t ) = 0 + b2V (²t ) + c2V (²t¡ 1) = (b2 + c2) ¾2 car ²t et ²t¡ 1 sont non-corr¶el¶es
{ Par ailleurs

Cov(X t ; X t¡ 1) = Cov(a + b²t + c²t¡ 1; a + b²t¡ 1 + c²t¡ 2)

= b2Cov(²t ; ²t¡ 1) + bcCov(²t ; ²t¡ 2) + cbV (²t¡ 1) + c2Cov(²t¡ 1; ²t¡ 2)

= bc¾2

{ En¯ n Cov(X t ; X t+ h) = 0; 8h ¸ 2
Le processus X est donc stationnaire.

+ Q3 On a de fa»con similaire pour t 2 Z :
{ E (X t ) = E (²t )E (²t¡ 1) = 0 car ²t et ²t¡ 1 sont non-corr¶el¶es
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{ Si ² est un bruit blanc fort, ²2
t est ind¶ependant de ²2

t0 et donc V (X t ) = V (²t )V (²t¡ 1) = (¾2)2.
En revanche si ²t et ²t¡ 1 sont d¶ecorr¶el¶esmais pas ind¶ependants on ne peut rien dire : il existe
un bruit blanc faible ² tel que E

¡
²2

t ²2
t¡ 1

¢
d¶epend de t. 1

{ En¯ n pour 8h 2 Z et si ² est un bruit blanc fort

Cov(X t ; X t+ h) = E (²t ²t¡ 1²t+ h²t+ h¡ 1)

=
½

¾2
² si h = 0
0 sinon

En revanche il existeun bruit blanc faible ² tel que Cov(X t ; X t+ h) d¶epend de t. 2

Le processus X est donc stationnaire si ² est un bruit blanc fort , et il existe au moins un
bruit blanc faible ² tel que X n'est pas stationnaire.

+ Q4 X est une marche al¶eatoire.On a plus pr¶ecis¶ement
{ On a E (X t ) ¡ E (X t¡ 1) = 0 et donc 8t 2 Z; E (X t ) = E (X 0).
{ Par ailleurs X t =

P t¡ 1
i=0 ²t¡ i + X 0 ; Par cons¶equent

V (X t ) = V

Ã
t¡ 1X

i=0

²t¡ i + X 0

!

=
t¡ 1X

i=0

V (²t¡ i ) + V (X 0) car ²t ¡ i| {z }
> 0

j= X 0

= t¾2 + V (X 0)

En particulier V (X 1) = ¾2 + V (X 0) > V (X 0) et donc X n'est pas stationnaire.

+ Q5 Pour t 2 Z on a
{ E (X t ) = 0
{ V (X t ) = ¾2

{ Cov(X t ; X t¡ h) = 0 si h ¸ 2
{ Par ailleurs

Cov(X t ; X t¡ 1) = ¾2 sin(ct) cos(c(t ¡ 1))

=
¾2

2
(sin (ct + c(t ¡ 1)) + sin(ct ¡ c(t ¡ 1)))

=
¾2

2
(sin(c(2t ¡ 1)) + sin(c))

En particulier pour que X soit stationnaire il faut et il su±t que ut = 8t 2 Z; sin(c(2t ¡ 1)) ne
d¶epende pasde t, donc en particulier que 8t 2 Z; ut = u1 cequi s'¶ecrit 8t 2 Z; sin(c(2t ¡ 1)) =

1Par exempleX 2t = 1 et X 2t +1 = 1
2 ±t + 1

2 ±¡ t la binômialequi vaut ¡ 1 ou 1 de fa»con¶equiprobable.Alors E (X t X t +1 ) =

E
³

X 2d 2
t e+1

´
= 0 mais E

¡
X 2

2t X
2
2t +1

¢
= 1

2 t2 + 1
2 (¡ t)2 = t2 et E

¡
X 2

2t ¡ 1X 2
2t

¢
= 1

2 (t ¡ 1)2 + 1
2 (¡ (t ¡ 1))2 = (t ¡ 1)2 qui

d¶epend de t µa tout t 2 Z.
2Reprenant le contre-exempleci-dessuson a Cov(X 2t +1 ; X 2t +2 ) = E

¡
²2t ²2

2t +1 ²2t +2
¢

= E
¡
²2

2t +1

¢
= (2t + 1)2 .
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sinc soit

0 = sin(c) ¡ sin((2t ¡ 1)c)

= 2sin
µ

1 ¡ (2t ¡ 1)
2

c
¶

cos
µ

1 + (2t ¡ 1)
2

c
¶

= ¡ 2sin((t + 1)c) cos(tc)

soit (t + 1)c 2 ¼Z ou tc 2
¼
2

+ ¼Z

Cela ¶etant vrai pour tout t 2 Z il faut et il su±t donc que c 2 ¼
2 Z.

Donc X est stationnaire ssi c 2 ¼
2 Z.

+ Q6 { On a pour t 2 Z

X t =
tX

i =0

¸ i (²t¡ i ¡ ²t ¡ i ¡ 1)

= ²t +
tX

i =1

¡
¸ i ¡ ¸ i ¡ 1

¢
²t¡ i ¡ ¸ t ²¡ 1 (\tran sformation d'Ab el")

Donc E (X t ) = 0 et par ailleurs

V (X t ) = ¾2

Ã

1 +
tX

i =1

¡
¸ i ¡ ¸ i ¡ 1

¢2
+ ¸ 2t

!

par ind¶ependance

= ¾2

Ã

1 +
tX

i =1

¡
¸ i ¡ 1

¢2
(¸ ¡ 1)2 + ¸ 2t

!

= ¾2

Ã

1 + (¸ ¡ 1)2
t¡ 1X

i =0

¡
¸ 2

¢i
+ ¸ 2t

!

= ¾2

µ
1 + (¸ ¡ 1)2 1 ¡ ¸ 2t

1 ¡ ¸ 2
+ ¸ 2t

¶

= ¾2

µ
1 +

(1 ¡ ¸ ) (1 ¡ ¸ 2t )
1 + ¸

+ ¸ 2t

¶

= 2¾2 1 + ¸ 2t+1

1 + ¸

En particulier pour que X soit stationnaire, il faut que ¸ = 1 ou ¸ = 0.
R¶eciproquement si ¸ = 1, alors 8t 2 Z; X t = ²t ¡ ²¡ 1 et donc X est stationnaire.

{ Constatant que 2¾2 1+ ¸ 2t +1

1+ ¸ ¡¡ ¡ ¡!
t ! + 1

2¾2

1+ ¸ , on poseYt =
P + 1

i=0 ¸ i (²t¡ i ¡ ²t ¡ i ¡ 1) (qui existecar la

s¶erie est normalement convergente car j¸ j < 1). On a par construction V (Yt ) = 2 ¾2

1¡ ¸ .
On a par ailleurs Yt = ²t + (¸ ¡ 1)

P + 1
i =1 ¸ i ¡ 1²t¡ i .
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Par cons¶equent pour h 2 N¤ on a

Cov(Yt ; Yt+ h) = Cov

0

@
²t + (¸ ¡ 1)

P + 1
i=1 ¸ i ¡ 1²t¡ i ,

²t+ h + (¸ ¡ 1)
P + 1

i=1 ¸ i ¡ 1²t+ h¡ i

1

A

= Cov

0

@
²t + (¸ ¡ 1)

P + 1
i=1 ¸ i ¡ 1²t¡ i ,

²t+ h + (¸ ¡ 1)
P h¡ 1

i=1 ¸ i ¡ 1²t+ h¡ i + (¸ ¡ 1)
P + 1

i= h ¸ i ¡ 1²t¡ (i ¡ h)

1

A

= Cov

0

B
B
@

²t + (¸ ¡ 1)
P + 1

i=1 ¸ i ¡ 1²t¡ i ,

²t+ h +
P

1· i · h¡ 1 ¸ i ¡ 1²t+ h ¡ i| {z }
¸ 1

+ (¸ ¡ 1)¸ h¡ 1²t + (¸ ¡ 1)¸ h
P + 1

j =1 ¸ j ¡ 1²t¡ j
¸ 1

1

C
C
A

= (¸ ¡ 1)¸ h¡ 1V (²t ) + (¸ ¡ 1)2¸ hV

Ã
+ 1X

i=1

¸ i ¡ 1²t¡ i

!

= (¸ ¡ 1)¸ h¡ 1¾2 + (¸ ¡ 1)2¸ h 1
1 ¡ ¸

¾2

= ¡ (1 ¡ ¸ )2 ¸ h¡ 1¾2

et donc Y est bien stationnaire.
Autre m¶ethode :
On a Y =

P + 1
i=0 ¸ i L i (

�

¡ L ) ±² =
¡

�

+
P + 1

i=0 (¸ i ¡ ¸ i ¡ 1) L i
¢

±² et donc Y ¡ ² est la transfor-
m¶eemoyenne mobile in¯ nie du processus stationnaire ² aveclesc¾±cients

P + 1
i=0 (¸ i ¡ ¸ i ¡ 1).

Commela s¶erie
P

i (¸ i ¡ ¸ i ¡ 1) est absolument convergente, Y est stationnaire.
En¯ n on a

V (Yt ¡ X t ) = V

Ã

(¸ ¡ 1)
+ 1X

i= t+1

¸ i ¡ 1²t¡ i + ¸ t ²t ¡ 1

!

= ¸ tV (²t¡ 1) + (¸ ¡ 1)2
+ 1X

i= t+1

¸ i ¡ 1V (²t¡ i )

= ¸ t¾2 + (¸ ¡ 1)2 1
1 ¡ ¸

¸ t+1 ¾2

¡¡ ¡ ¡!
t ! + 1

0

et comme

E (Yt ¡ X t ) = E

Ã

(¸ ¡ 1)
+ 1X

i= t+1

¸ i ¡ 1²t¡ i + ¸ t ²t ¡ 1

!

= (¸ ¡ 1)
+ 1X

i= t+1

¸ i ¡ 1E (²t¡ i )| {z }
=0

+ ¸ tE (²t¡ 1)
| {z }

=0

= 0
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on a 3

(X t ¡ Yt )
L 2

¡¡ ¡ ¡!
t ! + 1

(0)

+ Q7 Non en g¶en¶eral : consid¶erer par exemple X t stationnaire d'esp¶erance nulle, et Yt = (¡ 1)tX t :
alors E (Yt ) = 0 et Cov(Yt ; Yt+ h) = (¡ 1)t (¡ 1)t+ hCov(X t ; X t+ h) = (¡ 1)h°X (h) donc Y est
stationnaire, et de plus

X t + Yt =
½

2X t si t est pair
0 sinon

et donc Cov(X t + Yt ; X t+ h + Yt+ h) = 4°X (h)

�

t2 2Z

�

h2 2Z qui d¶epend non-seulement de h mais
aussi de t.
En revanche la sommede deux processus (faiblement ou fortement) stationnairesnon-corr ¶el¶es
est faiblement stationnaire : si 8t; t

0
; X t j= Yt0 alors

Cov(X t + Yt ; X t+ h + Yt+ h) = Cov(X t ; X t+ h) + Cov(Yt ; Yt+ h) = °X (h) + °Y (h)

La sommede deux processus fortement stationnaireset ind ¶ependants est fortement station-
naire.

?
? ?

Enonc ¶e de l'exercice 2

On considµere le processus d¶e¯ni par

8t 2 Z X t = a + bt + st + ut

oµu a;b2 R, (st )t2 Z est un processus saisonnier (p¶eriodique) de p¶eriode 4 et (ut )t2 Z est un bruit
blanc de variance¾2 ind¶ependant de s.

+ Q1 Le modµeleest-il correctement param¶etr¶e? Proposerle cas¶ech¶eant une contrainte naturelle (que
l'on supposerav¶eri¯ ¶eepar la suite) portant sur (st )t .

On d¶e¯nit l'op¶erateur

M4 :
µ

(Zt )t 7!
µ

Zt + Zt¡ 1 + Zt¡ 2 + Zt¡ 3

4

¶

t

¶

et on considµere le processus Y = M 4X .

+ Q2 Donner l'expressionde Yt pour t 2 Z, et justi¯ er l'in t¶er̂et de la transformation.

3La suite (Zn )n 2 N convergeversZ dansL 2 ssi kZn k2 ¡¡ ¡ ¡ ¡!
n ! + 1

Z soit E
¡
Zn

2¢
¡¡ ¡ ¡ ¡!
n ! + 1

Z soit V (Zn ) + E (Zn )2 ¡¡ ¡ ¡ ¡!
n ! + 1

Z soit V (Zn ) ¡¡ ¡ ¡ ¡!
n ! + 1

Z et E (Zn ) ¡¡ ¡ ¡ ¡!
n ! + 1

Z
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+ Q3 On d¶e¯nit alors Z = ¢ Y.
Montrer que Z est stationnaire et calculer sa fonction d'auto-corr¶elation.

Corrig ¶e de l'exercice 2

+ Q1 Lescomposantessaisonniµeresnesont pasidenti¯ ables: ene®etlesprocessusd¶e¯nis par a;b;(st )t

et a + ¹; b;(st ¡ ¹ )t sont ¶egaux pour tout ¹ 2 R.
Il est n¶eanmoins naturel de supposerque le processus saisonnier est\centr¶e" sur une p¶eriode :
i.e.

8t 2 Z st + st+1 + st+2 + st+3 = 0

(le processus s ¶etant de p¶eriode 4 cette quantit ¶e ne d¶epend de tout fa»con pas de la date t).

+ Q2 On a pour t 2 Z

Yt = a + b
t + (t ¡ 1) + (t ¡ 2) + (t ¡ 3)

4
+ M4(s)t + M4(u)t

= (a ¡
6
4

b) + bt + M 4(s)t| {z }
=0 par hypothµese

+ M4(u)t

= ¹ + bt + vt

avec ¹ = a ¡ 3
2b ind¶ependant de t et v = M 4(u) est stationnaire (c'est un M a(3) mais pas un

bruit blanc). On a ainsi d¶esaisonnalis¶e la s¶erie X et fait apparâ³tre la tendance d¶eterministe
¹ + bt.

+ Q3 On a imm¶ediatement pour t 2 Z

¢( Y)t = b+ ¢( v)t = b+
ut ¡ ut¡ 4

4

Par cons¶equent
{ E (Zt ) = b
{ V (Zt ) = ¾2+ ¾2

16 = ¾2

8

{ Cov(Zt ; Zt¡ h) = Cov
¡ ut ¡ ut ¡ 4

4 ; ut ¡ h ¡ ut ¡ h ¡ 4

4

¢
=

½
¡ ¾2

16 si h = § 4
0 sinon

En particulier le processusZ eststationnaire,d'auto-corr¶elation ½Z (h) = ° Z (h)
° 0(h) =

8
<

:

1 si h = 0
¡ 1

2 si h = § 4
0 sinon

.

?
? ?
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Enonc ¶e de l'exercice 3

On considµere le processus d¶e¯ni par 8t 2 Z X t = ²t ¡ µ²t¡ 1 oµu (²t )t2 Z est un bruit blanc et
µ 2] ¡ 1; +1[.

+ Q1 Montrer que X est stationnaire et calculer sa fonction d'auto-covariance.

+ Q2 Soient ÁT ; ÁT ¡ 1; : : : ; Á1 lescoe±cients dela r¶egressionlin¶eaire bX T +1 deX T +1 sur (X T ; X T ¡ 1; : : : ; X 1).

Ecrire les conditions d'orth ogonalit¶e entre
³

X T +1 ¡ bX T +1

´
et < X T ; : : : ; X 1 > .

En d¶eduire que (Á1; : : : ; ÁT ) v¶eri¯ e
8
<

:

(1 + µ2) ÁT ¡ µÁT ¡ 1 = ¡ µ
¡ µÁk+1 + (1 + µ2) Ák ¡ µÁk¡ 1 = 0 pour k 2 J2; T ¡ 1K

(1 + µ2) Á1 ¡ µÁ2 = ¡ µ

+ Q3 D¶eterminer (et si possible calculer) la fonction d'auto-corr¶elation partielle de X .

Corrig ¶e de l'exercice 3

+ Q1 On a successivement pour t 2 Z
{ E (X t ) = E (²t ) ¡ µE (²t¡ 1) = 0
{ V (X t ) = V (²t ) + µ2V (²t¡ 1) = (1 + µ2) ¾2

²

{ Cov(X t ; X t¡ h) = Cov(²t ¡ µ²t¡ 1 ; ²t¡ h ¡ µ²t¡ h¡ 1) =
½

¡ µ¾2
² si h = § 1
0 sinon

En particulier X est stationnaire.

+ Q2 On a par d¶e¯nition pour t 2 Z bX T +1 =
P T

k=1 ÁkX k.
Alors pour k 2 J1; TK

Cov
³³

X T +1 ¡ bX T +1

´
; X k

´
= 0

soit Cov(X T +1 ; X k) ¡
TX

l=1

ÁlCov(X l ; X k) = 0

soit °X (T + 1 ¡ k) ¡
TX

l=1

Ál °X (k ¡ l) = 0

ce qui s'¶ecrit compte-tenu de l'expressionde ° X

8
<

:

+ ÁT ¡ 1µ¾2
² ¡ ÁT (1 + µ2) ¾2

² ¡ µ¾2
² = 0 lorsque k = T

+ Ák¡ 1µ¾2
² ¡ Ák (1 + µ2) ¾2

² + Ák+1 µ¾2
² = 0 lorsque k 2 J2; T ¡ 1K

¡ Á1 (1 + µ2) ¾2
² + Á2µ¾2

² = 0 lorsque k = 1
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d'oµu (puisque ¾2
² > 0)

8
<

:

(1 + µ2) ÁT ¡ µÁT ¡ 1 = ¡ µ lorsque k = T
¡ µÁk+1 + (1 + µ2) Ák ¡ µÁk¡ 1 = 0 pour k 2 J2; T ¡ 1K

(1 + µ2) Á1 ¡ µÁ2 = 0 lorsque k = 1

+ Q3 Par d¶e¯nition le c¾±cient d'auto-corr¶elation partielle d'ordre m est

r (m) = Corr (X t ¡ E (X t jX t¡ 1; : : : ; X t¡ m ) ; X t¡ m ¡ E (X t¡ m jX t¡ m ; : : : ; X t¡ 1))

(commeE (X t ) = 0 il n'est pasn¶ecessaireder¶egressersur < 1; X t¡ 1; : : : ; X t¡ m > maisseulement
sur < X t¡ 1; : : : ; X t¡ m > ). Or il est aussi ¶egal au c¾±cient de X t¡ m dans la r¶egressionde X t

sur < X t¡ 1; : : : ; X t¡ m > .4 On a donc successivement :
{ Calcul de r (1) :

Projetant X t sur < X t¡ 1 > on a E (X t jX t¡ 1) = Á(1)
1 X t¡ 1 avec r (1) = Á(1)

1 .
Or d'aprµesla question pr¶ec¶edente on a (1 + µ2) Á(1)

1 = ¡ µ et donc

r (1) = ¡
µ

1 + µ2

{ Calcul de r (2) :

Projetant X t sur < X t¡ 1; X t¡ 2 > on a E (X t jX t¡ 1; X t¡ 2) = Á(2)
1 X t¡ 1 + Á(2)

2 X t¡ 2 avec r (2) =
Á(2)

2 .
Attention : il n'y a aucune raison pour que Á(1)

1 = Á(2)
1 . . .

On a alors (
(1 + µ2) Á(2)

1 ¡ µÁ(2)
2 = ¡ µ

¡ µÁ(2)
1 + (1 + µ2) Á(2)

2 = 0

soit 8
<

:

(1 ¡ µ + µ2)
³

Á(2)
1 + Á(2)

2

´
= ¡ µ

(1 + µ + µ2)
³

Á(2)
1 ¡ Á(2)

2

´
= 0

ce dont on tire que

Á(2)
2 = ¡

1
2

µ
µ

1 ¡ µ + µ2
¡

µ
1 + µ + µ2

¶

soit

r (2) = ¡
µ2

1 + µ2 + µ4

Remarque: on constate par ailleurs que Á(2)
1 = ¡ µ+ µ3

1+ µ2+ µ4 6= Á(1)
1 .

4Une preuve en est donn¶ee dans\S¶eries temporelles et modµelesdynamiques", C. Gouri¶eroux et A. Monfort, V-D.2
page161. Voir aussi exercice4 .
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{ Calcul de r (T) :

Projetant X t sur < X t¡ 1; : : : ; X t¡ T > on a E (X t jX t¡ 1; : : : ; X t¡ T ) = Á(T )
1 X t¡ 1 + ¢¢¢+ Á(T )

2 X t¡ 2

avec r (T) = Á(T )
T .

On a alors 8
><

>:

(1 + µ2) Á(T )
T ¡ µÁ(T )

T ¡ 1 = ¡ µ lorsque k = T
¡ µÁ(T )

k+1 + (1 + µ2) Á(T )
k ¡ µÁ(T )

k¡ 1 = 0 pour k 2 J2; T ¡ 1K
(1 + µ2) Á(T )

1 ¡ µÁ(T )
2 = 0 lorsque k = 1

ce dont on tire que par r¶ecurrence5 que

r (T) = ¡
µT

1 + µ2 + ¢¢¢+ µ2T

?
? ?

Enonc ¶e de l'exercice 4

Soit (X t )t2 Z un processus stationnaire du second ordre.
On note pour m 2 N¤ et t 2 Z

X ¤+
t = EL (X t j1; X t¡ 1; : : : ; X t¡ m+1 )

X ¤¡
t = EL (X t¡ m j1; X t¡ m+1 ; : : : ; X t¡ 1)

On note ½(m) = Corr
¡
X t ¡ X ¤+

t ; X t¡ m ¡ X ¤¡
t

¢
.

On note par ailleurs r (m) le c¾±cient d'auto-corr¶elation partielle d'ordre m deX , et on cherche
µa montrer que ½(m) = r (m).

+ Q1 On note pour t 2 Z
X ¤+

t = a0 + a1X t¡ 1 + ¢¢¢+ am¡ 1X t¡ m+1

X ¤¡
t = b0 + b1X t¡ m+1 + ¢¢¢+ bm¡ 1X t¡ 1

(a) Montrer que (a1; : : : ; am¡ 1) = (bm¡ 1; : : : ; b1).

(b) Montrer que V
¡
X ¤+

t

¢
= V

¡
X ¤¡

t

¢
.

En d¶eduire que V
¡
X t ¡ X ¤+

t

¢
= V

¡
X t¡ m ¡ X ¤¡

t

¢
.

+ Q2 On note pour t 2 Z
X t = c0 + c1X t¡ 1 + ¢¢¢+ cmX t¡ m + ut

oµu ut est orthogonal µa < 1; X t¡ 1; : : : ; X t¡ m > ; ainsi par d¶e¯nition r (m) = cm.

(a) Montrer que
¡
X t ¡ X ¤+

t

¢
= cm

¡
X t¡ m ¡ X ¤¡

t

¢
+ ut .

5Calcul non-d¶etaill¶e ici. En utilisant exercice4 , identi¯er le c¾±cient bl ¡ 1
k de X l ¡ 1

T ¡ k dans la r¶egressionde
X T ¡ l sur 1; X T ¡ m +1 ; : : : ; X T ¡ 1, au c¾±cient al ¡ 1

l ¡ k+1 de X l ¡ 1
T ¡ l + k ¡ 1 dans la r¶egressionde X T sur 1; X T ¡ 1; : : : ; X T ¡ m +1

. . .
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(b) En d¶eduire que E
¡ ¡

X t ¡ X ¤+
t

¢¡
X t¡ m ¡ X ¤¡

t

¢¢
= cmV

¡
X t¡ m ¡ X ¤¡

t

¢
.

+ Q3 En d¶eduire que ½(m) = r (m).

Corrig ¶e de l'exercice 4

+ Q1 (a) Remarque: bien-entendu commeX est stationnaire ½(m) ne d¶epend pas de t et est donc bien
d¶e¯ni.

{ E
¡
X ¤+

t

¢
est la projection orthogonale de X t sur le sous-espacevectoriel engendr¶e par

(1; X t¡ 1; : : : ; X t¡ m+1 ) pour le produit scalaire< X jY > = E (X Y). Donc par d¶e¯nition
(X t ¡ X ¤+

t ) est orthogonal µa h1; X t¡ 1; : : : ; X t¡ m+1 i , donc en particulier (X t ¡ X ¤+
t ) j= (1)

ce qui s'¶ecrit E
¡
X t ¡ X ¤+

t

¢
= 0.

De E (X t ) = E
¡
X ¤+

t

¢
on tire alors que

E (X t ) = a0 + a1E (X t¡ 1) + ¢¢¢+ am¡ 1E (X t¡ m+1 )

et donc, (X t )t ¶etant stationnaire,

a0 = (1 ¡ a1 ¡ ¢¢¢¡ am¡ 1) E (X t )

Par ailleurs par d¶e¯nition X ¤+
t on a 8j 2 J1; m ¡ 1K;

¡
X t ¡ X ¤+

t

¢
j= X t¡ j . Autrement

dit pour j 2 J1; m ¡ 1K

0 = E
¡¡

X t ¡ X ¤+
t

¢
¢X t¡ j

¢

soit E (X tX t¡ j ) = a0E (X t ) + a1E (X t¡ 1X t¡ j ) + ¢¢¢+ am¡ 1E (X t¡ m+1 X t¡ j )

soit E (X tX t¡ j ) = (1 ¡ a1 ¡ ¢¢¢¡ am¡ 1) E (X t )E (X t¡ j ) + a1E (X t¡ 1X t¡ j ) + ¢¢¢

+ am¡ 1E (X t¡ m+1 X t¡ j )

= E (X t )E (X t¡ j ) + a1 (E (X t¡ 1X t¡ j ) ¡ E (X t¡ 1)E (X t¡ j )) + ¢¢¢

+ am¡ 1 (E (X t¡ m+1 X t¡ j ) ¡ E (X t¡ m+1 )E (X t¡ j ))

soit °X (j ) = a1°X (j ¡ 1) + ¢¢¢+ am¡ 1°X (j ¡ m + 1)

Autrement dit en notant

¡ m¡ 1 =

0

B
B
B
@

°X (0) °X (1) ¢¢¢ °X (m ¡ 2)
°X (1) °X (0) ¢¢¢ °X (m ¡ 1)

...
...

. . .
...

°X (m ¡ 2) °X (m ¡ 3) ¢¢¢ °X (0)

1

C
C
C
A

= Cov(X t¡ 1; : : : ; X t¡ m+1 )

on a 0

B
@

°X (1)
...

°X (m ¡ 1)

1

C
A = ¡ m¡ 1

0

B
@

a1
...

am¡ 1

1

C
A
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{ De fa»con similaire on a pour j 2 J1; m ¡ 1K

0 = E
¡ ¡

X t ¡ X ¤¡
t

¢
¢X t¡ j

¢

soit E (X tX t¡ j ) = b0E (X t ) + b1E (X t¡ m+1 X t¡ j ) + ¢¢¢+ bm¡ 1E (X t¡ 1X t¡ j )

soit E (X tX t¡ j ) = (1 ¡ b1 ¡ ¢¢¢¡ bm¡ 1) E (X t )E (X t¡ j ) + b1E (X t¡ m+1 X t¡ j ) + ¢¢¢

+ bm¡ 1E (X t¡ 1X t¡ j )

= E (X t )E (X t¡ j ) + b1 (E (X t¡ m+1 X t¡ j ) ¡ E (X t¡ m+1 )E (X t¡ j )) + ¢¢¢

+ bm¡ 1 (E (X t¡ 1X t¡ j ) ¡ E (X t¡ 1)E (X t¡ j ))

soit °X (j ) = b1°X (j ¡ m + 1) + ¢¢¢+ bm¡ 1°X (j ¡ 1)

de sorte que 0

B
@

°X (1)
...

°X (m ¡ 1)

1

C
A = ¡ m¡ 1

0

B
@

bm¡ 1
...

b1

1

C
A

{ Or ¡ m¡ 1 est inversible (sauf si le processus estpresque-ŝurement d¶eterministe)6 : ene®et
dans le cascontraire consid¶erons ¸ 1; : : : ; ¸ m¡ 1 non tous nuls et tels que

m¡ 1X

i =1

¸ i

0

B
@

°X (i ¡ 1)
...

°X (i ¡ m + 1)

1

C
A =

0

B
@

0
...
0

1

C
A

Alors pour t 2 Z

8k 2 J1; m ¡ 1K;
m¡ 1X

i=1

¸ i Cov(X t¡ i ; X t¡ k ) = 0

soit 8k 2 J1; m ¡ 1K; Cov

Ã
m¡ 1X

i=1

¸ i X t¡ i ; X t¡ k

!

= 0

donc
m¡ 1X

k=1

¸ kCov

Ã
m¡ 1X

i=1

¸ i X t¡ i ; X t¡ k

!

= 0

soit V

Ã
m¡ 1X

i=1

¸ i X t¡ i

!

= 0

donc V (X t¡ r jX t¡ r ¡ 1; : : : ; X t¡ m¡ 1) = 0

oµu r est le num¶ero du premier ¸ k non nul : ainsi le processus X est d¶eterministe (condi-
tionnellement µa m ¡ r valeurs initiales) !

Par cons¶equent ¡ m¡ 1 est inversible et
0

B
@

a1
...

am¡ 1

1

C
A = (¡ m¡ 1)¡ 1

0

B
@

°X (1)
...

°X (m ¡ 1)

1

C
A =

0

B
@

bm¡ 1
...

b1

1

C
A

6Auquel casbien entendu tous les c¾±cients de corr¶elation partielle r (m) sont nuls et l'exercice est trivial.
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(b) On a pour t 2 Z

V
¡
X ¤+

t

¢
= V (a1X t¡ 1 + ¢¢¢+ am¡ 1X t¡ m+1 )

= (a1; : : : ; am¡ 1) V

0

B
@

0

B
@

X t¡ 1
...

X t¡ m+1

1

C
A

1

C
A

0

B
@

a1
...

am¡ 1

1

C
A

= (bm¡ 1; : : : ; b1) V

0

B
@

0

B
@

X t¡ 1
...

X t¡ m+1

1

C
A

1

C
A

0

B
@

bm¡ 1
...
b1

1

C
A

= (bm¡ 1; : : : ; b1) V

0

B
@

0

B
@

X t¡ m+1
...

X t¡ 1

1

C
A

1

C
A

0

B
@

bm¡ 1
...
b1

1

C
A car X stationnaire

= V (bm¡ 1X t¡ m+1 + ¢¢¢+ b1X t¡ 1)

= V
¡
X ¤¡

t

¢

Par ailleurs

V
¡
X ¤+

t

¢
+ V

¡
X t ¡ X ¤+

t

¢
= V (X t ) car

¡
X t ¡ X ¤+

t

¢
j= X ¤+

t

= V (X t¡ m ) car X est stationnaire

= V
¡
X ¤¡

t

¢
+ V

¡
X t¡ m ¡ X ¤¡

t

¢
car

¡
X t¡ m ¡ X ¡ +

t

¢

j= X ¤+
t

Par cons¶equent

V
¡
X t ¡ X ¤+

t

¢
= V

¡
X t¡ m ¡ X ¤¡

t

¢

+ Q2 (a) On a pour t 2 Z

X ¤+
t = EL (X t j1; X t¡ 1; : : : ; X t¡ m+1 )

= (c0 + c1X t¡ 1 + ¢¢¢+ cm¡ 1X t¡ m+1 ) + EL (cmX t¡ m j 1; X t¡ m+1 ; : : : ; X t¡ 1)

+ EL (ut j 1; X t¡ 1; : : : ; X t¡ m+1 )

= (c0 + c1X t¡ 1 + ¢¢¢+ cm¡ 1X t¡ m+1 ) + cmX ¤¡
t + 0

Par cons¶equent

X t ¡ X ¤+
t = X t ¡ (c0 + c1X t¡ 1 + ¢¢¢+ cm¡ 1X t¡ m+1 ) ¡ cmX ¤¡

t

= (cmX t¡ m + ut ) ¡ cmX ¤¡
t

= cm
¡
X t¡ m ¡ X ¤¡

t

¢
+ ut

(b) On a

E
¡ ¡

X t ¡ X ¤+
t

¢¡
X t¡ m ¡ X ¤¡

t

¢¢
= E

³
cm

¡
X t¡ m ¡ X ¤¡

t

¢2
+ cmut

¡
X t¡ m ¡ X ¤¡

t

¢́

Or ut j= < 1; X t¡ 1; : : : ; X t¡ m+1 > , de sorte que ut j=

¡
X t¡ m ¡ X ¤¡

t

¢
.

Donc
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E
¡¡

X t ¡ X ¤+
t

¢¡
X t¡ m ¡ X ¤¡

t

¢¢
= cmV

¡
X t¡ m ¡ X ¤¡

t

¢

+ Q3 A moins que le processus ne soit d¶eg¶en¶er¶e on a V
¡
X t¡ m ¡ X ¤¡

t

¢
> 0 et donc

r (m) = cm par d¶e¯nition

=
E

¡ ¡
X t ¡ X ¤+

t

¢¡
X t¡ m ¡ X ¤¡

t

¢¢

V
¡
X t¡ m ¡ X ¤¡

t

¢

=
Cov

¡¡
X t ¡ X ¤+

t

¢
;

¡
X t¡ m ¡ X ¤¡

t

¢¢

q
V

¡
X t ¡ X ¤+

t

¢q
V

¡
X t¡ m ¡ X ¤¡

t

¢ car V
¡
X t ¡ X ¤+

t

¢
= V

¡
X t¡ m ¡ X ¤¡

t

¢

= Corr
¡¡

X t ¡ X ¤+
t

¢
;

¡
X t¡ m ¡ X ¤¡

t

¢¢

= ½(m)

Autrement dit, le c¾±cient d'auto-corr¶elation partielle d'ordre m est le c¾±cient deX t¡ m dans
la r¶egressiona±n e de X t sur < 1; X t¡ 1; : : : ; X t¡ m > , qui est aussi le c¾±cient de corr¶elation
de X t ¡ X ¤+

t avec X t¡ m ¡ X ¤¡
t .

?
? ?
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2 Travaux Dirig ¶es n±2

Enonc ¶e de l'exercice 1

On considµereun processus X v¶eri¯ ant

8t 2 Z; X t ¡
7
2

X t¡ 1 +
3
2

X t¡ 2 = ²t (1)

oµu ² est un bruit blanc de variance¾2
² .

+ Q1 Soit ©(X) = 1 ¡ 7
2X + 3

2X2.
Factoriser© et d¶ecomposer©(X)¡ 1 en ¶el¶ements simples.
D¶evelopper chaque ¶el¶ement simple en s¶erie entiµerede X ou de 1

X selonlescas.

+ Q2 Montrer qu'il existe (ak)k2 Z 2 RZ telle que Y =
¡P

k2 Z ak²t¡ k
¢

t2 Z
existeet v¶eri¯ e (1) .

V¶eri¯ er que 8k < 0; ak 6= 0 et en d¶eduire que 8t 2 Z; 8k ¸ 1; Cov(²t ; Yt¡ k ) 6= 0.
En d¶eduire que ² n'est pas l'in novation de X .

+ Q3 Soit £ une s¶erie entiµereabsolument convergente, et A un processus stationnaire quelconque.
Montrer que le processus B = £( L)A existebien et est stationnaire.
V¶eri¯ er que 8! 2 R; f B (! ) = j£ (e+ i! )j2 f A (! ), oµu f Z d¶esigne la densit¶e spectrale de Z .

+ Q4 Montrer qu'il existe un polynôme ©¤ de degr¶e 2, dont toutes les racines sont hors du cercle
unit¶e, et un bruit blanc ´ tels que

8t 2 Z; ©¤(L)Yt = ´ t

En d¶eduire qu'il existe (bk)k2 N telle que

8t 2 Z; Yt =
X

k2 N

bk´ t¡ k

et que ´ est l'in novation de Y.

+ Q5 Montrer que la r¶egressionlin¶eaireoptimale de Yt sur sonpass¶e n'est pas 7
2Yt¡ 1 ¡ 3

2Yt¡ 2.

Corrig ¶e de l'exercice 1

+ Q1 On a ©(X) = (1 ¡ 3X)(1 ¡ 1
2X) ; on constate que 1

3 est racine de © et n'est pas hors du disque
unit¶e. Remarque: Consid¶eronsE l'espacede tous lesprocessusstationnaires; il est m¶etrisable (pour

la distance V (¢¡ ¢)) et complet (l'algµebre des suites r¶eellesL 1 est un Banach X 7! ¸ ¢X ; X ; Y 7!
X + Y; ; X ; Y 7! X £ Y) . En outre si a est dans L 1 alors

¡P
k2 Z akX t¡ k

¢
t2 Z est stationnaire.

L'op¶erateur L :
µ

E ! E
(X t )t2 Z 7! (X t¡ 1)t2 Z

¶
est un morphisme (voir question 3), de norme triple

supX 2 E
kLX k
kX k = supX 2 E

° X (0)
° X (0) = 1.
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Consid¶eronsalors F l'espacedesmorphismesde E dans E, muni µa son tour de la structure d'algµebre
standard. Soit ¸ 2 R et £( X) =

P
k2 N ¸ kXk. Alors la s¶erie d'op¶erateurs de F

P
k2 N ¸ kL k converge

dans F ssi la s¶erie r¶eelle
P

k2 N ¸ k converge,puisqueL est de norme 1, soit si j¸ j < 1.

Dans ce cas,comme
P

k2 N ¸ kXk = 1
1¡ ¸ X on a :

P
k2 N ¸ kL k = (1 ¡ ¸L )¡ 1 est l'op¶erateur inversedans

F de (1 ¡ ¸L ).

On a en l'occurence

1
©(X)

=
1

(1 ¡ 3X)(1 ¡ 1
2X)

=
6
5

¢
1

1 ¡ 3X
+

µ
¡

1
5

¶
¢

1
1 ¡ 1

2X

Comme 1
2 < 1 on a

1
1 ¡ 1

2X
=

+ 1X

k=0

1
2k

Xk

A l'in verse3 > 1 et donc

1
(1 ¡ 3X)

=
µ

¡
1
3

¶
1

X ¡ 1
3

=
µ

¡
1
3

¶ µ
1
X

¶
1

1 ¡ 1
3

¡
1
X

¢

=
µ

¡
1
3

¶ µ
1
X

¶ + 1X

k=0

1
3k

µ
1
X

¶ k

= ¡
+ 1X

k=1

1
3k

µ
1
X

¶ k

+ Q2 { D¶e¯nissons

ak =
½

1
2k si k ¸ 0

¡ 6
5

1
3k sinon

Alors par construction 1
©(X) =

P
k2 Z akXk.

Par cons¶equent l'op¶erateur ©(L) est inversible et d'inverse©(L)¡ 1 = ©¡ 1(L) =
P

k2 N akLk +P
k2 N¤ a¡ kF k, oµu F d¶esigne l'op¶erateur avance.

Soit donc Y =
¡P

k2 Z ak²t¡ k
¢

t2 Z
; par d¶e¯nition Y = ©(L)¡ 1², c'est-µa-dire ©(L)Y = ².

{ Par ailleurs pour t 2 Z et k ¸ 1 on a Cov(²t ; Yt¡ k ) =
P

j 2 Z aj

�

t= t ¡ k¡ j ¾2
² = a¡ k¾2

² 6= 0. Or si
² ¶etait l'in novation de Y, alors 8t 2 Z; ²t =

¡
Yt ¡ Y ¤+

t

¢

j= < 1; Yt ¡ 1; : : : > .
Donc ² n'est pas l'in novation de Y.

+ Q3 { A est stationnaire donc 8t 2 Z; 8k 2 Z; kakAt+ kk2 · jak jkAk2 = jak j°A (0) + E (A0)2

et comme la s¶erie £( X) est absolument convergente, la s¶erie £( L) ± A est normalement
convergente.
En¯ n Cov(Bt ; Bt¡ h) =

P
i;j 2 Z ai aj Cov(At¡ i ; At¡ h¡ j ) =

P
i;j 2 Z ai aj °A (h ¡ i ¡ j ) ne d¶epend

pas de t 2 Z.
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{ Soit ¸ 2 C, et montrons tout d'abord que 8! 2 R; f (

�

¡ ¸L )A (! ) = j1 ¡ ¸e i! j2 f A (! ). On a
tout d'abord pour h 2 Z 7

° (

�

¡ ¸L )A (h) = Cov(At ¡ ¸A t¡ 1 ; At¡ h ¡ ¸A t¡ h¡ 1)

= Cov(At ; At¡ h) ¡ ¸ Cov(At ; At¡ h¡ 1) ¡ ¸ Cov(At¡ 1; At¡ h) + ¸ ¸ Cov(At¡ 1; At¡ h¡ 1)

=
¡
1 + j¸ j2

¢
°A (h) ¡ ¸° A (h ¡ 1) ¡ ¸° A (h + 1)

Donc pour ! 2 R

f (

�

¡ ¸L )A (! ) =
1

2¼

X

h2 Z

° (

�

¡ ¸L )A (h)ei! h

=
1

2¼

X

h2 Z

¡ ¡
1 + j¸ j2

¢
°A (h) ¡ ¸° A (h ¡ 1) ¡ ¸° A (h + 1)

¢
ei! h

=
1

2¼

X

h2 Z

¡ ¡
1 + j¸ j2

¢
¡ ¸e i! ¡ ¸e ¡ i!

¢
°A (h)ei! h

=
1

2¼

¡
1 ¡ ¸e i!

¢¡
1 ¡ ¸e ¡ i!

¢X

h2 Z

°A (h)ei! h

=
¯
¯1 ¡ ¸e i!

¯
¯2

°A (h)

Par suite, pour tout polynômeP 2 C[X], P estscind¶eet s'¶ecrit P(X) = (1 ¡ ¸ 1X) ¢¢¢(1 ¡ ¸ nX),
donc

f P (L )A (! ) =
¯
¯1 ¡ ¸ 1ei!

¯
¯2

f (1¡ ¸ 2X)¢¢¢(1¡ ¸ n X)A (! )

=
¯
¯1 ¡ ¸ 1ei!

¯
¯2

¢¢¢
¯
¯1 ¡ ¸ nei!

¯
¯2

f A (! )

=
¯
¯P

¡
ei!

¢̄̄ 2
f A (! )

Pour toute fraction rationnelle F = P (X)
Q(X) 2 C(X), on a

¯
¯Q

¡
ei!

¢̄̄ 2
f F (L )A (! ) = f Q(L )F (L )A (! )

= f P (L )A

=
¯
¯P

¡
ei!

¢̄̄ 2
f A (! )

et donc f F (L )A = jF (ei! )j2 f A (! ).
Soit en̄ n £( X) =

P
k2 Z akXk une s¶erie absolument convergente ; notons ÁN (X) =

P
jkj¸ N akXk. Alors 8N 2 N; f £ N (L )A (! ) = j£ N (ei! )j2 f A (! ). Or £ est absolement conver-

gente, donc j£ N (ei! )j2 admet une limite ¯ nie lorsque N ! + 1 , µa savoir j£ (ei! )j2. Donc
f £ N (L )A (! ) admet une limite lorsque N ! + 1 , et on a

f £( L )A (! ) = j£ (ei! )j2 f A (! )

7Attention : Cov(¢; ¢) est une forme hermitienne sur les variables al¶eatoirescomplexes,i.e.
8¹ 2 C; Cov(X ; ¹Y ) = ¹ Cov(X ; Y ) et pas ¹ Cov(X ; Y ).
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Autre m¶ethode :
Soit £( X) =

P
k2 Z akXk une s¶erie absolument convergente. Alors

°£( L )A (h) = Cov

Ã
X

j 2 Z

aj At¡ j ;
X

l2 Z

alAt¡ h¡ l

!

=
X

j ;l2 Z

aj al °A (h + l ¡ j )

et donc

f £( L )A (! ) =
1

2¼

X

h2 Z

Ã
X

j ;l2 Z

aj al °A (h + l ¡ j )

!

ei! h

=
1

2¼

X

j ;l2 Z

aj al

Ã
X

h2 Z

°A (h + l ¡ j )ei! h

!

car les s¶eriessont absolument sommables

=
1

2¼

X

j ;l2 Z

aj al

Ã
X

m2 Z

°A (m)ei! (m¡ i+ j )

!

=
1

2¼

Ã
X

j 2 Z

aj ei! j

! Ã
X

l2 Z

ale¡ i! l

! Ã
X

m2 Z

°A (m)ei! m

!

idem

=

¯
¯
¯
¯
¯

X

j 2 Z

aj ei! j

¯
¯
¯
¯
¯

2

f A (! )

=
¯
¯£

¡
ei!

¢̄̄ 2
f A (! )

+ Q4 Soit donc £ une s¶erie absolument convergente, et consid¶erons le processus Z = £( L)Y. Alors

f Z (! ) =
¯
¯£

¡
ei!

¢̄̄ 2
f Y (! )

=
¯
¯£

¡
ei!

¢̄̄ 2
f ©(L )¡ 1² (! )

=

¯
¯
¯
¯
£ (ei! )
© (ei! )

¯
¯
¯
¯

2

f ² (! )

Or si ´ est un bruit blanc de variance ¾2
´ , alors f ´ (! ) = 1

2¼

P
k2 Z ° ´ (h)ei ! = ¾2

´

2¼. Et comme
pour tout processus A on a ° A (h) = 1

2¼

R
[0;2¼] f A (! )e¡ i! d! , la r¶eciproque est ¶egalement vraie

(un processus est un bruit blanc ssi sa densit¶e spectrale est constante).

En particulier, si £ est tel que

¯
¯
¯
¯

£ (ei! )
©(ei! )

¯
¯
¯
¯ est ind¶ependante de ! , alors Z est un bruit blanc.

C'est pourquoi on considµere©¤(X) =
¡
1 ¡ 1

3X
¢¡

1 ¡ 1
2X

¢
: ©¤ a toutes sesracineshors du cercle
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unit¶e par construction, et en outre en notant ´ = ©¤(L)Y on a

f ´ (! ) =

¯
¯
¯
¯
£ (ei! )
© (ei! )

¯
¯
¯
¯

2 ¾2

2¼

=

¯
¯
¯
¯
1 ¡ 1

3ei!

1 ¡ 3ei!

¯
¯
¯
¯

2
¾2

2¼

=

¯
¯
¯
¯
1
3

ei!

¯
¯
¯
¯

2 ¯
¯
¯
¯
3e¡ i! ¡ 1
1 ¡ 3ei!

¯
¯
¯
¯

2 ¾2

2¼

=

¯
¯
¯
¯
1
3

ei!

¯
¯
¯
¯

2 ¾2

2¼

=
1
9

¾2

2¼

Ainsi

´ est un bruit blanc de variance ¾2
²

9 tel que ©¤(L)Y = ´

©¤ ayant toutes sesracinesde module strictement sup¶erieur µa 1 il admet un d¶eveloppement en
s¶erie entiµereµa indicespositifs uniquement, µa savoir

1
©¤(X)

= (¡ 2)
1

1 ¡ 1
3X

+ 3
1

1 ¡ 1
2X

= ¡ 2
+ 1X

k=0

1
3k

Xk + 3
+ 1X

k=0

1
2k

Xk

Posons donc pour k 2 N
bk = 3 ¢2¡ k ¡ 2 ¢3¡ k

Alors par construction 8t 2 Z; Y = ©¤¡ 1(L)´ =
P

k2 N bk´ t¡ k .
En particulier, ´ est l'in novation de Y.

+ Q5 Par d¶e¯nition de l'in novation on a pour tout t 2 Z, ´ t = Yt ¡ EL (Yt jYt¡ 1; : : :). Donc

EL (Yt jYt¡ 1; : : :) = Yt ¡ ´ t

= ((1 ¡ ©¤(L)) Y)t

=
5
6

Yt¡ 1 ¡
1
6

Yt¡ 2

6=
7
2

Yt¡ 1 ¡
3
2

Yt¡ 2 en g¶en¶eral

?
? ?
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Enonc ¶e de l'exercice 2

On considµereun processus stationnaire du second ordre X v¶eri¯ ant

8t 2 Z; X t = 2X t¡ 1 + ²t

oµu ² est un bruit blanc de variance¾2
² .

On supposeque l'observation de X est impr¶eciseet qu'on n'observe que Y = X + ´ , oµu ´ est
un bruit blanc d¶ecorr¶el¶e de ² et de variance¾2

´ = ½¾2² , ½> 0.

+ Q1 Montrer que ² + (

�

¡ 2L)´ est un processus M a(1).

+ Q2 Montrer Y est un processus Arma (1,1), et donner sa repr¶esentation canonique.

+ Q3 Montrer qu'il existeune s¶erie absolument convergente
¡P

k2 N ak
¢

telle que

8t 2 Z; Yt = et +
X

k2 N¤

akYt¡ k

oµu e d¶esigne l'in novation de Y.
Justi¯ er l'in t¶er̂et d'une telle repr¶esentation.

Corrig ¶e de l'exercice 2

+ Q1 Soit V = ² + (

�

¡ 2L)´ .
On a pour t 2 Z E (V) = 0 et de plus

Cov(Vt ; Vt¡ h) = Cov(²t + ´ t ¡ 2´ t¡ 1 ; ²t¡ h + ´ t¡ h ¡ 2´ t¡ h¡ 1)

=

8
<

:

(1 + 5½)¾2
² si h = 0

¡ 2½¾2² si h = § 1
0 sinon

Ainsi V est stationnaire et sa fonction d'auto-corr¶elation est celled'un processus M a(1).
Soit alors µ 2 R et ¹ un bruit blanc de variance¾2

¹ , et notons W = (

�

¡ µL)¹ .
Cherchons µ et ¾2

¹ tels que °W = °V .

On a °W (h) =

8
<

:

(1 + µ2) ¾2
¹ si h = 0

¡ µ¾2
¹ si h = § 1
0 sinon

.

Fixons donc 8
>><

>>:

µ =
1+5 ½

2½ ¡

r

(1+ 5
2½)2

¡ 1

2

¾2
¹ = 2¾2

²

1+ ½
2½ ¡

r

(1+ 5
2½)2

¡ 1
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Alors8 par construction ½
µ2 ¡ 1+5 ½

2½ µ + 1 = 0
et ¾2

¹ = 1
µ2¡ 2µ+1 ¾2

²

soit ½
(1 + µ2) ¾2

¹ = (1 + 5½)¾2
²

¡ µ¾2
¹ = ¡ 2½¾2²

et donc °V = °W .
En particulier, commele polynôme M a d'un processus M a sed¶eduit de sesauto-corr¶elations
par les ¶equations de Yule-Walker, V et W suivent le même processus M a : V suit donc le
processus M a de polynôme(1 ¡ µX). 9

D¶e¯nissons donc º = (

�

¡ µL)¡ 1V ; alors par construction º est un bruit blanc de variance
¾2

º = ¾2
¹ .

Ainsi V v¶eri¯ e
V = (

�

¡ µL)º

oµu º est un bruit blanc de variance¾2
º = 1

µ2¡ 2µ+1 ¾2
² .

+ Q2 On a ² = (

�

¡ 2L)X et donc V = (

�

¡ 2L) ± (X + ´ ) = (

�

¡ 2L)Y. Autrement dit

(

�

¡ 2L)Y = (

�

¡ µL)¹

et donc Y suit un Arma (1,1) (car µ 6= 2).
Cependant le polynôme©(X) = 1¡ 2X admet 1

2 pour racine qui n'est pashors du cercleunit¶e :
cette repr¶esentation n'est donc pas canonique.
De la mêmefa»con que dans exercice1 on d¶e¯nit ©¤(X) = (1 ¡ 1

2X).
Notons » = (

�

¡ µL)©¤¡ 1(L)¹ ; alors » est un bruit blanc de variance

¯
¯
¯
¯
©¤ (ei! )
© (ei! )

¯
¯
¯
¯

2

¾2
¹ =

¯
¯
¯
¯
1 ¡ 1

2ei!

1 ¡ 2ei!

¯
¯
¯
¯

2

¾2
¹ =

1
4

¾2
¹

Ainsi Y suit l'Arma (1,1) sous forme canonique

(

�

¡ 1
2L)Y = (

�

¡ µL)», oµu » est un bruit blanc de variance 1
4¾2

¹

+ Q3 D'aprµesle r¶esultat pr¶ec¶edent l'in novation du processusY est». Par ailleurs la fraction rationnelle

8Le choix de
1+5 ½

2½ ¡
q

(1+ 5
2½)2

¡ 1

2 plut ôt que
1+5 ½

2½ +
q

(1+ 5
2½)2

¡ 1

2 permet de garantir que jµj < 1.
9En toute rigueur, il faudrait pr¶ealablement montrer quesi un processusX stationnaire a sonauto-corr¶elation nulle µa

partir du rang q, alors il suit un processusMa d'ordre au plus q. Pour cefaire, il faut d¶e¯nir le polynômemoyenne-mobile
¢ issu des¶equations de Yule-Walker, puis v¶eri¯er que f ¢( L ) ¡ 1 ±X (! ) est constante, ce qui garantit que ¢( L)¡ 1 ± X est
bien un bruit blanc. Voir aussi TD 3, exercice1
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1
1¡ µX est d¶eveloppable en s¶erie entiµereet on a 1

1¡ µX =
P

k2 N µkXk de sorte que

» = (

�

¡ µL)¡ 1
µ

�

¡
1
2

L
¶

Y

=

Ãµ

�

¡
1
2

L
¶

£

Ã
X

k2 N

µkLk

!!

±Y

=

Ã

�

¡
µ

µ ¡
1
2

¶ X

k¸ 1

µk¡ 1Lk

!

±Y

et donc en d¶e¯nissant pour k ¸ 1 ak =
¡
µ ¡ 1

2

¢
µk¡ 1 on a 8t 2 Z; »t = Yt ¡

P
k¸ 1 akYt¡ k et donc

8t 2 Z; Yt = »t +
P

k¸ 1 akYt¡ k

En d'autres termeson a pour tout t 2 Z EL (Yt jYt¡ 1; : : :) =
P

k¸ 1 akYt¡ k . Cette repr¶esentation
permetdepr¶edire enmoyennesanserreur la prochainevaleur deY compte-tenu de l'observation
desonpass¶e.En outre, la s¶erie¶etant g¶eom¶etriquele nombre determesn¶ecessairespour atteindre
une pr¶ecision± donn¶ee ne crô³t que logarithmiquement avec cette pr¶ecision(et bien-ŝur avec
°Y (0)).10

?
? ?

Enonc ¶e de l'exercice 3

Etant donn¶e un processus stationnaire X , si ½X (1) est elev¶eealors X t est\assez"correl¶e avec
X t¡ 1 et X t¡ 1 avec X t¡ 2 ; par cons¶equent il semble naturel que X t soit \relativ ement" corr¶el¶e
avec X t¡ 2, c'est-µa-dire que ½X (2) ne soit \p as trop" faible.
L'ob jet de cet exerciceest de d¶eterminer pr¶ecis¶ement le domaine de (½X (1); ½X (2)). On d¶e¯nit
µa cet e®et

R = f (x; y) 2 [¡ 1; 1]2 =y ¸ 2x2 ¡ 1g

+ Q1 Soit X un processus stationnaire quelconque (du second ordre).
Montrer que (½X (1); ½X (2)) 2 R.

+ Q2 On sedonne r¶eciproquement (½1; ½2) 2 R et on cherche X stationnaire tel que (½X (1); ½X (2)) =
(½1; ½2).
On considµerepour cela le processus X d¶e¯ni par

8t 2 Z; X t = Á1X t¡ 1 + Á2X t¡ 2 + ²t

oµu (²t )t2 Z est un bruit blanc de variance¾2
² .

10Attention, l'erreur syst¶ematique due µa la troncature de la s¶erie r¶eelle
P N

k=1 n'a rien µa voir avec l' interval le de
con¯ance de cette pr¶evision, qui donne un domaine raisonnablepour r¶ealisation de Yt +1 fond¶e sur la s¶erie complµete.
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(a) On note ©(X) = 1 ¡ Á1X ¡ Á2X2.
Donner une condition n¶ecessaireet su±sante sur (Á1; Á2) pour que X soit stationnaire.

(b) On note P l'ensemble des (Á1; Á2) tel que les racines de © sont hors du disque unit¶e;
d¶eterminer P. Que peut-on dire de ² si (Á1; Á2) 2 P ?

(c) Calculer (½X (1); ½X (2)), et end¶eduire l'expressionde(Á1; Á2) enfonction de(½X (1); ½X (2)).

(d) Conclure.

Corrig ¶e de l'exercice 3

+ Q1 On a bien-ŝur 8m 2 N; ½X (m)2 =
³

Cov(X t ;X t ¡ m )
V(X t )

´ 2
·

³
V(X t )V(X t ¡ m )
V(X t )V(X t ¡ m )

´ 2
= 1

Notons ¡ m(X ) = Cov

0

B
B
B
@

0

B
B
B
@

X
X t¡ 1

...
X t¡ m

1

C
C
C
A

1

C
C
C
A

pour m 2 N¤.

Alors pour tout m 2 N¤ ¡ m(X ) est positive (c'est un produit scalaire); en particulier j¡ m j ¸ 0,
ce qui s'¶ecrit lorsque m = 2

j¡ 2(X )j =

¯
¯
¯
¯
¯
¯

0

@
°X (0) °X (1) °X (2)
°X (1) °X (0) °X (1)
°X (2) °X (1) °X (0)

1

A

¯
¯
¯
¯
¯
¯

= °X (0)3 + 2°X (2)°X (1)2 ¡ °X (0)°X (2)2 ¡ 2°X (0)°X (1)2

= °X (0)3 (1 ¡ ½X (2))
¡
1 + ½X (2) ¡ 2½X (1)2

¢

¸ 0

Si °X (0) = 0, le processus est (presque ŝurement) d¶eterministe et par Cauchy-Schwartz ° X (1) ·
p

°X (0)
2

= 0; ainsi dans tous les cas(1 ¡ ½X (2)) (1 + ½X (2) ¡ 2½X (1)2) ¸ 0.
Supposons alors par l'absurde que (1 + ½X (2) ¡ 2½X (1)2) < 0; alors j½X (2)j ¸ 1, et donc
½X (2) = 1. Mais alors 1 + 1 ¡ 2½X (1)2 < 0, soit ½X (1)2 > 1!
Par suite

1 + ½X (2) ¡ 2½X (1)2 ¸ 0

Remarque: (½X (m))m2 N est donc soumiseµa une in¯nit ¶e de contrain tes (polynomiales); voir aussi
\S¶eries temporelleset modµelesdynamiques", C. Gouri¶eroux et A. Monfort, 5.2 p 155.

On notera en particulier que pour que ½X (2) = 0 il faut que j½X (1)j · 1p
2
.
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+ Q2 (a) Pour que X soit stationnaire, il faut et il su±t qu'aucune racine de © ne soit unitaire.

Or les racines de © sont ! ¡ =
¡ Á1¡

p
Á2

1+4 Á2

2Á2
et ! + =

¡ Á1+
p

Á2
1+4 Á2

2Á2
, avec la convention

p
x = i

p
¡ x si x < 0.

Si les racines sont complexesconjugu¶eesz et z, alors jzj2 = jzj2 = zz = ¡ 1
Á2

. Donc si
Á2

1 + 4Á2 < 0 une condition n¶ecessaireet su±sante est que Á2 6= ¡ 1. Sinon, les deux
racinessont r¶eelleset alors

j! § j 6= 1 ,
µ

¡ Á1 §
q

Á2
1 + 4Á2

¶ 2

6= 4Á2
2

, Á2
1 +

¡
Á2

1 + 4Á2
¢

¡ 4Á2
2 6= § 2Á1

q
Á2

1 + 4Á2

, Á2
1 + 2Á2 ¡ 2Á2

2 6= § Á1

q
Á2

1 + 4Á2

, Á4
1 + 4Á2

2 + 4Á4
2 + 4Á2

1Á2 ¡ 4Á2
1Á2

2 ¡ 8Á3
2 6= Á2

1

¡
Á2

1 + 4Á2
¢

, Á2
2 + Á4

2 ¡ Á2
1Á2

2 ¡ 2Á3
2 6= 0

, (Á2 6= 0ouÁ1 6= § 1) et Á2
2 ¡ Á2

1 ¡ 2Á2 + 1 6= 0 (car Á2 = 0 , ©(X) = 1 ¡ Á1X)

(b) On a
{ Si Á2

1 + 4Á2 < 0 : en particulier Á2 < 0 et de plus

j! § j > 1 ,

¯
¯
¯
¯
¯
¡ Á1 § i

p
¡ (Á2

1 + 4Á2)
2Á1

¯
¯
¯
¯
¯

2

> 1

,
Á2

1 ¡ (Á2
1 + 4Á2)

4Á2
2

> 1

, ¡
1
Á2

> 1

, ¡ 1 < Á2 < 0

{ Si Á2
1 + 4Á2 = 0 :

Si Á1 = 0 alors Á2 = 0, et inversement si Á2 = 0 alors Á1 = 1; dans ce casX = ².11

Sinon ! ¡ = ! + et on a

j! § j > 1 ,

¯
¯
¯
¯
¡ Á1

2Á2

¯
¯
¯
¯

2

> 1

, jÁ2j <
1
2

jÁ1j

,

¯
¯
¯
¯
¯

µ
Á1

2

¶ 2
¯
¯
¯
¯
¯

<
1
2

jÁ1j

,

¯
¯
¯
¯
Á1

2

¯
¯
¯
¯

2

<

¯
¯
¯
¯
Á1

2

¯
¯
¯
¯

, 0 <

¯
¯
¯
¯
Á1

2

¯
¯
¯
¯ < 1

11Ce casd¶eg¶en¶er¶e est exclu par la suite : ½X (1) = ½X (2) = 0 et X ne convient pas sauf bien-ŝur si ½1 = ½2 = 0.
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Ainsi dans tous les casj! § j > 1 , jÁ1j · 1.
{ Si Á2

1 + 4Á2 > 0 : Si Á2 = 0, Á1 6= 0 et ! ¡ = ! + = 1
Á1

, donc j! § j > 1 , 0 < jÁ1j < 1.
Sinon, ! ¡ < ! + , et donc

j! § j > 1 , ! + < ¡ 1 ou ! ¡ > +1

,

p
Á2

1 + 4Á2 ¡ Á1

2Á2
< ¡ 1 ou

¡ Á1 ¡
p

Á2
1 + 4Á2

2Á2
> 1

,
½

Si Á2 > 0 :
p

Á2
1 + 4Á2 < Á1 ¡ 2Á2 ou

p
Á2

1 + 4Á2 < ¡ Á1 ¡ 2Á2

Si Á2 < 0 :
p

Á2
1 + 4Á2 > Á1 ¡ 2Á2 ou

p
Á2

1 + 4Á2 > ¡ Á1 ¡ 2Á2

,
½

Si Á2 > 0 : Á2
1 + 4Á2 < (Á1 ¡ 2Á2)2 ou Á2

1 + 4Á2 < (Á1 + 2Á2)2

Si Á2 < 0 : Á2
1 + 4Á2 > (Á1 ¡ 2Á2)2 ou Á2

1 + 4Á2 > (Á1 + 2Á2)2

, Á2 ¡ Á1 > 1 ou Á2 + Á1 > 1

, Á2 ¡ jÁ1j > 1

Conclusion : une condition n¶ecessaireet su±sante pour que les racinesde © soient toutes
de module sup¶erieur µa un est :

°
°
°
°
°
°

Á2
1 + 4Á2 < 0 et ¡ 1 < Á2 < 0

ou Á2
1 + 4Á2 = 0 et jÁ1j < 1

ou Á2
1 + 4Á2 > 0 et Á2 < 1 ¡ jÁ1j

Bien entendu lorsque cette condition est v¶eri¯ ¶eele processus X est d¶ecrit sous forme M a
canonique et donc ² est l'in novation de X .

(c) X ¶etant suppos¶eestationnaire et sous forme canonique, on a

°X (1) = Cov(Á1X t¡ 1 + Á2X t¡ 2 + ²t ; X t¡ 1)

= Á1V (X t¡ 1) + Á2Cov(X t¡ 2; X t¡ 1) car ²t j= X t¡ 1; : : :

= Á1°X (0) + Á2°X (1)

et donc

½X (1) = Á1
1¡ Á2

Par ailleurs

°X (2) = Cov(Á1X t¡ 1 + Á2X t¡ 2 + ²t ; X t¡ 2)

= Á1Cov(X t¡ 1; X t¡ 2) + Á2V (X t¡ 2) car ²t j= X t¡ 1; : : :

= Á1°X (1) + Á2°X (0)

et donc ½X (2) = Á½X (1) + Á2 i.e.
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½X (2) = Á2
1

1¡ Á1
+ Á2

Remarque: d'une fa»con plus g¶en¶erale le d¶eveloppement de Cov(©(L)X t ; ²t ) assureque pour
m ¸ d = d±©, ½X (m) suit la r¶ecurrencelin¶eaire de polynôme caract¶eristique ©. En particulier il
existe desc¾±cients ¸ 1; : : : ; ¸ d tels que 8m; ½X (m) = ¸ 1! m

1 + ¢¢¢+ ¸ d! m
d .

Exprimons alors (Á1; Á2) en fonction de (½X (1); ½X (2)) : on a

½
½X (1) = Á1

1¡ Á2

½X (2) = Á1½X (1) + Á2

soit ½
Á1 = ½X (1) (1 ¡ Á2)

½X (2) = ½X (1)2 (1 ¡ Á2) + Á2

soit (
Á1 = ½X (1)(1 ¡ ½X (2))

1¡ ½X (1) 2

Á2 = ½X (2) ¡ ½X (1) 2

1¡ ½X (1) 2

(d) Soit (
Á1 = ½1(1¡ ½2)

1¡ ½12

Á2 = ½2¡ ½1
2

1¡ ½12

et d¶e¯nissons le processus X par 8t 2 Z; X t = Á1X t¡ 1 + Á2X t¡ 2 + ´ t oµu ´ est un bruit
blanc.
Or (½1; ½2) 2 R, et donc12 (Á1; Á2) 2 P, de sorte que X est stationnaire et sous forme
canonique. Par cons¶equent, (½X (1); ½X (2)) = (½1; ½2).

?
? ?

Enonc ¶e de l'exercice 4

On considµereun processus X stationnaire du second ordre, et on note pour k 2 N

¡ k = Cov

0

B
@

0

B
@

X t¡ 1
...

X t¡ k

1

C
A

1

C
A

+ Q1 Justi¯ er que ¡ k est ind¶ependante de t 2 Z et qu'elle est positive.
Que dire de X si j¡ k j = 0?

12Calcul non d¶evelopp¶e ici . . .
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On sedonne d¶esormaisk 2 N et on supposeraque j¡ k j > 0.
+ Q2 Calculer les c¾±cients a1; : : : ; ak de la r¶egressionde X ¤

t = EL (X t j1; X t¡ 1; : : : ; X t¡ k ) sur <
1; X t¡ 1; : : : ; X t¡ k > .

+ Q3 Calculer ¾2
k, la variancede l'erreur de pr¶evisionX t ¡ X ¤

t .

+ Q4 (a) Montrer que j¡ k+1 j = ¾2
k j¡ k j.

(b) Montrer que (¾2
l )l2 N¤ est d¶ecroissante.

En d¶eduire qu'elle admet une limite ¯ nie lorsque l ! + 1 , et que cette limite est ¾2
1 =

V (X t ¡ EL (X t j1; X t¡ 1; : : :)) la variancede l'in novation du processus X .

(c) Montrer que 1
l logj¡ l j ¡¡ ¡ ¡!

l ! + 1
log¾2

1 .

+ Q5 Application : on considµere un processus du second ordre X v¶eri¯ ant X = (1 ¡ µL)² pour
µ 2] ¡ 1; 1[, oµu ² est un bruit blanc de variance¾2

² .
(a) Montrer que X est stationnaire et calculer ° X .

(b) Calculer j¡ k j.
(c) V¶eri¯ er que ² est l'in novation de X et que 1

k logj¡ k j ¡¡ ¡ ¡!
k! + 1

log¾2
² .

Corrig ¶e de l'exercice 4

+ Q1 On a pour k 2 N et t 2 Z

¡ k =

0

B
B
B
@

V (X t¡ 1) Cov(X t ; X t¡ 1) ¢¢¢ Cov(X t ; X t¡ k )
Cov(X t¡ 2; X t¡ 1) V (X t¡ 1) ¢¢¢ Cov(X t¡ 1; X t¡ k )

...
. . .

...
Cov(X t¡ k ; X t¡ 1) Cov(X t¡ k ; X t¡ 1) ¢¢¢ V (X t¡ k)

1

C
C
C
A

=

0

B
B
B
@

°X (0) °X (1) ¢¢¢ °X (k ¡ 1)
°X (1) °X (0) ¢¢¢ °X (k ¡ 2)

...
. . .

...
°X (k ¡ 1) °X (k ¡ 2) ¢¢¢ °X (0)

1

C
C
C
A

En particulier ¡ k ne d¶epend pasde t et est sym¶etrique r¶eelleµa diagonalepositive,donc positive.
Par ailleurs, si k est tel que j¡ k j = 0, alors commeil est montr¶e dans TD 1, exercice4
conditionnellement µa un nombre ¯ ni de r¶ealisations X 1; : : : ; X r le processus X est presque-
ŝurement d¶eterministe.

+ Q2 Notons X ¤
t = a0+ a1X t¡ 1+ ¢¢¢+ am¡ 1X t¡ m+1 ; on entire tout d'abord commeX eststationnaire

que a0 = E (X t ) (1 ¡ a1 ¡ ¢¢¢¡ ak). Par ailleurs X ¤
t est caract¶eris¶e par13

(X t ¡ X ¤
t ) j= 1 et 8j 2 J1; kK; (X t ¡ X ¤

t ) j= X j

13Voir aussi TD 1, exercice4 .

Version du 20050121-11h02, r ¶evis¶ee le 17 f¶evrier 2005 27

ensae.net
Ensae SE206 Enonc¶e et corrig¶e destravauxdirig¶es n±1 µa 8 S¶eance 2

ce qui s'¶ecrit pour j 2 J1; kK

0 = E
¡¡

X t ¡ X ¤+
t

¢
¢X t¡ j

¢

soit E (X tX t¡ j ) = a0E (X t ) + a1E (X t¡ 1X t¡ j ) + ¢¢¢+ am¡ 1E (X t¡ m+1 X t¡ j )

soit E (X tX t¡ j ) = (1 ¡ a1 ¡ ¢¢¢¡ am¡ 1) E (X t )E (X t¡ j ) + a1E (X t¡ 1X t¡ j ) + ¢¢¢

+ am¡ 1E (X t¡ m+1 X t¡ j )

= E (X t )E (X t¡ j ) + a1 (E (X t¡ 1X t¡ j ) ¡ E (X t¡ 1)E (X t¡ j )) + ¢¢¢

+ am¡ 1 (E (X t¡ m+1 X t¡ j ) ¡ E (X t¡ m+1 )E (X t¡ j ))

soit °X (j ) = a1°X (j ¡ 1) + ¢¢¢+ am¡ 1°X (j ¡ m + 1)

et donc en d¶e¯nitiv e

a0 = E (X t ) (1 ¡ a1 ¡ ¢¢¢¡ ak)0

B
@

a1
...

ak

1

C
A = (¡ k)¡ 1 £

0

B
@

°X (1)
...

°X (k)

1

C
A

+ Q3 On a

X t ¡ X ¤
t = X t ¡ a0 ¡ (a1; : : : ; ak) £

0

B
@

X t¡ 1
...

X t¡ k

1

C
A

= X t ¡ (E (X t ) ¡ a1E (X t¡ 1) ¡ ¢¢¢¡ akE (X t¡ k)) ¡ (a1; : : : ; ak) £

0

B
@

X t¡ 1
...

X t¡ k

1

C
A

= (X t ¡ E (X t )) ¡ (a1; : : : ; ak) £

0

B
@

X t¡ 1 ¡ E (X t¡ 1)
...

X t¡ k ¡ E (X t¡ k)

1

C
A

= (X t ¡ E (X t )) ¡ (°X (1); : : : ; °X (k)) £
³

¡
0

k

´ ¡ 1
£

0

B
@

X t¡ 1 ¡ E (X t¡ 1)
...

X t¡ k ¡ E (X t ¡ k)

1

C
A
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Or E (X t ) = E (X ¤
t ) et ¡ k est sym¶etrique, donc

V (X t ¡ X ¤
t ) = E

¡
(X t ¡ X ¤

t )2¢

=

8
>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

E
¡
(X t ¡ E (X t ))

2¢

¡ 2E

0

B
@(X t ¡ E (X t )) ¢(°X (1); : : : ; °X (k)) £ (¡ k)¡ 1 £

0

B
@

X t¡ 1 ¡ E (X t¡ 1)
...

X t¡ k ¡ E (X t ¡ k)

1

C
A

1

C
A

+

8
>>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>>:

(°X (1); : : : ; °X (k)) (¡ k)¡ 1

£ E

0

B
@(X t¡ 1 ¡ E (X t¡ 1); : : : ; X t¡ k ¡ E (X t¡ k)) £

0

B
@

X t¡ 1 ¡ E (X t¡ 1)
...

X t¡ k ¡ E (X t¡ k)

1

C
A

1

C
A

| {z }
¡ k

£ (¡ k)¡ 1

0

B
@

°X (1)
...

°X (k)

1

C
A

=

8
>>>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>>>:

V (X t )

¡ 2(°X (1); : : : ; °X (k)) £ (¡ k)¡ 1 £ E

0

B
@(X t ¡ E (X t )) ¢

0

B
@

X t¡ 1 ¡ E (X t¡ 1)
...

X t¡ k ¡ E (X t ¡ k)

1

C
A

1

C
A

| {z }
(° X (1) ;:::;° X (k))

0

+ (°X (1); : : : ; °X (k)) (¡ k)¡ 1

0

B
@

°X (1)
...

°X (k)

1

C
A

= V (X t ) ¡ (°X (1); : : : ; °X (k)) (¡ k)¡ 1

0

B
@

°X (1)
...

°X (k)

1

C
A

+ Q4 (a) On a

¡ k+1 =

0

B
B
B
B
B
@

°X (0) °X (1) ¢¢¢°X (k)

°X (1)
...
°X (k)

¡ k

1

C
C
C
C
C
A

puisque ¡ k de d¶epend pas de la date t consid¶er¶ee.
Soit alors (¸ 1; : : : ; ¸ k) 2 Rk et consid¶erons A(¸ ) = ¡ k+1 ¡ ¸ 1C2 ¡ ¢¢¢¡ ¸ kCk+1 oµu Ci+1 =
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0

B
B
B
B
B
@

°X (i )
°X (i ¡ 1)
°X (i ¡ 2)

...
°X (i ¡ k)

1

C
C
C
C
C
A

est la i -iµemecolonne de ¡ k+1 .

Alors jA(¸ )j = j¡ k+1 j.
Or la premiµerecolonne CA de A(¸ ) s'¶ecrit

CA =

0

B
B
B
B
B
@

°X (0) ¡ ¸ 1°X (1) ¡ ¢¢¢¡ ¸ k°X (k)

0

B
@

°X (1)
...

°X (k)

1

C
A ¡ (¸ 1; : : : ; ¸ k) £ ¡ k

1

C
C
C
C
C
A

Posons donc (¸ 1; : : : ; ¸ k) =

0

B
@

°X (1)
...

°X (k)

1

C
A £ (¡ k)¡ 1 ; il vient

CA =

0

B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
@

°X (0) ¡

0

B
@

°X (1)
...

°X (k)

1

C
A £ (¡ k)¡ 1 £ (°X (1); : : : ; °X (k))

0

B
@

0
...
0

1

C
A

1

C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
A

de sorte que 14

j¡ k+1 j =

0

B
@°X (0) ¡

0

B
@

°X (1)
...

°X (k)

1

C
A £ (¡ k)¡ 1 £ (°X (1); : : : ; °X (k))

1

C
A ¢j¡ k j

= ¾2
k ¢j¡ k j

Par cons¶equent, pour tout l 2 N¤ j¡ l j = ¾2
l¡ 1 ¢¢¢¾2

1j¡ 1j = ¾2
l¡ 1 ¢¢¢¾2

1 °X (0)

14 ¡ k est sym¶etrique et

0

B
@

°X (1)
...

°X (k)

1

C
A £ (¡ k )¡ 1 £ (° X (1); : : : ; ° X (k)) est un r¶eel (donc ¶egal µa son transpos¶e) et donc

°X (0) ¡

0

B
@

°X (1)
...

°X (k)

1

C
A (¡ k )¡ 1 (°X (1); : : : ; ° X (k)) = ° X (0) ¡ (° X (1); : : : ; ° X (k))

³
¡

0

k

´ ¡ 1

0

B
@

°X (1)
...

°X (k)

1

C
A = ¾2

k
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(b) Notons Ek = < 1; X t¡ 1; : : : ; X t¡ k > . Alors

¾2
k+1 = V (X t ¡ EL (X t jEk+1 ))

= min
Y 2Ek +1

V (X t ¡ Y)

· min
Y 2Ek ½Ek +1

V (X t ¡ Y)

· V (X t ¡ EL (X t jEk))

= ¾2
k

La suite (¾2
l )l2 N¤ est donc d¶ecroissante et minor¶ee(par 0), donc convergente.

Notons en̄ n E1 = < 1; X t¡ 1; : : : > ; alors pour tout l 2 N¤

¾2
1 = V (X t ¡ EL (X t jE1 )) = min

Y 2E
V (X t ¡ Y) · min

Y 2Ek

V (X t ¡ Y) = ¾2
k

Et r¶eciproquement, (¾2
l ¡ ¾2

1 ) · kEL (X t jEl ) ¡ EL (X t jE1 )k2 ¡¡ ¡ ¡!
l ! + 1

0 de sorte que

¾2
l ¡¡ ¡ ¡!

l ! + 1
¾2

1

(c) On a alors

log
¡
¾2

1

¢
= lim

l1
log

j¡ k+1 j
j¡ k j

= lim
l1

1
l

lX

j =1

log
j¡ j +1 j
j¡ j j

par C¶esaro

= lim
l1

1
l

log

Ã
lY

j =1

j¡ j +1 j
j¡ j j

!

= lim
l1

1
l

log
j¡ l+1 j
j¡ 1j

= lim
l1

1
l

(log j¡ l+1 j ¡ logj°X (0j)

= lim
l1

1
l

logj¡ l+1 j

+ Q5 (a) On a pour t 2 Z E (X t ) = 0 et pour h 2 Z

°X (h) =

8
<

:

(1 + µ2) ¾2
² si h = 0

¡ µ¾2
² si h = § 1
0 sinon

En particulier X est stationnaire.
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(b) On a pour k 2 N¤

¡ k = ¾2
²

0

B
B
B
B
B
@

1 + µ2 ¡ µ 0 ¢¢¢ 0
¡ µ 1 + µ2 ¡ µ 0
...

. . .
...

0 ¡ µ 1 + µ2 ¡ µ
0 ¢¢¢ 0 ¡ µ 1 + µ2

1

C
C
C
C
C
A

On a tout d'abord
j¡ 1j =

¡
1 + µ2

¢
¾2

²

j¡ 2j = ¾2
²

¯
¯
¯
¯

µ
1 + µ2 ¡ µ

¡ µ 1 + µ2

¶ ¯
¯
¯
¯ =

¡
1 + µ2 + µ4

¢
¾4

²

puis pour k ¸ 2, en notant Ak = 1
¾2k

²
¡ k

jAk j =

¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯

0

B
B
B
B
B
B
B
@

1 + µ2 ¡ µ 0¢¢¢0

¡ µ
0
...
0

Ak¡ 1

1

C
C
C
C
C
C
C
A

¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯

(en d¶eveloppant par rapport µa la premiµere colonne)

= (¡ 1)1+1
¡
1 + µ2

¢
jAk¡ 1j + (¡ 1)2+1 (¡ µ)

¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯

0

B
B
B
B
B
@

¡ µ 0 0 ¢¢¢ 0
¡ µ 1 + µ2 ¡ µ 0
0 ¡ µ 1 + µ2 0
...

. . .
...

0 0 ¡ µ 1 + µ2

1

C
C
C
C
C
A

¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯

(en soustrayant la premiµere ligne µa la deuxiµeme)

=
¡
1 + µ2

¢
jAk¡ 1j + µ

¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯

0

B
B
B
B
B
B
B
@

¡ µ 0¢¢¢0

¡ µ
0
...
0

Ak¡ 2

1

C
C
C
C
C
C
C
A

¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯

=
¡
1 + µ2

¢
jAk¡ 1j ¡ µ2jAk¡ 2j

Soit alors k ¸ 3 tel que 8l < k; jAl j = 1 + µ2 + ¢¢¢+ µ2l . Alors

jAkj =
¡
1 + µ2

¢¡
1 + µ2 + ¢¢¢+ µ2k¡ 2

¢
¡ µ2

¡
1 + µ2 + ¢¢¢+ µ2k¡ 4

¢

=
¡
1 + 2µ2 + 2µ4 + ¢¢¢+ 2µ2k¡ 2 + µ2k

¢
¡

¡
µ2 ¡ µ4 ¡ ¢¢¢¡ µ2k¡ 2

¢

= 1 + µ2 + ¢¢¢+ µ2k
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Ainsi 8k 2 N¤; j¡ k j
¾2k

²
= 1 + µ2 + ¢¢¢+ µ2k = 1¡ µ2k +2

1¡ µ2

En d¶e¯nitiv e

8k 2 N¤; j¡ k j = 1¡ µ2k +2

1¡ µ2 ¾2k
²

(c) jµj < 1 donc l'unique racine 1
µ de 1 ¡ µX est hors du cercle unit¶e (si elle existe, i.e. si

µ 6= 0) ; donc ² est bien l'in novation de X .
Par ailleurs

1
k

kX

l=1

logj¡ l j =
1
k

¡
log

¡
1 ¡ µ2k+2

¢
¡ log

¡
1 ¡ µ2

¢
+ log

¡
¾2k

²

¢¢

^k ! + 1
¡

µ2k+2

k
¡

log(1 ¡ µ2)
k

+ log¾2
²

¡¡ ¡ ¡!
k! + 1

log¾2
²

?
? ?
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3 Travaux Dirig ¶es n±3

Enonc ¶e de l'exercice 1

On considµeredeux processus stationnairesdu second ordre X et Y v¶eri¯ ant

8t 2 Z;
½

Yt = Á1Yt¡ 1 + aXt + Ut

X t = Á2X t¡ 1 + Vt

oµu U et V sont deux bruits blancs d¶ecorr¶el¶esde variancesrespectives¾2
U et ¾2

V .
On supposeen outre que 0 < jÁ1j < 1 et 0 < Á2 < 1.

+ Q1 Soit W = (

�

¡ Á1L) (

�

¡ Á2L) ±Y.
Montrer que W est stationnaire et calculer ° W .
En d¶eduire que W est un processus M a que l'on d¶eterminera.15

Application num¶erique : a = 1:5, Á1 = 0:4, Á2 = 0:6, ¾2
U = 0:016et ¾2

V = 0:036.

+ Q2 Montrer que Y est un processus Arma que l'on d¶eterminera.

+ Q3 D¶eterminer la pr¶evision optimale Y ¤
t = EL (Yt jYt¡ 1; : : :) et la variance de l'erreur de pr¶evision

Yt ¡ Y ¤
t .

Corrig ¶e de l'exercice 1

+ Q1 On a tout d'abord pour t 2 Z

Yt = Á1Yt¡ 1 + aXt + Ut

donc ((

�

¡ Á2L) Y)t = Á1 ((1 ¡ Á2L) Y)t¡ 1 + a((

�

¡ Á2L) X )t + (Ut ¡ Á2Ut¡ 1)

= Á1 ((1 ¡ Á2L) Y)t¡ 1 + aVt + (Ut ¡ Á2Ut¡ 1)

c'est-µa-dire ((

�

¡ Á1L) (

�

¡ Á2L) Y)t = aVt + Ut ¡ Á2Ut¡ 1

soit Wt = aVt + ((

�

¡ Á2L) U)t

Alors
{ E (Wt) = 0

{ pour h 2 Z Cov(Wt ; Wt+ h) =

8
<

:

a2¾2
V + (1 + Á2

2) ¾2
U si h = 0

¡ Á2¾2
U si h = § 1
0 sinon

15On supposerapour ce faire que a2¾2
V +

¡
1 + Á2

2

¢
¾2

U > 2Á2¾2
U .
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En particulier W est stationnaire (et sa fonction d'auto-covariance est celle d'un processus
M a(1)). Cherchons donc £ et ² bruit blanc tels que W = £( L)² et £ de degr¶e 1.
Donnons-nous pour ce faire un bruit blanc ² de variance ¾2

² > 0 et ¸ 2] ¡ 1; 1[, et soit Z =
(

�

¡ ¸L ) ² ; cherchons µa d¶eterminer ² et ¸ de fa»con µa ce que Z = W.
L'¶egalite °Z = °W pour h 2 f 0; 1g conduit µa

½
(1 + ¸ 2) ¾2

² = a2¾2
V + (1 + Á2

2) ¾2
U

¡ ¸¾2
² = ¡ Á2¾2

U

soit 8
<

:
¸ 2 ¡

a2¾2
V + (1+ Á2

2)¾2
U

Á2¾2
U

¸ + 1 = 0

¾2
² = Á2¾2

U
¸

Soit donc 16 ¸ =
a2¾2

V + (1+ Á2
2)¾2

U ¡
q

(a2¾2
V + (1+ Á2

2)¾2
U )2

¡ 4Á2¾2
U

2Á2¾2
U

; ainsi ¸ 2 ] ¡ 1; 1[. Posons alors17 ² =

(

�

¡ ¸L )¡ 1 W : ² est par construction un bruit blanc de variance¾2
² = Á2¾2

U
¸ et de plus

W = (

�

¡ ¸L ) ²

Application num¶erique : On a a2¾2
V + (1 + Á2

2) ¾2
U = 0:10276 > 0:0192 = 2Á2¾2

U. Il vient
¸ = 0:095 et ¾2

² = 0:101. On v¶eri¯ e que j¸ j < 1 et que la repr¶esentation de W est bien
canonique (donc que ² est bien l'in novation de W).

+ Q2 On a imm¶ediatement
(

�

¡ Á1L) (

�

¡ Á1L) Y = (

�

¡ ¸L ) ²

A supposerque ¸ 6= Á1 et ¸ 6= Á2, Y est donc un processus Arma (2,1) (sinon c'est un Ar (1)) ;
en outre cette repr¶esentation est canonique.

Application num¶erique : (

�

¡ 0:6L) (

�

¡ 0:4L) Y = (

�

¡ 0:095L) ².

+ Q3 Soit ©(X) = (1 ¡ Á1X) (1 ¡ Á2X) ; les racines 1
Á1

et 1
Á2

de © sont toutes de module sup¶erieur µa
un ; donc (voir TD 2, exercice1 ) Y adment un d¶eveloppement ens¶erieµa c¾±cients positifs
Yt =

P
k¸ 0 ak²t¡ k , et en particulier 8t 2 Z; ²t j= Yt¡ 1; : : :. Par cons¶equent ² est l'in novation de

Y et en particulier Y ¡ Y ¤ = ².
On en tire successivement que

V (Yt ¡ Y ¤
t ) = ¾2

²

16Lesdeux racinessont demêmesignecar leur produit 1 estpositif, et cesigneestpositif car leur somme
a2 ¾2

V + (1+ Á2
2 )¾2

U

Á2 ¾2
U

est positive. Le produit desracinesvalant 1, la plus petite desdeux est de module inf¶erieur µa 1, µa savoir
[¢¢¢]¡

p
[¢¢¢]2 ¡ 4

2 .
17Parmi tous les bruits blancs possiblesde variance ¾2

² = Á2 ¾2
U

¸ il n'y en a qu'un seul qui convienne, est c'est
n¶ecessairement ² = (

�

¡ ¸L )¡ 1 W .
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et de plus que

Y ¤ = Y ¡ ²

=
¡

�

¡ ©(L) (

�

¡ ¸L )¡ 1¢
Y

=

Ã

�

¡
¡

�

¡ (Á1 + Á2) L + Á1Á2L2
¢

±
+ 1X

k=0

¸ kLk

!

Y

=

Ã

�

¡
¡
¸ 2 ¡ ¸ (Á1 + Á2) + Á1Á2

¢
¢

+ 1X

k=0

¸ kLk

!

Y

=
µ

�

¡ ¸ 2©
µ

1
¸

¶
¢(

�

¡ ¸L )¡ 1
¶

±Y

Application num¶erique :

8
<

:

y¤
t = yt¡ 1 ¡ 0:24yt¡ 2 ¡ 1:045

P
k¸ 1 0:095kyt¡ k

et par ailleurs V (Yt ¡ Y ¤
t ) = 0:101

?
? ?

Enonc ¶e de l'exercice 2

On considµeren processus stationnairesX 1; : : : ; X n v¶eri¯ ant

8i 2 J1; nK; (

�

¡ ½i L) X i = Ui

oµu ½i 2] ¡ 1; 1[ et Ui est un bruit blanc de variance¾2
i ind¶ependant18 de tout Uj pour j 6= i .

On d¶e¯nit Z = X 1 + ¢¢¢X n ; on cherche µa d¶eterminer la pr¶evisionoptimale de ZT +1 fond¶eesur
l'observation desX i aux datesT; T ¡ 1; : : : .

+ Q1 Montrer que pour tous t; t0 2 Z et i 6= j 2 J1; nK, X i
t est ind¶ependant deX j

t0 .
D¶eterminer Z

¤ X
T +1 = EL (ZT +1 jX 1

T ; : : : ; X n
T ; X 1

T ¡ 1; : : : ; X n
T ¡ 1; : : :) et la variance VX de l'er-

reur de pr¶evisionassoci¶eeen fonction desvariancesdesUi .

+ Q2 Montrer que Z satisfait une relation de la forme

£( L)Z = ¢( L)»

oµu £ et ¢ sont despolynômes(de degr¶es¯ nis) et » est un bruit blanc (on discutera selonque
les ½i sont deux-µa-deux distincts ou non).

+ Q3 En d¶eduire que Z est un processus Arma dont on d¶eterminera la forme canonique.

+ Q4 Donner une condition su±sante pour que Z soit un Ar pur.
On d¶etaillera en particulier le casn = 2.

18Et ce µa toutes dates : 8t; t0; 8i; j ; (t 6= t0oui 6= j ) ! Ui
t est ind¶ependant deUj

t 0
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+ Q5 Dans le cas g¶en¶eral, d¶eterminer la pr¶evision optimale Z
¤ Z
T +1 = EL (ZT +1 jZT ; ZT ¡ 1; : : :) fond¶ee

sur les observations agr¶eg¶ees.
Donner la varianceVZ de l'erreur de pr¶evisionassoci¶eeen fonction desvariancesdesUi .
Comparer VZ µa VX et conclure.

Corrig ¶e de l'exercice 2

+ Q1 Pour tous i 6= j et toutes dates t; t0, Ui
t ; Ui

t¡ 1; Ui
t0; Ui

t0¡ 1; Uj
t ; Uj

t¡ 1; Uj
t0; Uj

t0¡ 1 sont tous
deux-µa-deux ind¶ependants. Donc X i

t et X j
t0 sont ind¶ependants.

En particulier

Z
¤ X
T +1 = EL

Ã
nX

i=1

X i
T +1 jX 1

T ; : : : ; X n
T ; X 1

T ¡ 1; : : : ; X n
T ¡ 1; : : :

!

=
nX

i=1

EL
¡
X i

T +1 jX 1
T ; : : : ; X n

T ; X 1
T ¡ 1; : : : ; X n

T ¡ 1; : : :
¢

=
nX

i=1

EL
¡
X i

T +1 jX i
T ; X i

T ¡ 1; : : :
¢

= X 1¤
T +1 + ¢¢¢+ X n¤

T +1

= ½1X 1
T + ¢¢¢+ ½nX n

T puisque

�

¡ ½i L est sous forme canonique car j½i j < 1

En outre

V
¡
ZT +1 ¡ Z

¤ X
T +1

¢
= V

Ã
nX

i=1

X i
T +1 ¡

nX

i=1

½i X i
T

!

= V

Ã
nX

i=1

¡
½i X i

T + Ui
T
¢

¡
nX

i=1

½i X i
T

!

= V

Ã
nX

i=1

Ui
T

!

= ¾2
1 + ¢¢¢+ ¾2

n

+ Q2 Observons que Z = (

�

¡ ½1L)¡ 1 U1 + ¢¢¢+ (

�

¡ ½nL)¡ 1 Un, de sorte que pour tout polynôme
£ on a

£( L)Z = £( L) (

�

¡ ½1L)¡ 1 U1 + ¢¢¢+ £( L) (
�

¡ ½nL)¡ 1 Un (2)
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En particulier dµesque £( X) est un multip le de tous les (1 ¡ ½i X) l'expression(2) est polyno-
miale desdeux côt¶es.Soit donc £ le ppcm (au sens de la division euclidienne de polynômes)
de 1 ¡ ½1X,. . . ,1 ¡ ½nX. Alors Z v¶eri¯ e

£( L)Z =
nX

i=1

¤ i (L)Ui

oµu ¤ i (X) = £( X)
1¡ ½i X

= ¦ 8
<

:

½2 f ½1; : : : ; ½ng
½6= ½i

(1 ¡ ½X) est un polynômede degr¶e ni · n ¡ 1.

Consid¶erons alors V i = ¤ i (L)Ui tous stationnaires,et soit V = V 1 + ¢¢¢+ V n.
Alors

Cov(Vt ; Vt+ h) = °V 1 (h) + ¢¢¢+ °V n (h)

En particulier Cov(Vt ; Vt+ h) est ind¶ependant de t et donc (commebien-ŝur E (Vt ) = 0) V est
stationnaire. En outre ° V (h) = 0 dµesque h ¸ maxi ni , cequi caract¶eriseun M a d'ordre au plus
maxi ni .19

Plus pr¶ecis¶ement, soit d = maxf i =° V (i ) 6= 0g, et donnons-nous ±1; : : : ; ±d et ´ un bruit blanc
de variance ¾2

´ ; notons ¢( X) = 1 ¡ ±1X ¡ ¢¢¢¡ ±dXd. Alors l'¶egalit¶e ° ¢( L )´ = °V revient µa un
systµemede d + 1 ¶equations (a priori non-lin¶eaire)

©
Eh : °¢( L )´ (h) = °V (h) pour h 2 J0; dK

correspondant aux ¶equations de Yule-Walker, et dont on tire ¾2
´ ; ±1; : : : ; ±d.

Soit alors ¢ ¤(X) = 1+ ±1X + ¢¢¢+ ±r Xr , et notons ¢ le polynômecanonique associ¶e (celui dont
toutes les racinessont de module sup¶erieur µa un, voir TD 2, exercice1 ). D¶e¯nissons
en̄ n » = ¢( L)¡ 1V . Alors par construction » est un bruit blanc, et en outre V = ¢( L)».
Ainsi

£( L)Z = ¢( L)»

avecd±£ · n et d±¢ · maxi ni · n ¡ 1 et toutes lesracinesde £ et ¢ sont de module sup¶erieur
(ou ¶egal) µa 1.

+ Q3 On sait que 1 n'est racine d'aucun 1 ¡ ½i X, donc n'est pas racine de £( X). Montrons que par
ailleurs V n'est pas int¶egr¶e.
Attention :
Il ne su±t pas que Z (et donc £( L)Z ) soit stationnaire pour interdire que £ ait une racine
unitaire : X = (

�

¡ L)² est par exemple stationnaire TD 1, exercice1 . . .
Dans le cas contraire, soit s l'ordre de multip licit ¶e de la racine 1 dans ¢, et soit ¢( X) le
polynôme ¢( X)

(1¡ X)s ; on note » = ¢( L)».

Soit alors N 2 N ; comme(1 ¡ X)
P N

k=0 Xk = 1 ¡ XN +1 on a d'une part
Ã

NX

k=0

Lk

!

±Vt =
¡
1 ¡ LN +1

¢
(

�

¡ L)s¡ 1 ±»t

19Attention, si k = l et ° A (k ¡ 1) + ° B (l ¡ 1) = 0 alors A + B est un Ma d'ordre a plus k ¡ 1 . . .
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et d'autre part Ã
NX

k=0

Lk

!

±Vt =
nX

i=1

Ã
NX

k=0

Lk

! s

£ ¤ i (L) ±Ui
t

Consid¶erons donc pour i 2 J1; nKet N 2 N le polynôme
³ P N

k=0 Xk
´

¤ i (X) ; commeles racines
de ¤ i sont parmi les½i , 1 ¡ X ne divise pas ¤ i et donc

¡
1 ¡ XN +1

¢
=

Ã
NX

k=0

Xk

!

(1 ¡ X) ne divise pas

Ã
NX

k=0

Xk

!

¤ i (X)

Notons pour tout polynômeP º (P) le nombre dec¾±cients non-nuls deP : alorsº (¤ i (X)) ¸ 1
car ¤ i est de degr¶e ni ¸ 1. Par cons¶equent pour N ¸ ni on a 20

º

ÃÃ
NX

k=0

Xk

!

¤ i (X)

!

¸ N ¡ ni

Donc en particulier

V

ÃÃ
NX

k=0

Lk

!

£ ¤ i (L) ±Ui
t

!

=
N + niX

j =0

®j
2V

¡
Ui

t¡ j
¢

¸ (N ¡ ni )
µ

min
®j 6=0

j®j j
¶ 2

¾2
i ¡ ¡ ¡ ¡ !

N ! + 1
+ 1

Autrement dit pour tout t 2 Z V
¡¡

�

¡ LN +1
¢s

»t

¢
¡ ¡ ¡ ¡ !
N ! + 1

+ 1 .

Soit donc ´ =
¡

�

¡ LN +1
¢s¡ 1

» =
¡

�

¡ LN +1
¢s¡ 1

¢( L)» : ´ est stationnaire puisque » est un
bruit blanc.
Or V (´ t ¡ ´ t¡ N ¡ 1) ¡ ¡ ¡ ¡ !

N ! + 1
+ 1 , et donc ° ´ (h) ¡¡ ¡ ¡!

h! + 1
+ 1 , et donc

°V (h) ¡¡ ¡ ¡!
h! + 1

+ 1

Pourtant, les Ui sont ind¶ependants donc °V (h) =
P n

i=1 °¤ i (L )Ui (h) et donc comme chaque
¤ i (L)Ui est un processus M a son auto-covariance est nulle µa partir d'un certain rang (ni en
l'occurence), et en particulier

°V (h) ¡¡ ¡ ¡!
h! + 1

0

20Soit P(X) =
P p

k=0 ak Xk un polynôme de degr¶e P n'admettant pas 1 pour racine, et d¶eveloppons successivement
Xj P(X) : il vient

1 X X2 ¢¢¢ Xp Xp+1 ¢¢¢ XN ¡ p ¢¢¢ Xp+ N

P(X) a0 a1 a2 ¢¢¢ ap 0 ¢¢¢ ¢¢¢ 0
XP(X) 0 a0 a1 ¢¢¢ ap¡ 1 ap ¢¢¢ ¢¢¢ 0

...
...

. . .
. . .

. . .
...

XN P(X) 0 a0 ¢¢¢ ap¡P n
k=0 Xk

¢
P(X) a0 a0 + a1 ¢¢¢ a0 + ¢¢¢+ ap a0 + ¢¢¢+ ap ¢¢¢ a0 + ¢¢¢+ ap ¢¢¢ ap

Le polynôme
¡P n

k=0 Xk
¢

P(X) est de degr¶e au plus N + p, et au moins N ¡ º (P) monômes Xk ont pour c¾±cient
a0 + ¢¢¢+ ap. Donc si º

¡¡ P n
k=0 Xk

¢
P(X)

¢
< N ¡ º (P), alors au moins 2º (P) + 1 c¾±cients sont nuls, donc l'une au

moins de N ¡ º (P) colonnesa1 + ¢¢¢+ ap est nulle. Dans ce cas,P(1) = 0, i.e. 1 est racine de P ! Or 1 n'est pas racine

de ¤ i , donc º
³³ P N

k=0 Xk
´

¤ i (X)
´

¸ º (¤ i ).
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Ainsi, (1 ¡ X)s ne peut diviser ¢( X) ; on montre de fa»con identique qu'il en va de mêmepour
toute racine de module 1, de sorte que V n'est pas int¶egr¶e.
En conclusion,

Z est un processus Arma (p;r ), oµu p = d±£ et r · maxi ni

Notonsquelesracines 1
½1

; : : : ; 1
½n

de£ sont toutesdemodule inf¶erieur µa 1; enoutre par construc-
tion il en va de mêmepour cellesde ¢.
En¯ n, comme£( X) est le ppcm des1 ¡ ½i X, il n'admet aucune racine commune avec ¢ (car
sinon, ¢ admet par exemple ½1, donc il en va de mêmepour ¢ ¤ car j½1j < 1, et on montre
que 1 ¡ ½1X divise tous les ¤ i (X) ce qui viole le fait que £ soit le ppcm des1 ¡ ½i X). Ainsi la
repr¶esentation est canonique.
Notons en̄ n que si les(½i )i sont deux-µa-deux distincts, £( X) = (1 ¡ ½1X) ¢¢¢(1 ¡ ½nX) et Z est
un Arma (n,n-1).

Remarque: Le r¶esultat reste vrai si l'on substitue µa 1 ¡ ½i X un polynôme canonique Ri (X) quel-
conque: £( X) reste le ppcm desRi (X), et s'ils sont tous premiersentre eux Z est un processusA rma (P n

i=1 d±Ri , maxi d±¤ i ).

+ Q4 Z est un Ar pur ssi V est un bruit blanc, soit si r = 0, soit encoresi (0; : : : ; 0) est solution du
systµemede Yule-Walker

©
Eh : °¢( L )»(h) = 0 pour h 2 J1; dK .

Notons alors ¤ i (X) = ¸ i
0 + ¸ i

1X + ¢¢¢+ ¸ i
ni

Xni , avec ¸ i
0 = 1. Alors pour t 2 Z

Vt =
nX

i=1

niX

k=1

¸ i
kUi

t¡ k

et donc pour h 2 N

Cov(Vt ; Vt¡ h) =
X

1· i;j · n

X

0 · k · ni

0 · l · nj

¸ i
k ¸ j

l Cov
¡
Ui

t¡ k ; Uj
t¡ h¡ l

¢

=
X

1· i;j · n

X

0 · k · ni

0 · l · nj

¸ i
k ¸ j

l

�

i = j

�

t ¡ k= t¡ h¡ l ¾2
i

=
nX

i=1

niX

k= h

¸ i
k ¸ i

k¡ h¾2
i

Par cons¶equent Z est un Ar pur ssi

8h 2 J1; nK;
P n

i=1

¡
¸ i

0¸ i
h + ¢¢¢+ ¸ i

ni ¡ h¸ i
ni

¢
¾2

i = 0

Version du 20050121-11h02, r ¶evis¶ee le 17 f¶evrier 2005 40



ensae.net

Ensae SE206 Enonc¶e et corrig¶e destravauxdirig¶es n±1 µa 8 S¶eance 3

En particulier dans le cas oµu n = 2 et ½1 6= ½2 on a £( X) = 1 ¡ (½1 + ½2)X + ½1½2X2,
¤ 1(X) = 1 ¡ ½2X et ¤ 2(X) = 1 ¡ ½1X.
Donc Z est au plus un Arma (2,1), et c'est un Ar (2) pur ssi 21

½1¾2
1 + ½2¾2

2 = 0

+ Q5 Commeaucune racine de £( L) n'est de module 1, » est l'in novation de Z , et donc 8t 2 Z; »t =
Zt ¡ Z

¤ Z
t ; en particulier

Z
¤ Z = Z ¡ » =

¡

�

¡ ¢( L)£ ¡ 1(L)
¢

Z

oµu £( X)¡ 1 admet un d¶eveloppement en puissancespositivesde X.
Par ailleurs 1 n'est pas racine de ¢, donc toutes les racinesde ¢ sont de module strictement
sup¶erieur µa un ; on d¶e¯nit donc ¤ i (X)

¢( X) =
P + 1

k=0 ai
kXk. Notons que ai

0 = ¤ i (0)
¢(0) = 1

1 = 1. Il vient
alors

VZ = V
¡
ZT +1 ¡ Z

¤ Z
T +1

¢

= V (»T +1 )

= V
³

¢( L)¡ 1
¡
¤ 1(L)U1 + ¢¢¢+ ¤ n(L)Un

¢
T +1

´

=
nX

i=1

V

ÃÃ
+ 1X

k=0

ai
kLk

!

±Ui
T +1

!

=
nX

i=1

Ã
+ 1X

k=0

¡
ai

k

¢2

!

¾2
i

¸
nX

i=1

¡
ai

0

¢2
¾2

i

= ¾2
1 + ¢¢¢+ ¾2

n

= VX

Ainsi la pr¶evision fond¶eesur lesobservations agr¶eg¶eesest moins bonne que celle fond¶eesur les
observations individuelles,et ce alors mêmeque les Ui sont ind¶ependants !
Notons en̄ n qu'il n'y a ¶egalit¶e que si pour tout i 2 J1; nK, 8k 2 N¤; ai

k = 0 c'est-µa-dire si
¢( X) = ¤ i (X), soit ¯ nalement si

½1 = ¢¢¢= ½n

?
? ?

21La condition s'¶ecrit pour h = 1 : \
¡
¸ 1

0¸ 1
1 + ¸ 1

0¸ 1
1

¢
¾2

1 +
¡
¸ 2

0¸ 2
1 + ¸ 2

0¸ 2
1

¢
¾2

2 = 0 " c'est-µa-dire, compte-tenu de ce que
¸ i

0 = 1 et ¸ i
1 = ½i : \ 2½1¾2

1 + 2½2¾2
2 = 0 ".
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Enonc ¶e de l'exercice 3

On considµereun processus stationnaire X v¶eri¯ ant

¡

�

¡ 2½cosµL + ½2L2
¢

X = ²

oµu ½2] ¡ 1; 1[, µ 2]0; ¼[ et ² est un bruit blanc de variance¾2
² .

+ Q1 Soit (un)n2 Z 2 RZ la suite r¶eelle d¶e¯nie par
½

u0; u1 2 R donn¶es
8t 2 Z; ut ¡ 2½cosµut¡ 1 + ½2ut¡ 2 = 0

Calculer le terme g¶en¶eral de u.
Justi¯ er l'expression\ u est quasi-p¶eriodique".

+ Q2 Montrer que ² est l'in novation de X , et calculer ° X .
Application num¶erique : Tracer ° X lorsque ¾2

² = 1, ½= 0:8 et µ = 2¼
3 .

+ Q3 Etudier la densit¶e spectrale f X de X , en particulier lorsque ½! 1¡ .

0

2

4

6

8

10

12

14

16

18

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5

½= 0:8
½= 0:5

½= 0:85

Graphede ! 7! 1
j1+2 ½ei! + ½2e2i! j2

Corrig ¶e de l'exercice 3

+ Q1 Soit Ut =
µ

ut

ut¡ 1

¶
et A =

µ
2½cosµ ½2

1 0

¶
. Alors A est inversible et de plus 8t 2 Z; Ut =

At £ U0. Or les valeurs propres de A sont les racines de ÂA (X) = 1 ¡ 2½cosµX + ½2X2, µa
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savoir ½e+ iµ et ½e¡ iµ . Soit donc P inversible telle que A = P¡ 1 £
µ

½e+ iµ 0
0 ½e¡ iµ

¶
£ P ; alors

Ut = P¡ 1 £
µ

½te+ itµ 0
0 ½te¡ itµ

¶
PU0, donc soient ®; ¯ tels que

8t 2 Z; ut = ®½te+ itµ + ¯ ½te¡ itµ

En particulier on a ½
®+ ¯ = u0

½
¡
®eiµ + ¯ e¡ iµ

¢
= u1

d'oµu on tire ½
® = u1

½
1

eiµ ¡ e¡ iµ ¡ u0

¯ = u0 ¡ ®

et donc ¯ nalement

8t 2 Z; ut = (®+ ¯ )½t cos(tµ)+ i (®¡ ¯ )½tsin(tµ) = u0½t cos(tµ)+
µ

u1

½sinµ
¡

u0

tan µ

¶
½t sin(tµ)¡ iu 0|{z}

=2 R

½t sin(tµ)

-4

-3

-2

-1

0

1

2

3

4

0 5 10 15 20

un

(un)n2 J0;20K lorsqueµ = 2¼
3 , ½= 0:8 et u0 = u1 = 1

L'expression\qu asi-p¶eriodique" tient µa ce que u est born¶eeet que
³

ut
½t

´

t2 Z
est p¶eriodique.

+ Q2 Les racinesde ©(X) = 1¡ 2½cosµX + ½2X2 =
¡
1 ¡ ½eiµX

¢¡
1 ¡ ½e¡ iµX

¢
sont de module 1

½ > 1;
par cons¶equent la repr¶esentation \©( L) ± X = ²" est la repr¶esentation M a canonique, et ² est
l'in novation de X .
En particulier, pour tout h ¸ 1 ²t est ind¶ependant deX t¡ h ce qui s'¶ecrit

8h ¸ 1; Cov
¡
1 ¡ 2½cosµX t¡ 1 + ½2X t¡ 2; X t¡ h

¢
= 0

soit encore
8h ¸ 1; °X (h) = 2½cosµ°X (h ¡ 1) + ½2°X (h ¡ 2)

et donc
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°X suit la r¶ecurrencede polynôme©

En particulier d'aprµesla question pr¶ec¶edente ° X est quasi-p¶eriodique.
Pour d¶eterminer explicitement ° X il resteµa d¶eterminer ° X (0) : on a en l'occurencelorsqueh = 0

Cov
¡
X t ¡ 2½cosµX t¡ 1 + ½2X t¡ 2; ²t

¢
= V (²t ) = ¾2

²

ce qui s'¶ecrit encore
°X (0) ¡ 2½cosµ°X (1) + ½2°X (2) = ¾2

²

Pour calculer °X (0) il su±t de constater que ° X est paire et donc en associant l'¶equation de
r¶ecurrencepour h 2 f 1; 2g il vient

8
<

:

°X (0) ¡ 2½cosµ °X (1) + ½2 °X (2) = ¾2
²

°X (1) ¡ 2½cosµ °X (0) + ½2 °X (¡ 1) = 0
°X (2) ¡ 2½cosµ °X (1) + ½2 °X (0) = 0

ce qui s'¶ecrit encore
8
<

:

°X (0) ¡ 2½cosµ °X (1) + ½2 °X (2) = ¾2
²

¡ 2½cosµ °X (0) + (1 + ½2) °X (1) = 0
½2 °X (0) ¡ 2½cosµ °X (1) °X (2) = 0

ce dont on tire que

°X (0) =

¯
¯
¯
¯
¯
¯

0

@
¾2

² ¡ 2½cosµ ½2

0 1 + ½2 0
0 ¡ 2½cosµ 1

1

A

¯
¯
¯
¯
¯
¯

¯
¯
¯
¯
¯
¯

0

@
1 ¡ 2½cosµ ½2

¡ 2½cosµ 1 + ½2 0
½2 ¡ 2½cosµ 1

1

A

¯
¯
¯
¯
¯
¯

=
¾² (1 + ½2)

(1 + ½2) + 4½4 (cosµ)2 ¡ ½4 (1 + ½2) + 4½2 (cosµ)2

=
¾² (1+ ½2)

1+ ((2 cosµ)2¡ 1)(½4+ ½2)¡ ½6
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°X lorsque¾2
² = 1, µ = 2¼

3 et di®¶erentesvaleursde ½
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½= 0:5
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°X lorsque¾2
² = 1, µ = ¼

4 et di®¶erentesvaleursde ½

On observe que °X est pseudo-p¶eriodique et que le facteur important est sa\vitesse d'aplatis-
sement" ½.

+ Q3 On a pour ! 2] ¡ ¼; ¼[

f X (! ) =
1

j© (ei! )j2
¾2

²

2¼

=
¾2

²

2¼
1

j1 ¡ 2½cosµei! + ½2e2i! j2

=
¾2

²

2¼
¢

1

(1 ¡ 2½cosµcos! + ½2 cos(2! ))2 + (¡ 2½cosµsin! + ½2 sin(2! ))2
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Soit donc g(! ) = 2¼
¾2

²

1
f X (! ) ; il vient

g(! ) =
½

1 + 4½2 (cosµ)2 (cos! )2 + ½4 (cos(2! ))2 ¡ 4½cosµcos! ¡ 2½2 cos(2! )
¡ 2½3 cosµcos! cos(2! ) + 4½2 (cosµ)2 (sin ! )2 + ½4 (sin(2! ))2 ¡ 2½3 cosµsin! sin(2! )

=
½

2
¡
1 + 4½2 (cosµ)2 + ½4

¢
¡ 4½cosµcos!

¡ 2½2 cos(2! ) ¡ 2½3 cosµ(cos! cos(2! ) + sin! sin(2! ))

Or 8a;b2 R; cos(a ¡ b) = cosacosb+ sinasinb donc

g(! ) = 2
¡
1 + 4½2 (cosµ)2 + ½4

¢
¡ 4½cosµcos! ¡ 2½2 cos(2! ) ¡ 2½3 cosµcos(3! )

Donc
g0(! ) = 4cosµ½sin! ¡ 4½2 sin(2! ) ¡ 6½3 cosµsin(3! )

En particulier g0 s'annule et change de signe sur ]0; ¼[, de sorte que g admet un minimum en
! 0 2]0; ¼[.22 Donc f X admet un extremum en ! 0.
Lorsque ½! 1, ©(X) convergenormalement vers1¡ 2cosµX + X2 =

¡
X ¡ eiµ

¢¡
X ¡ e¡ iµ

¢
, dont

toutes les racinessont unitaires. On peut montrer en outre23 que ! 0 ¡ ¡ ¡ !
½! 1¡

µ : ainsi dans le cas

limite oµu X devient un processus int¶egr¶e, la densit¶e spectralede X converge(simplement) vers
la massede Dirac sur f µg + 2¼Z.

?
? ?

22Le calcul explicite de ! 0, par exempledans le cas oµu µ = 2¼
3 , est tout-µa-fait passionnant et laiss¶e µa la sagacit¶e du

lecteur.
23Essentiellement, (½;! ) 7! g½(! ) est C1, et µ est l'unique racine sur ]0; ¼[ de g1(! ). ! 0 v¶eri¯e lorsque ½! 1¡ :

4cosµsin ! 0 ¡ 4sin(2! 0) ¡ 6cosµsin(3! 0) = 0 dont l'unique solution sur ]0; ¼[ est ! 0 = µ.
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4 Travaux Dirig ¶es n±4

Enonc ¶e de l'exercice 1

L'objet de cet exerciceest de pr¶esenter la m¶ethode de Beveridge-Nelson pour repr¶esen-
ter tout processus même int¶egr¶e commesommed'une marche al¶eatoire et d'une composante
cyclique (stationnaire).

+ Q1 On considµereun processus auto-r¶egressifint¶egr¶e X v¶eri¯ ant

(

�

¡ L)A(L)X = ²

oµu A est un polynômesans racine de module un et ² un bruit blanc de variance¾2
² .

(a) Montrer que quitte µa substituer µa ² un bruit blanc ´ de varianceplus faible, on peut sup-
poser(ce que l'on fera par la suite) que toutes lesracinesde A sont de module strictement
sup¶erieur µa un.
En d¶eduire que A(X) admet pour inverseune s¶erie absolument convergente A(X)¡ 1 =P + 1

k=0 akXk.

(b) On supposed¶esormaisque la s¶erie @
@x

³
x 7! 1

A(x)

´
est absolument convergente. 24

Montrer qu'il existeune s¶erie convergente (de rayon au moins 1) A telle que

A(X)¡ 1 =
1

A(1)
+ (1 ¡ X)A(X)

Calculer son terme g¶en¶eral.

(c) Montrer qu'il existedeux processus T et C tels que

X = T + C

et oµu T est une marche al¶eatoire v¶eri¯ ant (

�

¡ L)T = 1
A(1) ² et oµu C est stationnaire.

(d) T et C sont-ils corr¶el¶es?

+ Q2 On sedonne un autre d¶ecomposition de X
8
<

:

X = M + S
(

�

¡ L)M = U
S = B(L)V

oµu B est un polynômedont toutes lesracinessont de module strictement sup¶erieur µa 1 et U et
V sont deux bruits blancs (pas n¶ecessairement d¶ecorr¶el¶es)de variances¾2

U et ¾2
V .

(a) Montrer que 1
t V (X t ) ¡¡ ¡ ¡!

t ! + 1

¾2
²

A(1) 2 .

Montrer que ¾2
U = ¾2

²
A(1) 2 .

(b) Soit Y = (

�

¡ L)X .
Exprimer Y en fonction de ² et en d¶eduire l'expressionde f Y .

24i.e. de rayon de convergenceau moins 1 et absolument convergente en x = 1.
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(c) Exprimer alors Y en fonction de U et V.
En supposant que U et V sont d¶ecorr¶el¶es,en d¶eduire l'expressionde f Y en fonctionde ¾2

U
et ¾2

V .

(d) D¶eduire de l'¶etude de f Y au voisinagede 0 que pour certains polynômesA(X), U et V ne
peuvent pas être d¶ecorr¶el¶es(on pourra par exemple consid¶erer le casoµu A(X) = 1 ¡ ½X
oµu ½> 0 ).

Corrig ¶e de l'exercice 1

+ Q1 (a) Le mon̂ome1 ¡ ¸ X ¶etant inversible ssi j¸ j < 1, posons

A¤(X) =
¡
¦ j¸ i j< 1 (1 ¡ ¸ i X)

¢
µ

¦ j¸ i j> 1

µ
1 ¡

1
¸ i

X
¶¶

oµu 1
¸ 1

; : : : ; 1
¸ n

d¶esignent les racinesA.
Ainsi A¤(L) est inversible.
Soit ´ = (

�

¡ L)A¤(L)X ; alors (voir TD 2, exercice1 ) ´ est un bruit blanc, de
variance ¾2

²
¦ j ¸ i j > 1¸ 2

i
.

On peut donc supposersans perte de g¶en¶eralit¶e, quitte µa substituer A¤ µa A et ´ µa ², que
toutes les racinesde A sont de module strictement sup¶erieur µa un.
Dans cesconditions, notant A(X) = (1 ¡ ¸ 1X) ¢¢¢(1 ¡ ¸ nX) il vient

1
A(X)

=

Ã
+ 1X

k=0

¸ k
1Xk

!

¢¢¢

Ã
+ 1X

k=0

¸ k
nXk

!

=
+ 1X

k=0

akXk

avec 8k 2 N; ak =
P

i 1+ ¢¢¢+ i n = k ¸ i 1
1 ¢¢¢̧ i n

n .

(b) On a

1
A(X)

=
+ 1X

k=0

akXk
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Or pour M 2 N¤

MX

k=0

akXk =

Ã
MX

k=0

ak

!

+
MX

k=0

ak
¡
Xk ¡ 1

¢

=
MX

k=0

ak1k + a0 ¢0 +
MX

k=1

ak(X ¡ 1)
¡
1 + X + ¢¢¢+ Xk¡ 1

¢

=
MX

k=0

ak1k ¡ (1 ¡ X)
MX

k=1

k¡ 1X

j =0

akXj

=
MX

k=0

ak1k ¡ (1 ¡ X)
M ¡ 1X

j =0

Ã
MX

k= j +1

ak

!

Xj

Par ailleurs A est convergente donc
P M

k= j +1 ak admet une limite ¯ nie lorsque M ! + 1 ,
et on posepour j 2 N

bj = ¡
P + 1

k= j +1 ak

Notons bN
j = ¡

P N
k= j +1 ak ; alors pour tous M 2 N et N ¸ M + 2

MX

j =0

jbN
j j =

MX

j =0

¯
¯
¯
¯
¯

NX

k= j +1

ak

¯
¯
¯
¯
¯

·
MX

j =0

NX

k= j +1

jak j

=
X

0· j <k · M +1

jak j +
X

M + 2 · k · N
0 · j < k

jak j

=
M +1X

k=0

kjak j +
NX

k= M +2

kjak j

=
NX

k=0

kjak j

·
+ 1X

k=0

kjak j
@

@x

µ
x 7!

1
A(x)

¶
=

X

k

kakXk est absolument convergente.

donc µa la limite lorsque N ! + 1 et pour tout M 2 N

MX

j =0

jbj j ·
+ 1X

k=0

kjak j
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de sorte que la s¶erie
P

j bj Xj est convergente de rayon au moins 1.

On posedonc A(X) =
P + 1

j =0 bj Xj ; alors par construction comme
P M

k=0 ak ¡ ¡ !
M 1

1
A(1) on a

A(X)¡ 1 = 1
A(1) + (1 ¡ X)A(X)

(c) Soit T la marche al¶eatoire d'origine 0 et v¶eri¯ ant 8t 2 Z; Tt ¡ Tt¡ 1 = 1
A(1) ²t , et notons

C = X ¡ T. Alors

(

�

¡ L)C = (

�

¡ L) ± (X ¡ T)

= A(L)¡ 1² ¡ (

�

¡ L)T

=
µ

1
A(1)

+ (

�

¡ L)A(L)
¶

² ¡ (

�

¡ L)T

= (

�

¡ L)A(L)²

En particulier, il existe un variable ¯ xe Z telle que 8t 2 Z; Ct = A(L)²t + Z , et donc C
est stationnaire. 25

(d) On a pour t 2 Z
Tt = 1

A(1) (²t + ¢¢¢+ ²T ¡ N ) + Tt¡ N ¡ 1

Ct = ®0²t + ®1²t¡ 1 + ¢¢¢

Or Tt j= ²t+ h pour h ¸ 1 et donc pour tout N ¸ 1

Cov(Tt ; Ct ) =

(
1

A(1)

P N
k=0 ®k¾2

² + 1
A(1)

P N
k=0 Cov(²t¡ k ; Z )

+ Cov
¡
Tt¡ N ¡ 1;

P + 1
k=0 ®k²t¡ k

¢
+ Cov(Tt¡ N ¡ 1; Z )

=
®0 + ¢¢¢+ ®N

A(1)
¾2

² +
+ 1X

k= N +1

®kCov(Tt¡ N ¡ 1; ²t¡ k )

donc ¯ nalement

Cov(Tt ; Ct ) = 1
A(1)

¡P + 1
k=0 ®k

¢
¾2

²

En particulier T et C sont corr¶el¶esµa toutes datessauf bien-ŝur si A(X) = (1).

+ Q2 (a) On a pour tous t 2 Z et N 2 N¤

V (M t) = V (Ut + ¢¢¢+ U0) + Cov(Ut + ¢¢¢+ U0 ; M¡ 1) + V (M ¡ 1)

= t¾2
U + Cov(Ut + ¢¢¢+ U0 ; M¡ 1) + V (M ¡ 1)

25On ne peut pas choisir Z qui est enti µerement d¶etermin¶ee par la d¶e¯nition de C = X ¡ T ; en revanche on peut
supposerque Z est d¶ecorr¶el¶eede tous les ² t .
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donc par Cauchy-Schwarz

t¾2
U ¡

p
V (Ut + ¢¢¢+ U0)

p
V (M ¡ 1) + V (M ¡ 1)

· t¾2
U + Cov(Ut + ¢¢¢+ U0 ; M¡ 1) + V (M ¡ 1)

· t¾2
U +

p
V (Ut + ¢¢¢+ U0)

p
V (M ¡ 1) + V (M ¡ 1)

soit

t¾2
U ¡

q
V (t¾2

U)
| {z }

^t ! + 1
p

t¾2
U

p
V (M ¡ 1) + V (M ¡ 1)

· t¾2
U + Cov(Ut + ¢¢¢+ U0 ; M¡ 1) + V (M ¡ 1)

· t¾2
U +

q
V (t¾2

U)
| {z }

^t ! + 1
p

t¾2
U

p
V (M ¡ 1) + V (M ¡ 1)

et donc

V (M t ) ^t ! + 1
t¾2

U

Or V (X t ) = V (M t ) + 2Cov(M t ; St ) + V (St ) et donc

V (M t ) ¡ 2
p

V (M t )
p

V (St ) + V (St ) · V (X t ) · V (M t ) + 2
p

V (M t)
p

V (St ) + V (St )

et commeS est stationnaire (donc de varianceV (St ) ind¶ependante de t)

V (X t ) ^t ! + 1
V (M t)

En particulier

1
t V (X t ) ¡¡ ¡ ¡!

t ! + 1
¾2

U > 0

Or X = T + C oµu T est une marche al¶eatoireassoci¶eeµa ´ = 1
A(1) ² et C stationnaire, donc

de fa»con similaire
1
t
V (X t ) ¡¡ ¡ ¡!

t ! + 1

1
A(1)2

¾2
²

En particulier

¾2
U = ¾2

²
A(1) 2
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Ainsi, quelle que soit la d¶ecomposition retenue la marche al¶eatoireest associ¶eeµa un bruit
blanc de variance 1

A(1) 2 ¾2
² .

(b) On a imm¶ediatement Y = (

�

¡ L)X = A(L)¡ 1² et donc 26

f Y (! ) =
1

jA (ei! )j2
f ² (! ) =

1

jA (ei! )j2
¾2

²

2¼

(c) On a par ailleurs

Y = (

�

¡ L)M + (

�

¡ L)S = U + (

�

¡ L)B(L)V

Or µa supposerque U et V sont d¶ecorr¶el¶esil en va de mêmepour U et (

�

¡ L)B(L)V, donc
pour tout h 2 Z,

°U+(1 ¡ L )B (L )V (h) = °U(h) + ° (1¡ L )B (L )V (h)

de sorte que

f Y (! ) =
1

2¼

+ 1X

h=0

°U+(1 ¡ L )B (L )V (h)e+ i! h

=
1

2¼

+ 1X

h=0

°U(h)e+ i! h +
1

2¼

+ 1X

h=0

° (1¡ L )B (L )V (h)e+ i! h

= f U(! ) + f (1¡ L )B (L )V (! )

=
¾2

U

2¼
+

¯
¯¡1 ¡ ei!

¢
B

¡
ei!

¢̄̄ 2 ¾2
V

2¼

(d) Soit donc Á d¶e¯nie sur R par

8! 2 R; Á(! ) =
1

jA (ei! )j2
¾2

² = ¾2
U +

¯
¯¡1 ¡ ei!

¢
B

¡
ei!

¢̄̄ 2
¾2

V

Alors pour ce qui concerne la deuxiµeme¶egalit¶e

8! 2 R;
¯
¯¡1 ¡ ei!

¢
B

¡
ei!

¢̄̄ 2
¸ 0

et donc
8! 2 R; Á(! ) ¸ Á(0)

Or par ailleurs Á(0) = ¾2
²

A(1) 2 et donc

8! 2 R;
1

jA (ei! )j2
¸

1

jA(1)j2

26´ est un bruit blanc de variance ¾2
´ ssi 8! 2 R; f ´ (! ) =

¾2
´

2¼.

L'implication d¶ecoule de ce que f ´ (! ) = 1
2¼

P
h2 Z ° ´ (h)ei! h = ° ´ (0)

2¼ , et la r¶eciproque de ce que Cov(´ t ; ´ t ¡ h ) =
1

2¼

R
]¡ ¼;+ ¼[ f ´ (! )e¡ i! h d! =

�

h=0 f ´ (0) (par sym¶etrie de l'in t¶egralesur ] ¡ ¼; 0 et ]0; ¼[).
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Consid¶erons alors le casoµu A(X) = 1 ¡ ½X oµu ½> 0 : on a

jA(¡ 1)j2 = j1 + ½j2 = 1 + 2½+ ½2 > 1 ¡ 2½+ ½2 = jA(1)j2

cequi contredit le r¶esultat pr¶ec¶edent, de sorte que U et V ne peuvent pas être d¶ecorr¶el¶es.
Ceci restevrai plus g¶en¶eralement si ½2 C avec< (½) > 0 : notant ½= a + ib il vient

¯
¯
¯
¯A

µ
½
j½j

¶ ¯
¯
¯
¯

2

=

¯
¯
¯
¯1 ¡ ½

½
j½j

¯
¯
¯
¯

2

= j1 + j½jj 2 = 1+ 2
p

a2 + b2 + a2 + b2 > a2 + b2 + 1¡ 2a = jA(1)j2

puis de fa»con plus g¶en¶eralesi A est un polynômequelconque (sous forme canonique) dont
les racinessont toutes de partie r¶eellepositive.
Ainsi, il n'est pas toujours possible de d¶ecomposer un processus M a int¶egr¶e en somme
d'une marche al¶eatoire et d'une tendance dont les bruits blancs associ¶essont d¶ecorr¶el¶es.
En revanche la d¶ecomposition de Beveridge-Nelson est toujours possible (sous r¶eserve
que A0(X) soit convergente).

?
? ?

Enonc ¶e de l'exercice 2

En 1978 Robert E. Hall propose et fonde empiriquement dans \Stochastic Implications of
the Life Cycle-Permanent IncomeHypothesis: Theory and Evidence" un modµele selonlequel
la consommation des m¶enagessuit . . . une marche al¶eatoire! L'ob jet de cet exerciceest de
pr¶esenter trµesbriµevement ce r¶esultat.

+ Q1 On considµereun agent dont l'u tilit ¶eu(¢) µa chaquedate t d¶epend uniquement desaconsommation
ct . Ses sources de revenus sont le travail, qui lui rapporte wt entre les dates t et t + 1, et le
capital, qui lui rapporte r kt oµu r d¶esigne le taux d'int¶er̂et r¶eeldu march¶e (suppos¶e constant) et
kt le stock de capital accumul¶e µa la date t.

(a) Montrer que la contrainte budg¶etaire de l'agent µa chaque date t 2 Z s'¶ecrit

kt+1 ¡ kt = (r kt + wt ) ¡ Ct

(b) On supposeque lesrevenus du travail µa la date t + h sont inconnus µa la date t, et mod¶elis¶es
par la variable al¶eatoire Wt+ h ; on note I t l'ensemble d'in formation de l'agent disponible
µa la date t.
Montrer que le choix µa la date t du processus de la consommation future de l'agent est
d¶etermin¶e par le programmede maximisation

¯
¯
¯
¯

maxCt ;Ct +1 ;::: E ( U (Ct ; Ct+1 ; : : :)j I t )
s.c.

©
8h ¸ 0; kt+ h+1 = ((1 + r ) kt+ h + wt+ h) ¡ Ct+ h
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(c) Ecrire le lagrangien associ¶e et en d¶eduire les¶equations d'Euler

8h ¸ 1;
@E(UjI t )

@Ct + h

@E(UjI t )
@Ct + h ¡ 1

=
1

1 + r

(d) On supposeque l'agent a une pr¶ef¶erencepour le pr¶esent de ± ¸ 0.
Donner l'u tilit ¶e intertemporelle U (Ct ; Ct+1 ; : : :) tir ¶ee du processus de consommation
(Ct ; Ct+1 ; : : :).

(e) En supposant que l'u tilit ¶e u(¢) de l'agent est quadratique et que ± = r montrer que le
pro¯ l de consommationfuture anticip ¶e µa la date t est constant : 8h ¸ 0; C¤t

t+ h = C¤t
t

(f ) Montrer que pour tout H ¸ 0

HX

h=0

C¤t
t+ h

(1 + r )h
= (1 + r )kt +

HX

h=0

Wt+ h

(1 + r )h
¡

1
(1 + r )H

kt+ H +1

(g) En faisant l'hypothµesequ'il n'y a pas de cavalerie (i.e. limh1
kt + h +1

(1+ r )h = 0 ) montrer ¯ nale-
ment que

C¤t+1
t+1 ¡ C¤t

t =
+ 1X

h=0

r
(1 + r )h+1

(E (Wt+ h+1 jI t+1 ) ¡ E (Wt+ h+1 jI t ))

+ Q2 On supposetout d'abord que lessalairesfuturs suivent un processus Arma de la forme

¢( L)W = £( L)²

oµu ¢ et £ sont sous forme canonique et ² est un bruit blanc. On supposeen outre qu'µa toute
date t, I t contient ²t ; ²t¡ 1; : : :

(a) Montrer qu'il existeune s¶erie absolument convergente A telle que W = A(L)² et que ² est
l'in novation de W.

(b) Calculer E (Wt+ h+1 jI t ) et E (Wt+ h+1 jI t+1 ) pour h ¸ 0.

(c) En d¶eduire que C est une marche al¶eatoire.

+ Q3 On supposecette fois que lessalairesfuturs suivent un Arma autour d'une tendanced¶etermi-
niste, de la forme

8t 2 Z; ¢( L)Wt = Á(t) + £( L)²t

oµu Á est C1 , ¢ et £ sont sous forme canonique et ² est un bruit blanc.

(a) Montrer qu'il existe une s¶erie absolument convergente A et une fonction Ã telles que
W = Ã(t) + A(L)², et calculer E (Wt+ h+1 jI t ) et E (Wt+ h+1 jI t+1 ) pour h ¸ 0.

(b) Montrer que C est une marche al¶eatoire.
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+ Q4 On supposeen̄ n que lessalairessuivent un processus Arima autour d'une tendanced¶etermi-
niste,27 de la forme

8t 2 Z; (

�

¡ L)d¢( L)Wt = Á(t) + £( L)²t

avec les mêmeshypothµesessur ¢, £, Á et ², et avec d ¸ 1.

(a) Montrer que si deux suites r¶eellesu et v v¶eri¯ ent 8n 2 N; (

�

¡ L)dun = vn alors

8n 2 N; un =
d¡ 1X

l=0

Cl
n+ l (

�

¡ L )lu0 + Cd¡ 1
n

nX

i=1

vi

(b) En d¶eduire que C est une marche al¶eatoire; µa quel bruit blanc est-elleassoci¶ee?

Corrig ¶e de l'exercice 2

+ Q1 (a) Lesrevenus de l'agent entre lesdatest et t + 1 sont lesrevenus du capital r kt et du travail
wt , le seul emploi ¶etant la consommationCt entre cesdates.Le ° ux net de revenu est donc
la variation du capital entre lesdeux dates,soit

kt+1 ¡ kt = (r kt + wt ) ¡ Ct

(b) Compte-tenu desinformations I t en sapossessionµa la date t un agent rationnel cherche µa
maximisersonutilit ¶e intertemporelleesp¶er¶ee(car il est neutre au risque) E (U (Ct ; Ct+1 ; ))
par un choix judicieux de consommations futures, sans n¶eanmoins violer sa contrainte
budg¶etaire µa aucune date future (il n'a pas accµesau cr¶edit).

(c) Le Lagrangien s'¶ecrit

L (Ct ; Ct+1 ; : : : ; kt ; kt+1 ; : : : ; ¸ 0; ¸ 1; : : :) = E ( U (Ct ; Ct+1 ; : : :)j I t )

+
+ 1X

h=0

¸ h (kt+ h+1 ¡ (1 + r ) kt+ h ¡ wt+ h + Ct+ h)

On a pour tout h ¸ 1 @L
@Ct + h

= @E(UjI t )
@Ct + h

+ ¸ h et @L
@kt + h +1

= (1 + r )¸ h+1 ¡ ¸ h.
Une condition n¶ecessairedu premier ordre est donc que

@E(UjI t )
@Ct + h +1

@E(UjI t )
@Ct + h

=
¸ h+1

¸ h
=

1
1 + r

27La th¶eorie macro-¶economiquesuggµere en e®et que le Pib est en e®et int¶egr¶e d'ordre 1, et que la croissancedes
salairessuit celle du Pib .
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(d) L'u tilit ¶e attendue µa la date t d'un choix de consommationfutur Ct ; Ct+1 ; : : : est 28

U (Ct ; Ct+1 ; : : :) = ±
P + 1

h=0
1

(1+ ±)h u (Ct+ h)

(e) u ¶etant quadratique, u0(x) est proportionnel µa x ; commepar ailleurs

@
@x

(x 7! E (u(x)jI t )) =
µ

x 7!
@E (u(x)jI t )

@x

¶

il vient pour h ¸ 0
1

(1+ ±)h +1 Ct+ h+1

1
(1+ ±)h Ct+ h

=
1

1 + r

c'est-µa-dire comme± = r

8h ¸ 0; C¤t
t+ h = C¤t

t

(f ) On a successivement pour H ¸ 1

Ct = Wt + (1 + r )kt ¡ kt+1

Ct+1 = Wt+1 + (1 + r )kt+1 ¡ kt+2 £ 1
1+ r

...
...

Ct+ H = Wt+ H + (1 + r )kt+ H ¡ kt+ H +1 £ 1
(1+ r )H

donc
P H

h=0
Ct + h

(1+ r )h =
P H

h=0
Wt + h

(1+ r )h + (1 + r )kt ¡ kt+ H +1

(g) En l'absencede cavalerie il vient

+ 1X

h=0

C¤t
t+ h

(1 + r )h
=

+ 1X

h=0

E (Wt+ hjI t )
(1 + r )h

+ (1 + r )kt

ce qui s'¶ecrit encore

1
1 ¡ 1

1+ r

C¤t
t =

+ 1X

h=0

E (Wt+ hjI t )
(1 + r )h

+ (1 + r )kt

soit

C¤t
t = r kt +

+ 1X

h=0

rE (Wt+ hjI t )
(1 + r )h+1

et donc ¯ nalement, commekt+1 = (1 + r )kt + Wt ¡ C¤t
t

28le c¾±cient ± sert µa normaliser
P + 1

h=0
1

(1+ ±)h = 1
± . De tout fa»con puisqu'une fonction d'utilit ¶e de Von Neumann-

Morgenstern est d¶e¯nie µa une transformation a±ne positive prµes,cela ne changerien µa la suite.
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C¤t+1
t+1 ¡ C¤t

t =
P + 1

h=0
r

(1+ r )h +1 (E (Wt+ h+1 jI t+1 ) ¡ E (Wt+ h+1 jI t ))

+ Q2 (a) ¢ ¶etant suppos¶e sous forme canonique, sesracines sont toutes de module strictement
sup¶erieur µa un et donc (voir TD 2, exercice1 ) il admet une inversesous la forme
¢( X)¡ 1 =

P + 1
k=0 ®kXk.

Soit alors A(X) =
¡P + 1

k=0 ®kXk
¢

£( X) : A est absolument convergente car £ est de degr¶e
¯ ni ; en outre W = ¢( L)¡ 1£( L)² = A(L)² et la s¶erie

¡P + 1
k=0 ®kXk

¢
£( X) est absolument

convergente.
De fa»con similaire £ est inversible et en notant ¢( X)£( X)¡ 1 =

P + 1
k=0 ¯ kXk il vient pour

t 2 Z Wt = ¡
P

k¸ 1 ¯ kWt¡ k + ²t et donc ² est l'in novation de W.

(b) Notons A(X) =
P + 1

k=0 akXk.
On a tout d'abord pour h ¸ 0

Wt+ h+1 =
+ 1X

k=0

ak²t+ h+1 ¡ k

et donc

E (Wt+ h+1 jI t ) =
P + 1

k= h+1 ak²t+ h+1 ¡ k

De fa»con similaire on a

E (Wt+ h+1 jI t+1 ) =
P + 1

k= h ak²t+ h+1 ¡ k

(c) On a pour t 2 Z

Ct+1 ¡ Ct =
+ 1X

h=0

r
(1 + r )h+1

ÃÃ
+ 1X

k= h

ak²t+ h+1 ¡ k

!

¡

Ã
+ 1X

k= h+1

ak²t+ h+1 ¡ k

!!

=
+ 1X

h=0

r
(1 + r )h+1

ÃÃ
+ 1X

k=0

ak+ h²t+1 ¡ k

!

¡

Ã
+ 1X

k=1

ak+ h²t+1 ¡ k

!!

=
+ 1X

h=0

r
(1 + r )h+1

ah²t+1

=

Ã
+ 1X

h=0

rah

(1 + r )h+1

!

²t+1

et donc C est une marche al¶eatoire,qui plus est associ¶eeau bruit blanc L ¡ 1².

+ Q3 (a) Posons A(X) = ¢( X)¡ 1£( X) (d¶evelopp¶ee en s¶erie absolument convergente) et Ã :
(t 7! ¢( L)¡ 1Á(t)) : il vient

8t 2 Z; Wt = Ã(t) + A(L) ± ²t
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En outre ² est l'in novation de A.
Par ailleurs on a pour h ¸ 0

½
E (Wt+ h+1 jI t ) = Ã(t + h + 1) +

P + 1
k= h+1 ak²t+ h+1 ¡ k

E (Wt+ h+1 jI t+1 ) = Ã(t + h + 1) +
P + 1

k= h ak²t+ h+1 ¡ k

(b) On a pour t 2 Z

Ct+1 ¡ Ct =
+ 1X

h=0

r
(1 + r )h+1

ÃÃ

Ã(t + 1) +
+ 1X

k= h

ak²t+ h+1 ¡ k

!

¡

Ã

Ã(t + 1) +
+ 1X

k= h+1

ak²t+ h+1 ¡ k

!!

=

Ã
+ 1X

h=0

rah

(1 + r )h+1

!

²t+1

et donc C est une marche al¶eatoire,encoreassoci¶eeau bruit blanc L ¡ 1².

+ Q4 (a) Montrons tout d'abord par r¶ecurrencesur d ¸ 1 que

un =
d¡ 1X

l=0

Cl
n+ l (

�

¡ L )l u0 +
X

1· i d ·¢¢¢· i 1 · n

vi d

{ Lorsque d = 1 on a imm¶ediatement (avec la convention C0
n = 1 )

un ¡ un¡ 1 = vn ! un = u0 +
nX

i 1=1

vi 1

{ Soit alors d ¸ 2 tel que la formule soit v¶eri¯ ¶eelorsque (

�

¡ L)d¡ 1un = vn.
Alors en appliquant le r¶esultat pour d = 1 µa

¡
(

�

¡ L)d¡ 1un
¢

il vient

(

�

¡ L)d¡ 1un = (

�

¡ L)d¡ 1u0 +
nX

i 1=1

vi 1

donc en appliquant l'hypothµesede r¶ecurrence µa u et
¡
(

�

¡ L)d¡ 1u0 +
P n

i 1=1 vi 1

¢
n2 N

il
vient

un =
d¡ 2X

l=0

Cl
n+ l (

�

¡ L )lu0 +
X

1· i d¡ 1 ·¢¢¢· i 1 · n

Ã

(

�

¡ L)d¡ 1u0 +
i d¡ 1X

i d =1

vi d

!

=
d¡ 2X

l=0

Cl
n+ l (

�

¡ L )lu0 +
X

1· i d¡ 1 ·¢¢¢· i 1 · n

(

�

¡ L)d¡ 1u0 +
X

1· i d ·¢¢¢· i 1 · n

vi d

=
d¡ 2X

l=0

Cl
n+ l (

�

¡ L )lu0 +

0

@
X

1· i d¡ 1 ·¢¢¢· i 1 · n

1

1

A (

�

¡ L)d¡ 1u0 +
X

1· i d ·¢¢¢· i 1 · n

vi d
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Or pour p;q 2 N on a
X

1· i p ·¢¢¢· i 1 · q

1 = jf (a1; : : : ; ap)=1 · a1 · ¢¢¢· ap · qgj

= jf (a1; a2 + 1; : : : ; ap + p ¡ 1)=1 · a1 · ¢¢¢· ap · qgj

= jf (b1; : : : ; bp)=1 · b1 < ¢¢¢< bp · q+ p ¡ 1gj

= Cp
q+ p¡ 1

Donc

un =
d¡ 2X

l=0

Cl
n+ l (

�

¡ L )lu0 + Cd¡ 1
n+ d¡ 1(

�

¡ L)d¡ 1u0 +
X

1· i d ·¢¢¢· i 1 · n

vi d

=
d¡ 1X

l=0

Cl
n+ l (

�

¡ L )lu0 +
X

1· i d ·¢¢¢· i 1 · n

vi d

ce qui achµeve la r¶ecurrence.
En¯ n, comme

X

1· i d ·¢¢¢· i 1 · n

vi d =
nX

i d =1

0

@
X

i d · i d¡ 1 ·¢¢¢· i 1 · n

1

1

A vi d = Cd¡ 1
n

nX

i d =1

vi d

il vient

un =
P d¡ 1

l=0 Cl
n+ l (

�

¡ L )lu0 + Cd¡ 1
n

P n
i=1 vi

(b) Soit A(X) = ¢( X)¡ 1£( X) ; alors

8t 2 Z; (

�

¡ L)dWt+ h = Ã(t) + A(L)²t+ h

Donc d'aprµesle r¶esultat pr¶ec¶edent pour tout h ¸ 0

8t 2 Z; Wt+ h+1 =
d¡ 1X

l=1

Cl¡ 1
h+ l (

�

¡ L )lWt + Cd¡ 1
h+1

h+1X

l=1

(Ã(t + l) + A(L)²t+ l )

Or

(1 ¡ X)l =
lX

k=0

Ck
l (¡ 1)l¡ k Xk

donc pour h ¸ 0 et t 2 Z (avec la convention C¡ 1
¢ = 0)

Wt+ h+1 =
X

0· k· l · d¡ 1

Cl¡ 1
h+ l C

k
l (¡ 1)l+ kWt¡ k + Cd¡ 1

h+1

h+1X

l=0

(Ã(t + l) + A(L)²t+ l )
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Or pour 0 · k · l · d ¡ 1 on a

E (Wt¡ k jI t+1 ) ¡ E (Wt¡ k jI t ) = Wt¡ k ¡ Wt¡ k = 0

Donc en notant A(X) =
P + 1

k=0 akXk

E (Wt+ h+1 jI t+1 ) ¡ E (Wt+ h+1 jI t )

= Cd¡ 1
h+1

h+1X

l=0

Ã

E

Ã
+ 1X

k=0

akWt+ l+1 ¡ k

¯
¯
¯
¯
¯

I t+1

!

¡ E

Ã
+ 1X

k=0

akWt+ l+1 ¡ k

¯
¯
¯
¯
¯

I t

!!

= Cd¡ 1
h+1

h+1X

l=0

Ã
+ 1X

k= l

akWt+ l+1 ¡ k ¡
+ 1X

k= l+1

akWt+ l+1 ¡ k

!

= Cd¡ 1
h+1

Ã
h+1X

l=0

al

!

²t+1

Donc ¯ nalement

Ct+1 ¡ Ct =
+ 1X

h=0

r
(1 + r )h+1

Ã

Cd¡ 1
h+1

Ã
h+1X

l=0

al

!

²t+1

!

=

Ã
+ 1X

h=0

r
(1 + r )h+1

Cd¡ 1
h+1

h+1X

l=0

al

!

²t+1

En particulier,

C est une marche al¶eatoire,associ¶eeau bruit blanc L ¡ 1²

Ainsi, aussig¶en¶eral que soit le modµele lin¶eairer¶egissant les revenus du travail, la consom-
mation resteune marche al¶eatoire; la seule hypothµeseforte est de nature ¶economique, et
postule que la fonction d'utilit ¶e instantan¶eeest quadratique.

?
? ?
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5 Travaux Dirig ¶es n±5

Enonc ¶e de l'exercice 1

L'objectif est ici de mettre en pratique les m¶ethodeshabituellesde traitement dess¶eriestem-
porelles.Il s'agit en particulier de mettre en ¾uvre l' identi¯c ation, l' estimation et la s¶election
d'un modµelepour une s¶erie brute donn¶ee.

Remarque: Les programmes Sas r¶ealis¶es pour traiter cet exercicesont µa envoyer µa l'issue de la
s¶eance(dûment indent¶eset comment¶es) µa Guillaume.Lacote@ensae.fr .

+ Q1 (a) Fermer les applications qui ne sont pas strictement indispensables µa l'¶etude des s¶eries
temporelleslin¶eaires(ce qui exclut Risk , Icq et M icr osoft Outlook . . . ).
T¶el¶echarger depuis http://ensae.no-ip.com / SE206/ le ¯ chier de donn¶eesDonnees1au
format Sas . 29

Lancer le logiciel Sas , commencer un nouveauprogrammeet importer cesdonn¶ees.

(b) Repr¶esenter graphiquement la s¶erie XM.
Commenter.
Mettre en ¶evidence la saisonnalit¶e ¶eventuelle de XM, et d¶e¯nir le cas¶ech¶eant DeSaison
la s¶erie d¶esaisonnalis¶ee.

(c) Etudier les auto-corr¶elogrammespartiel et inversede la s¶erie DeSaison.
Est-elle int¶egr¶ee? D¶e¯nir le cas¶ech¶eant DesInt , la s¶erie di®¶erenci¶eede DeSaison , et
r¶eit¶erer le processus tant que n¶ecessaire.

(d) Etudier les auto-corr¶elogrammespartiel et inversede la s¶erie DesInt .
Proposerdesordresmaximum p¤,d¤ et q¤ vraisemblablespour la s¶erie DeSaison.

(e) Estimer le modµele le plus g¶en¶eral Arima (p¤; d¤; q¤) suivi par DeSaison.
V¶eri¯ er que ce modµeleest valide.

(f ) Rechercher s'il existe dessous-modµelesvalidesdu modµele Arima (p¤; d¤; q¤) pour la s¶erie
DeSaison.
Quel modµeleproposez-vous ¯ nalement de retenir pour la s¶erie XM?

+ Q2 En suivant une d¶emarche analogue, proposerun modµele valide pour la s¶erie contenue dans le
¯ chier Donnees2.sd2.

+ Q3 (facultative) Etudier les s¶eriescontenuesdans les ¯ chiers Base92.sd2, Champ.sd2, Lait.sd2 ,
Pari2.sd2 , SNCF.sd2, TauxLongs.sd2, Traffic.sd2 et Viande.sd2 .

29Le ¯chier Donnees1.sd2 est au format Sas version 6 , le ¯chier Donnees1.sas7bdat au format Sas version 8
et le ¯chier Donnees1.txt au format texte prêt µa être import¶e.
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Corrig ¶e de l'exercice 1

+ Q1 (a) On supposeici que le ¯ chier Donnees1.sd2est enregistr¶e dans le dossierW: nSas.
Le programmecommenceradonc par

LIBNAME Td SAS 'W :nSasn' ;
DATA table ;
SET Td SAS.donnees1;

µa la suite de quoi les donn¶eescontenuesdans la table table enregistr¶eedans le ¯ chier
W: nSasndonnees1.sd2 sont accessiblessous le nom table .

(b) L'a±c hagegraphique sefait au moyen de la PROCGPLOTde la fa»con suivante :

DATA table ;
SET Td SAS.donnees1;
time = N /* Permet de nommer explicitement l'axe desabscisses*/ ;
PROC GLPOT ;
PLOT XM * time /* TraceXM en fonction du temps */ ;
SYMBOL I=JOIN ;
RUN ;

On observe que la s¶erie semble p¶eriodique, de p¶eriode 12.
On d¶e¯nit en cons¶equence la s¶erie d¶esaisonnalis¶ee DeSaison au moyen de la fonction
retard LAG de la fa»con suivante : 30

DATA table ;
SET Td SAS.donnees1;
DeSaison= XM - LAG12(XM) /* LAG[n](Y)(t) = Y(t-n ) */ ;

(c) Publi-information :

Auto-corr¶elation Ar (p) M a(q) Arma (p,q)

Directe ½(h)
d¶ecrô³t exponentiel-
lement vers0

nulle µa partir de q+ 1
d¶ecrô³t exponentiel-
lement vers0

Partielle r (h) nulle µa partir de p + 1 ( ?) nulle µa partir de p + 1

Inverse½i (h) nulle µa partir de p + 1
d¶ecrô³t exponentiel-
lement vers0

d¶ecrô³t exponentiel-
lement vers0

30Un fa»con habituelle de d¶esaisonnaliserserait d'¶etudier la s¶erie moyenn¶eesur une p¶eriode M 12X M = (

�

+ L + ¢¢¢+
L 11)X M (voir TD 1, exercice2 ) ; cependant sousr¶eserve que l'on parvienne µa mod¶eliser DeSaison = (

�

¡ L 12)X M
sousforme Arma le modµele ¯nal en XM seraplus simple, et c'est la d¶emarche retenue ici. Cependant le reste de l'¶etude
pourrait porter sur M 12X M .
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Lesauto-corr¶elogrammesdirect, partiel et inversepeuvent être visualis¶esau moyenl'option
IDENTIFY de la PROCARIMA, de la fa»con suivante :

PROC ARIMA ;
IDENTIF Y VAR=DeSaisonNLAG=50 /* 0 < = h < = 50 */ ;
RUN ;

L'option NLAGpermet de sp¶eci¯er le nombre d'auto-covariances(inverses)µa calculer.
On observe que les auto-corr¶elations inversestendent (exponentiellement) vers z¶ero; la
s¶erie DeSaison est donc apparamment stationnaire. Pour s'enassurer, on d¶e¯nit DesInt
la s¶erie de sesdi®¶erencespremiµeresde la fa»con suivante :

DATA table ;
SET Td SAS.donnees1;
DeSaison= XM - LAG12(XM) /* LAG[n](Y)(t) = Y(t-n ) */ ;
DesInt = DeSaison- LAG(DeSaison) /* LAG = LAG1 */ ;

que l'on ¶etudie µa nouveau:

PROC ARIMA ;
IDENTIF Y VAR=DesInt NLAG=50 /* 0 < = h < = 50 */ ;
RUN ;

On observe que les auto-corr¶elations inversesne d¶ecroissent pas exponentiellement (mais
plut ôt lin¶eairement) vers z¶ero, ce qui suggµere que la s¶erie DesInt est sur-di® ¶erenci ¶ee,
ce qui corrobore la stationnarit¶e de DeSaison envisag¶eeauparavant.
On seproposedonc d'estimer un modµeleArma pour la s¶erie DeSaison. On sait qu'une
s¶erie Y suivant un modµeleArma (p,q) est telle que sonauto-corr¶elation partielle est nulle
µa partir de l'ordre p + 1 et son auto-corr¶elation directe est non-signi¯ cative µa partir de
l'odre q + 1. On recherche donc les premiersordres au-delµa desquels les auto-corr¶elations
(respectivement partielles et directes) sont toujours en-de»cµa du fractile µa 95% de la loi
normale (µa savoir 1:96), ce qui conduit µa proposerpour la s¶erie DeSaison desordres 31

d¤ = 0, p¤ = 3 et q¤ = 2

(d) On cherche tout d'abord µa estimer le modµele le plus g¶en¶eral Arima (3,0,2) pur pour De-
Saison , au moyen de l'option ESTIMATEde la PROCARIMA:

31Cette identi¯cation pr¶eliminaire ne sert qu'µa ¶eviter d'estimer ensuiteun modµeledont la plupart desc¾±cients seront
non-signi¯cativ ement non-nuls. En toute rigueur, mieux vaudrait retenir les ordres plus conservatoires p¤ = 7 et q¤ = 7
quitte µa s'assurerensuite par un test statistique que les c¾±cients au-delµa de 3; 2 sont non-signi¯cativ ement non-nuls.
Par souci de simplicit ¶e on seplace directement dans l'hypothµeseou cestests auraient d¶ejµa ¶et¶e e®ectu¶es.
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PROC ARIMA ;
IDENTIF Y VAR=DesInt ;
ESTIMA TE METHOD = ML PLOT P=3 Q=2 ;
RUN ;

L'option METHOD=MLs¶electionne la m¶ethode d'estimation du maximum de vraisemblance;
l'option PLOT permet d'obtenir les auto-corr¶elogrammesdes r¶esidus estim¶es, a¯ n de
contr ôler la validit¶e du modµele.
Il faut en premier lieu s'assurer que le modµele estim¶e est bien un Arma , ce qui revient
µa s'assurer que le r¶esidu estim¶e est compatible avec l'hypothµesede bruit blanc : Sas
pratique µa cet e®etle test de Porte-Manteau dont le r¶esultat est indiqu¶e dans la section
Autocorrelation Check for White Noise . 32

Dansle caspr¶esent le test dePorte-Manteauconduit µa accepter l'hypothµeseselonlaquellele
r¶esidu est un bruit blanc, de sorteque la mod¶elisationArima (3,0,2) est statistiquemen t
l¶egitime. En outre, les tests individuels de nulliti ¶e des c¾±cients du modµele sont tous
rejet¶esau seuil 5%, de sorte que le modµeleestim¶e est ¶egalement valide.

(e) Sachant que le modµele Arima (3,0,2) est valide, on cherche en̄ n p · 3 et q · 2 tels que
le modµeleArima (p,0,q) soit valide. Pour ce faire on estimesuccessivement
{ un modµeleAr :

On cherche µa mod¶eliser DeSaison par un modµele Ar pur, dont on sait que l'ordre
¶eventuel est au plus 3. On calcule donc

PROC ARIMA ;
IDENTIF Y VAR=DesInt ;
ESTIMA TE METHOD = ML PLOT P=3 /* Implicitement, Q=0 */ ;
RUN ;

L'hypothµeseselonlaquelle les r¶esidus ainsi estim¶essuivent un bruit blanc est accept¶ee,
donc on peut l¶egitimement admettre que DeSaison suit un modµeleAr d'ordre au plus
3. Cependant le test individuel de nullit ¶e du c¾±cient associ¶e au troisiµemeretard est
rejet ¶e au seuil 5%.
On r¶eestimedonc un modµeleAr (2) :

PROC ARIMA ;
IDENTIF Y VAR=DesInt ;
ESTIMA TE METHOD = ML PLOT P=2 ;
RUN ;

dont le r¶esidu estim¶e est toujours un bruit blanc (c'est heureux !), mais dont le second
retard n'est toujours pas signi¯ cativement non-nul.

32La colonne Prob donnela p¡ value associ¶ee: l'hypothµeseque la variable est signi¯cativ ement non-nulle est accept¶ee
µa 1 ¡ pvalue %. Par exempleune valeur de 0:023 indique que la variable est signi¯cativ ement non-nulle \µa 97%", tandis
qu'une valeur de 0:452 laisseentendre que la variable n'est pas signi¯cativ e µa 54%.

Version du 20050121-11h02, r ¶evis¶ee le 17 f¶evrier 2005 64



ensae.net

Ensae SE206 Enonc¶e et corrig¶e destravauxdirig¶es n±1 µa 8 S¶eance 5

On estimedonc ¯ nalement un modµeleAr (1) :

PROC ARIMA ;
IDENTIF Y VAR=DesInt ;
ESTIMA TE METHOD = ML PLOT P=1 ;
RUN ;

qui est toujours valide et dont tous les c¾±cients sont, cette fois, signi¯ cativement
non-nuls.
Ainsi la s¶erie DeSaison peut l¶egitimement être mod¶elis¶eepar un modµeleAr (1).

{ un modµeleM a :
On cherche µa mod¶eliser DeSaison par un modµele M a pur, dont on sait que l'ordre
¶eventuel est au plus 2. On calcule donc

40 PROC ARIMA ;
IDENTIF Y VAR=DesInt ;
ESTIMA TE METHOD = ML PLOT Q=2 ;
RUN ;

L'hypothµeseselonlaquelle les r¶esidus ainsi estim¶essuivent un bruit blanc est accept¶ee,
donc on peut l¶egitimement admettre que DeSaison suit un modµeleM a d'ordre au plus
2; en outre tous lesc¾±cients sont signi¯ cativement non-nuls (au seuil 5%).
Ainsi la s¶erie DeSaison peut l¶egitimement être mod¶elis¶eepar un modµeleM a(2).

En d¶e¯nitiv e, la s¶erie DeSaison peut être mod¶elis¶ee par trois modµelesstatistiquement
valides,µa savoir Arima (3,0,2), Arima (1,0,0) et Arima (0,0,2).
Le critµerede parcimonie, selonlequel un modµele comprenant strictement moins de c¾±-
cients est toujours pr¶ef¶erable, conduit n¶enanmoins µa rejeter le modµele Arima (3,0,2) qui
est un sur-modµelestrict µa la fois du modµeleAr (1) et du modµeleM a(2).
Pour arbitrer en̄ n entre cesdeux derniers modµeles,on peut recourir µa un critµereinforma-
tionnel, qui met en rapport la vraisemblancedu modµeleestim¶e et le nombre de paramµetres
n¶ecessairespour l'estimer. Le critµered'Akaike ( AIC ) arbitre en l'occurence en faveur du
modµeleM a(2), que l'on rentiendra ¯ nalement.

(f ) En conclusion, on peut raisonnablement proposerpour la s¶erie d'origine le modµele

(

�

¡ L12)(XM¡ 0; 377)= (

�

¡ 0; 286L + 0; 231L 2)²

oµu ² est un bruit blanc de variance¾2
² ' 0; 233.

+ Q2

+ Q3

?
? ?
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6 Travaux Dirig ¶es n±6

Enonc ¶e de l'exercice 1

On considµereun processus (X t )t¸ 0 v¶eri¯ ant le modµeleArima canonique

(

�

¡ L)d£( L)X = ¢( L)²

de conditions initiales Z donn¶ees33 et orthogonalesµa (²t )t¸ 0, bruit blanc de variance¾2
² .

On s'int¶eresseµa la pr¶evision lin¶eaireoptimale d'horizon h ¸ 0

tX t+ h = EL (X t+ hjX t ; X t¡ 1; : : : ; X 0; Z )

+ Q1 Montrer que (tX t+ h)h>q suit la r¶ecurrence lin¶eairede polynôme(1 ¡ X )d£.
Application num¶erique :

En d¶eduire (tX t+ h)h2 N pour h ¸ 1 en fonction de X t et tX t+1 lorsque d = 1, £( X) = (1 ¡ 1
2X)

et ¢( X) = 1 ¡ 4
5X.

+ Q2 Soit eh = X t+ h ¡ tX t+ h l'erreur de pr¶evisiond'horizon h ¸ 0.

(a) Montrer que eh 2 h²t+1 ; : : : ; ²t+ hi pour h ¸ 0.

(b) Montrer qu'il existeune suite (ah)h telle que

8h ¸ 0; eh = a0²t+ h + ¢¢¢+ ah¡ 1²t+1

et que (ah)h¸ q suit la r¶ecurrencede polynôme(1 ¡ X)d£( X).
Application num¶erique :

Calculer (ah)h dans l'exemple pr¶ec¶edent.

(c) Calculer (V (eh))h2 N et en donner un ¶equivalent pour h ! + 1 lorsque d ¸ 1.
Application num¶erique :

Calculer (V (eh))h2 N dans l'exemple pr¶ec¶edent.

+ Q3 En supposant que ² est un bruit blanc gaussien, d¶eterminer un intervalle de pr¶evision de X t

d'horizon h ¸ 1 ¯ able µa 95%.
Application num¶erique :

Donner l'in tervalle d'horizon 2 µa 95%lorsque xt = 12, txt+1 = 10 et ¾2
² = 1.

33Z est donc un vecteur comprenant d + d±£ valeurs initiales de X et d±¢ valeurs initiales de ².
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Corrig ¶e de l'exercice 1

+ Q1 Notons (1 ¡ X)d£( X) =
P p+ d

i=1 ®i Xi et ¢( X) =
P q

i=0 ±i Xi .
Alors pour tout h ¸ 0

X t+ h = ¡
p+ dX

i=1

®i X t+ h¡ i +
qX

i=0

±i ²t+ h¡ i

et donc pour tout h > q

tX t+ h = EL ( X t+ hj X t ; : : : ; X 0; Z )

= ¡
p+ dX

i=1

®i EL ( X t+ h¡ i j X t ; : : : ; X 0; Z ) +
qX

i=0

±i EL

0

@²t+ h¡ i j X t ; : : : ; X 0; Z| {z }
= h²t ;:::;² 0 ;Z i

1

A

car ² est l'in novation de X

= ¡
p+ dX

i=1

®i tX t+ h¡ i +
qX

i=0

0 car h > q

Ainsi µa t ¯ x¶e (tX t+ h)h suit pour h > q la r¶ecurrence lin¶eaire de polynôme caract¶eristique
(1 ¡ X)d£( X).

Application num¶erique :
£( X) = (1 ¡ 1

2X) est bien sous forme canonique car 2 > 1 est sa seule racine, et il en va de
mêmepour ¢( X) = 1 ¡ 4

5X.
Par ailleurs (1 ¡ X)£( X) = 1 ¡ 3

2X + 1
2X2 donc pour h ¸ 2

tX t+ h =
3
2tX t+ h¡ 1 ¡

1
2tX t+ h¡ 2

Donc il existe®; ¯ tels que pour tout h ¸ 0

tX t+ h = ®1h + ¯
µ

1
2

¶ h

Desvaleurs initiales pour h 2 f 1; 2g on tire alors
½

h = 1 : ®+ 1
2¯ = tX t+1

h = 2 : ®+ 1
4¯ = tX t+2

d'oµu ½
® = 1

3 (4 tX t+2 ¡ tX t+1 )
¯ = 4

3 (tX t+1 ¡ tX t+2 )

et donc ¯ nalement

8h ¸ 1; tX t+ h = 1
3 (4 tX t+2 ¡ tX t+1 ) + 1

3¢2h ¡ 2 (tX t+1 ¡ tX t+2 )
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+ Q2 (a) On a pour h ¸ 0

eh = X t+ h ¡ tX t+ h

=
p+ dX

i=1

®i (X t+ h¡ i ¡ tX t+ h¡ i ) +
min( q;h¡ 1)X

i =0

±i ²t+ h¡ i

en notant ¢( X) =
P q

i =0 ±i Xi .34

Or

(X t+ h¡ i ¡ tX t+ h¡ i ) =
½

0 si h · i
eh¡ i si h > i

donc

eh =
P min( h;p+ d)

i =1 ®i eh¡ i +
P min( q;h¡ 1)

i =0 ±i ²t+ h¡ i

Proc¶edons alors par r¶ecurrencesur h ¸ 0 :
{ on a e0 = 0 2 h²t+1 ; : : : ; ²t+ hi = h0i
{ soit alors h ¸ 1 tel que 8i < h; eh¡ i 2 h²t+1 ; : : : ; ²t+ h¡ i i ; alors

eh =
min( h;p+ d)X

i=1

®i et+ h¡ i| {z }
2h²t +1 ;:::;² t + h ¡ i i

+
min( q;h¡ 1)X

i=0

±i ²t+ h¡ i

2 h²t+1 ; : : : ; ²t+ hi

ce qui achµeve la r¶ecurrence.
Autre m¶ethode :
On sait que X t+ h 2 h²t+ h; : : :i car ² est l'in novation de X . Par ailleurs, EL (Y j² t ; : : :) ¶etant
la projection orthogonale de Y sur h²t ; : : :i , (Y ¡ EL (Y j²t ; : : :)) 2 h²t ; : : :i j= .
Or ² est un bruit blanc donc (²t+ h; : : :) est une famille orthogonale,et donc dans h²t+ h; : : :i
l'orth ogonal de h²t ; : : :i est h²t+ h; : : : ; ²t+1 i de sorte que ¯ nalement

eh = (X t+ h ¡ tX t+ h) 2 h²t+1 ; : : : ; ²t+ hi

(b) On a e0 = 0 et e1 = ²t+1 . D¶e¯nissons donc par r¶ecurrence (ah)h2 N par

8
<

:

a0 = 1
ah =

P min (h;p+ d)
i =1 (±i + ®i ah¡ i ) si h 2 J1; q+ 1K

ah =
P min( h;p+ d)

i =1 ®i ah¡ i sinon

Montrons alors par r¶ecurrencesur h que 8h ¸ 1; eh = a0²t+ h + ¢¢¢+ ah¡ 1²t+1

{ On a e1 = ²t+1 = a0²t+1 puisque a0 = 1 par d¶e¯nition .

34² est l'innovation de X , donc hX t ¡ 1; : : :i = h²t ¡ 1; : : :i , donc il n'y a pas de terme en ²t + h¡ i lorsqueh ¡ i · 0.
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{ Soit alors h ¸ 2 tel que 8l 2 J0; h ¡ 1K; el = a0²t+ l + ¢¢¢+ al¡ 1²t+1 ; montrons que
eh = a0²t+ h + ¢¢¢+ ah¡ 1²t+1 .
Alors

eh =
min( q;h¡ 1)X

k=0

±k²t+ h¡ k +
min( h;p+ d)X

i=1

®i eh¡ i

=
min( q;h¡ 1)X

k=0

±k²t+ h¡ k +
min( h;p+ d)X

i=1

®i

0

@
(h¡ i )¡ 1X

j =0

aj ²t+( h¡ i )¡ j

1

A par hypothµesede r¶ecurrence

=
min( q;h¡ 1)X

k=0

±k²t+ h¡ k +
X

1· i · min (h;p+ d)

X

i · l · h¡ 1

®i al¡ i ²t+ h¡ l

=
min( q;h¡ 1)X

k=0

±k²t+ h¡ k +
h¡ 1X

l=1

X

1· i · min (h;p+ d;l )

®i al¡ i ²t+ h¡ l

=
min( q;h¡ 1)X

k=0

±k²t+ h¡ k +
h¡ 1X

l=1

0

@
X

1· i · min( l ;p+ d)

®i al¡ i

1

A ²t+ h¡ l

=
min( q;h¡ 1)X

k=0

0

@±k +
X

1· i · min (k;p+ d)

®i ak¡ i

1

A ²t+ h¡ k +
h¡ 1X

l=min (q;h¡ 1)+1

0

@
X

1· i · min( l ;p+ d)

®i al¡ i

1

A ²t+ h¡ l

=
h¡ 1X

k=0

ah¡ k²t+ h¡ k

ce qui achµeve la r¶ecurrence.
Ainsi lorsque h ¸ q, la suite (ah)h suit la r¶ecurrence lin¶eairede polynôme(1 ¡ X)d£( X).

Application num¶erique :
On a tout d'abord

e1 =
µ

3
2

X t ¡
1
2

X t¡ 1 + ²t+1 ¡
4
5

²t

¶
¡

µ
3
2

X t ¡
1
2

X t¡ 1 ¡
4
5

²t

¶
= ²t+1

ce dont on tire a0 = 1.
De même

e2 =
3
2

e1 + ²t+2 ¡
4
5

²t+1

et donc a1 = 3
2a0 ¡ 4

5 = 7
10

Puis pour h ¸ 3 on a ah = 3
2ah¡ 1 ¡ 1

2ah¡ 2. Or les racines de 1 ¡ 3
2X ¡ 1

2X2 sont 1 et 1
2,

donc il existe®; ¯ tels que pour tout h ¸ 0

ah = ®1h + ¯
µ

1
2

¶ h
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et desvaleurs initiales ½
h = 0 : ®+ ¯ = 1
h = 1 : ®+ 1

2¯ = 7
10

on tire ¯ nalement

8h ¸ 0; ah = 2
5 + 3

5
1

2h

(c) On a pour h ¸ 0

V (eh) = V

Ã
h¡ 1X

k=0

ak²t+ h¡ k

!

=
h¡ 1X

k=0

¡
ak

2V (²t+ h¡ k)
¢

=

Ã
h¡ 1X

k=0

ak
2

!

¾2
²

Il ne resteplus alors qu'µa d¶eterminer un ¶equivalent en k de ak, puis en h de
³ P h¡ 1

k=0 ak
2
´

.

Comme(ak)k2 N suit la r¶ecurrencede polynôme(1 ¡ X)£( X) dont 1 est racine, on montre

que
³ P h¡ 1

k=0 ak
2
´

^h ! + 1
®h2d¡ 1 avec ® > 0.

Notonsene®eţ 1; : : : ; ¸ r , r · p, lesracinesde£( X), 35 et soit ¯ 0; ¯ 1; : : : ; ¯ r 2 R[X] tels que
8h ¸ q; ah = ¯ 0(h)1h + ¯ 1(h)¸ h

1 + ¢¢¢+ ¯ r (h)¸ h
r , avecd±¯ 0 = d¡ 1 et 8i 2 J1; rK; d±¯ i · p.

Alors pour h ¸ 0

V (eh) =
h¡ 1X

k=0

Ã

¯ 0(k) +
rX

i=1

¯ i (k)¸ k
i

! 2

¾2
²

= ¾2
²

0

@
h¡ 1X

k=0

¯ 0(k)2 + 2
rX

i=1

h¡ 1X

k=0

¯ 0(k)¯ i (k)¸ k
i +

h¡ 1X

k=0

Ã
rX

i=1

¯ i (k)¸ k
i

! 2
1

A

Notons alors ½le c¾±cient de plus haut degr¶e (d ¡ 1) de ¯ 0 ; ainsi commed ¸ 1 on a

¯ 0(h) ^h ! + 1
½hd¡ 1. Soit par ailleurs i 2 J1; rK; montronsque

P h¡ 1
k=0 ¯ 0(k)¯ i (k)¸ k

i = h! + 1

0
³ P h¡ 1

k=0 ¯ 0(k)
´

.

Soit mi un majorant de tous lesc¾±cients de ¯ i (en valeur absolue), et notons di = d±¯ i .

35Prisesdeux-µa-deux distinctes; ellessont en outre toutes de module inf¶erieur µa 1, et notamment di®¶erentes de 1.
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Alors
¯
¯
¯
¯
¯

h¡ 1X

k=0

¯ 0(k)¯ i (k)¸ k
i

¯
¯
¯
¯
¯

·
h¡ 1X

k=0

¯ 0(k)
¡
di mi kdi

¢
¸ k

i

· di mi

Ã
h¡ 1X

k=0

¯ 0(k)

! Ã
h¡ 1X

k=0

kdi ¸ k
i

!

En¯ n, comme
P h¡ 1

k=0 kdi ¸ k
i = h! + 1 O(1) 36 on a ¯ nalement

h¡ 1X

k=0

¯ 0(k)¯ i (k)¸ k
i = t! + 1 O

Ã
h¡ 1X

k=0

¯ 0(k)

!

De la mêmefa»con on a pour i 2 J1; rK
P h¡ 1

k=0

¡
¯ i (k)¸ k

i

¢2
= h! + 1 O(1), et donc

h¡ 1X

k=0

Ã
rX

i=1

¯ i (k)¸ k
i

! 2

· max
i

h¡ 1X

k=0

r 2
¡
¯ i (k)¸ k

i

¢2
= h! + 1 O(1)

En d¶e¯nitiv e, comme¯ 0(k)2
^k ! + 1

½2kd¡ 1 on a (par C¶esaro)

V (eh) ^h ! + 1

P h¡ 1
k=0 ¯ 0(k)2

^h ! + 1
½2h2d¡ 1 ¡¡ ¡ ¡!

h! + 1
+ 1

36On a

h¡ 1X

k=0

kdi ¸ k
i ·

+ 1X

k=0

kdi ¸ k
i

Or en divisant Xdi suivant les puissancescroissantes il vient qu'il existe (º 0; : : : ; º di ¡ 1) tel que 8k 2 N; kdi = º 0k(k ¡
1) ¢¢¢1 + º 1(k ¡ 1)(k ¡ 2) ¢¢¢1 + ¢¢¢+ º di ¡ 11 et donc

+ 1X

k=0

kdi ¸ k
i =

+ 1X

k=0

di ¡ 1X

j =0

º j j !kj ¸ k
i

=
+ 1X

k=0

di ¡ 1X

j =0

º j

µ
@j

@xj

¡
x 7! xk ¢

¶
(¸ i )

=
di ¡ 1X

j =0

º j

µ
@j

@xj

µ
x 7!

1
1 ¡ x

¶¶
(¸ i ) car la s¶erie convergenormalement

=
di ¡ 1X

j =0

º j (1 ¡ ¸ i )
¡ 1¡ j

< + 1
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Autrement dit, il faut selimiter µa deshorizons de pr¶evisionraisonnables.

Application num¶erique :
On a ici pour h ¸ 0

V (eh) =
hX

i =0

µ
2
5

+
3
5

1
2i

¶ 2

=
hX

i =0

Ãµ
2
5

¶ 2

+ 2
2
5

µ
3
5

1
2i

¶
+

µ
3
5

¶ 2 1
4i

!

=
µ

2
5

¶ 2

h¾2
² +

Ã
2
5

3
5

1 ¡ 1
2h

1 ¡ 1
2

+
µ

3
5

¶ 2 1 ¡ 1
4h

1 ¡ 1
4

!

¾2
²

=
4
25

¾2
² h +

12
25

µ
2 ¡

1
2h

¡
1
4h

¶
¾2

²

+ Q3 On a pour h ¸ 0 eh =
P h¡ 1

i =0 ai ²t+ h¡ i , et ² est un bruit blanc gaussien. Donc 37

(X t ¡ tX t+ h) = eh ; N

Ã

0;

Ã
h¡ 1X

i =0

a2
i

!

¾2
²

!

Par cons¶equent un intervalle de con̄ ance I ®(h) d'horizon h, qui est tel que

P(X t+ h 2 I ®(h)) = 1 ¡ ®

est

I ®(h) =
·

tX t+ h § qN (0;1)
1¡ ®

2

q P h¡ 1
i =0 a2

i ¾²

¸

oµu qN (0;1)
1¡ ®

2
d¶esigne le fractile µa 1 ¡ ®

2 % de la loi normale centr¶eer¶eduite.

Application num¶erique :
On a

tX t+2 = (2 ¢10¡ 12)+
1

22¡ 1
(12 ¡ 10) = 9

et de plus

V (e2) =
¡
a2

0 + a2
1

¢
¾2

² =

Ã

1 +
µ

7
10

¶ 2
!

¢1 = 1:49 ' 1:222

et donc
I 95%(2) ' [ 7:78; 10:22]

?
? ?

37La sommede deux normales ind¶ependantes est une normale, d'esp¶eranceleur sommeet de variance leur somme.
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Enonc ¶e de l'exercice 2

¥ Partie 1

On considµereun processus X stationnaire v¶eri¯ ant le modµeleArma (1,1) canonique

(

�

¡ ÁL)X = (

�

¡ µL)²

oµu ² est un bruit blanc de variance¾2
² .

On s'int¶eressepour t 2 Z µa la pr¶evision lin¶eaireoptimale d'horizon 1

tX t+1 = EL (X t+1 jX t ; X t¡ 1; : : :)

+ Q1 Montrer qu'il existeune s¶erie absolument convergente
P

k ak telle que tX t+1 =
P + 1

k=1 akX t+1 ¡ k

et donner son terme g¶en¶eral.

+ Q2 L'observation de (X t )t< 0 ¶etant impossible, on d¶e¯nit pour t 2 N la pr¶evisionlin¶eaireempirique
t X̂ t+1 =

P t+1
k=1 akX t+1 ¡ k .

Exprimer t X̂ t+1 en fonction de X t et t¡ 1X̂ t .

+ Q3 On d¶e¯nit et = 1
¾2

²
E

µ ³
X t ¡ t¡ 1X̂ t

´ 2
¶

l'erreur relative de la pr¶evision tronqu¶ee.

Exprimer et+1 en fonction de et .

+ Q4 Calculer °X (0) puis e0.
En d¶eduire l'expressionde (et )t .

+ Q5 Que dire de l'erreur de la pr¶evision tronqu¶eeE
µ ³

X t ¡ t¡ 1X̂ t

´ 2
¶

lorsque t ! + 1 ?

¥ Partie 2

On considµered¶esormaisµa un processus (X t )t¸ 0 v¶eri¯ ant le modµeleArima (1,1,1) canonique

(

�

¡ L)(

�

¡ ÁL)X = (

�

¡ µL)²

de condition initiale Z = (X ¡ 1; X ¡ 2; ²¡ 1) orthogonale µa (²t )t¸ 0 bruit blanc de variance¾2
² .

+ Q1 Montrer qu'il existeune s¶erie absolument convergente
P

k ak et une fonction f : N ! R3 telles
que

8t 2 N; X t =
tX

k=1

akX t¡ k + ²t + Z £ f (t)

Montrer qu'en outre Z £ f (t) L 2

¡¡ ¡ ¡!
t ! + 1

(0).

+ Q2 On d¶e¯nit de nouveau la pr¶evision lin¶eaireempirique t X̂ t+1 =
P t+1

k=1 akX t+ 1¡ k .
Exprimer t X̂ t+1 en fonction de X t ; X t¡ 1 et t¡ 1X̂ t .

+ Q3 Soit et = 1
¾2

²
E

µ ³
X t ¡ t¡ 1X̂ t

´ 2
¶

l'erreur de pr¶evisionrelative.

Exprimer et+1 en fonction de et , et en d¶eduire l'expressionde et .
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+ Q4 Quedire cette foisdel'erreur dela pr¶evisiontronqu¶eeE
µ ³

X t ¡ t¡ 1X̂ t

´ 2
¶

lorsquet ! + 1 ?

Corrig ¶e de l'exercice 2

+ Q1 On a pour t 2 Z

tX t+1 = EL (X t+1 jX t ; X t¡ 1; : : :)

= EL (ÁXt + ²t+1 ¡ µ²t jX t ; X t¡ 1; : : :)

= ÁXt ¡ µ²t

car h²t ; : : :i = hX t ; : : :i
Par ailleurs

²t = (

�

¡ µL)¡ 1(

�

¡ ÁL)X t

= (

�

¡ ÁL)

Ã
+ 1X

k=0

µkLk

!

±X t

= X t +
+ 1X

k= 1

µk¡ 1(µ ¡ Á)X t¡ k

Donc en d¶e¯nitiv e

tX t+1 = (Á ¡ µ)X t ¡ µ
+ 1X

k= 1

µk¡ 1(µ ¡ Á)X t¡ k

=
+ 1X

k= 0

µk(Á ¡ µ)X t¡ k

=
+ 1X

k= 1

µk¡ 1(Á ¡ µ)X t+ 1¡ k

et on posedonc pour tout k 2 N

ak = µk¡ 1(Á ¡ µ)

La s¶erie
P

k¸ 1 ak est alors absolument convergente car jµj < 1 car le modµele est sous forme
canonique.
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+ Q2 On a pour t 2 N

t X̂ t+1 = µ0(Á ¡ µ)X t +
t+1X

k= 2

µk¡ 1(Á ¡ µ)X t+ 1¡ k

= (Á ¡ µ)X t + µ
tX

k= 1

µk¡ 1(Á ¡ µ)X t¡ k

= (Á ¡ µ)X t + µt¡ 1X̂ t

+ Q3 On a pour t 2 N

et+1 =
1
¾2

²
E

µ ³
X t+1 ¡ t X̂ t+1

´ 2
¶

=
1
¾2

²
E

µ ³
X t+1 ¡

³
(Á ¡ µ)X t ¡ µt X̂ t¡ 1

´´ 2
¶

=
1
¾2

²
E

µ ³
(X t+1 ¡ ÁXt ) + µ

³
X t ¡ t X̂ t ¡ 1

´ ´ 2
¶

=
1
¾2

²
E

µ ³
(²t+1 ¡ µ²t ) + µ

³
X t ¡ t¡ 1X̂ t

´ ´ 2
¶

=
1
¾2

²

³
V (²t+1 ¡ µ²t ) + 2µCov

³
²t+1 ¡ µ²t ; X t ¡ t¡ 1X̂ t

´
+ µ2V

³
X t ¡ t¡ 1X̂ t

´´

= (1 + µ2) +
2
¾2

²
Cov(¡ µ²t ; µX t )| {z }

¡ µ2¾2
²

+ µ2et

= (1 ¡ µ2) + µ2et

+ Q4 On a pour t 2 N

°X (0) = V (X t )

= E
¡
X t

2
¢

= E
¡
(ÁXt¡ 1 + ²t ¡ µ²t¡ 1)2¢

= E
¡
(ÁXt¡ 1 + ²t ¡ µ²t¡ 1)2¢

= Á2E
¡
X 2

t¡ 1

¢
+ 0 ¡ 2ÁµE (X t¡ 1²t¡ 1) + E

¡
(²t ¡ µ²t¡ 1)2¢

car ²t j= X t¡ 1

= Á2°X (0) ¡ 2µÁ¾2
² +

¡
1 + µ2

¢
¾2

²

Par cons¶equent commejÁj < 1 (car le modµeleest canonique) il vient

°X (0) = 1¡ 2µÁ+ µ2

1¡ Á2 ¾2
²
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Par suite, on a

e0 =
1
¾2

²
E

µ ³
X 0 ¡ ¡ 1X̂ 0

´ 2
¶

=
1
¾2

²
E

¡
X 2

0

¢
car ¡ 1X̂ 0 = EL (X 0j; ) = E (X 0) = 0

=
°X (0)

¾2
²

=
1 ¡ 2µÁ+ µ2

1 ¡ Á2

Or par ailleurs et+1 = µ2et + (1 ¡ µ2) ce qui s'¶ecrit encore

(et+1 ¡ 1) = µ2 (et ¡ 1)

de sorte que
et = µ2t (e0 ¡ 1) + 1

Donc en d¶e¯nitiv e

et = 1 + µ2t (µ¡ Á)2

1¡ Á2

+ Q5 En particulier, l'erreur absolue de la pr¶evision d'horizon 1 tronqu¶ee E
³³

X t ¡ t¡ 1X̂ t

´ ´

convergevers¾2
² lorsque t ! + 1 , puisque jµj < 1 puisque le modµeleest canonique.

Remarquons en outre que la vitesse de convergence est g¶eom¶etrique (i.e. rapide), et que
l'erreur est toujours sup¶erieure µa ¾2

² si µ > 0.

Notons en̄ n que l' erreur maximale 1 + (µ¡ Á)2

1¡ Á2 est une fonction croissante de µ 2] ¡ 1; 1[ et
de Á 2] ¡ 1; 1[. 38

+ Q1 On a pour tout t 2 N
X t = (Á+ 1)X t¡ 1 ¡ ÁXt¡ 2 + ²t ¡ µ²t¡ 1

Construisons par r¶ecurrence(ak)k2 N et (f (t)) t2 N tels que 8t 2 N; X t =
P t

k=1 akX t¡ k + ²t + Z £
f (t).

{ On a X 0 = ²0 + (X ¡ 1; X ¡ 2; ²¡ 1) £

0

@
Á+ 1
¡ Á
¡ µ

1

A , et on posedonc f (0) =

0

@
Á+ 1
¡ Á
¡ µ

1

A

{ On a
X 1 = (Á+ 1)X 0 ¡ ÁX¡ 1 + ²1 ¡ µ²0

Or par ailleurs ²0 = µ²¡ 1 + X 0 ¡ (Á+ 1)X ¡ 1 + ÁX¡ 2 et donc ¯ nalement

X 1 = (Á+ 1 ¡ µ)X 0 + (X ¡ 1; X ¡ 2; ²¡ 1) £

0

@
µÁ+ µ ¡ Á

¡ µÁ
¡ µ2

1

A

38Elle est d¶ecroissante en Á au-delµa de 1
µ , mais Á < 1 < 1

µ .
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et on pose

a1 = Á+ 1 ¡ µ et f (1) =

0

@
µÁ+ µ ¡ Á

¡ µÁ
¡ µ2

1

A

{ Soit alors t ¸ 2 tel que a1; : : : ; at soient construits et f (0); : : : ; f (t) d¶e¯nis; supposons en
outre que 8l 2 J3; tK; al = µal¡ 1. 39

Construisons alors at+1 et f (t + 1) tels que at+1 = µat et X t+1 =
P t+1

k=1 akX t+1 ¡ k + ²t+1 + Z £
f (t + 1).
On a

X t+1 = (Á+ 1)X t ¡ ÁXt¡ 1 + ²t+1 ¡ µ²t

= (Á+ 1)X t ¡ ÁXt¡ 1 + ²t+1 ¡ µ

Ã

X t ¡
tX

k=1

akX t¡ k ¡ Z £ f (t)

!

= (Á+ 1 ¡ µ)X t + (µa1 ¡ Á)X t¡ 1 + µ
tX

k=2

akX t¡ k + µZ £ f (t) + ²t+1

Posons donc at+1 = µat et f (t + 1) = µf (t) ; alors par construction

X t+1 =
t+1X

k=1

akX t+1 ¡ k + ²t+1 + Z £ f (t + 1)

ce qui achµeve la r¶ecurrence.
On construit ainsi (ak)k¸ 0 et f tels que 8t 2 N; X t =

P t
k=1 akX t¡ k + ²t + Z £ f (t).

En outre, on a pour k ¸ 1 ak+1 = µk¡ 1a2 et pour t ¸ 1 f (t) = µt¡ 1

0

@
µÁ+ µ ¡ Á

¡ µÁ
¡ µ2

1

A .

En particulier, la s¶erie
P

k ak est absolument convergente puisque jµj < 1 (le modµele¶etant sous
forme canonique).
Par ailleurs pour t ¸ 1

kZ £ f (t)k2 · jµjt¡ 1kZ £ f (1)k2 ¡¡ ¡ ¡!
t ! + 1

0

car Z born¶e et jµj < 1, c'est-µa-dire

Z £ f (t) L 2

¡¡ ¡ ¡!
t ! + 1

(0)

39Cette hypothµese,gratuite lorsque t = 2, est n¶ecessaireconduire la r¶ecurrencedµesque t ¸ 3, car le calcul ci-dessous
requiert la forme explicite desak pour k < t.
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+ Q2 On a pour t ¸ 2

t X̂ t+1 =
t+1X

k=1

akX t+ 1¡ k

= a1X t +
t+1X

k=2

akX t+ 1¡ k

= a1X t +
tX

k=1

ak+1 X t¡ k

= a1X t +

Ã

a2X t¡ 1 +
tX

k=2

ak+ 1X t¡ k

!

= a1X t + a2X t¡ 1 +
tX

k=2

µ(k+ 1)¡ 2a2X t¡ k

= a1X t + a2X t¡ 1 + µ
tX

k=2

¡
µk¡ 2a2

¢
X t¡ k

= a1X t + a2X t¡ 1 + µ
³

t¡ 1X̂ t ¡ a1X t¡ 1

´

= a1X t + (a2 ¡ a1)X t¡ 1 + µt¡ 1X̂ t

+ Q3 On a pour t ¸ 0
X t+1 = (Á+ 1)X t ¡ ÁXt¡ 1 + ²t+1 ¡ µ²t

et donc pour t ¸ 2

X t+1 ¡ t X̂ t+1 = (Á+ 1 ¡ a1)X t + (a2 ¡ a1 ¡ Á)X t¡ 1 + µt¡ 1X̂ t + ²t+1 ¡ µ²t

Or par d¶e¯nition de a, a1 = Á+ 1 ¡ µ et a2 = µa1 ¡ Á, donc

X t+1 ¡ t X̂ t+1 = µ
³

X t ¡ t¡ 1X̂ t

´
+ ²t+1 ¡ µ²t

et donc
et+1 = µ2et + (1 ¡ µ2)

Par cons¶equent

et = µ2t (e0 ¡ 1) + 1 = µ2(t¡ 1)

0

B
B
B
@

1
¾2

²
E

µ ³
X 1 ¡ 0X̂ 1

´ 2
¶

| {z }
e1

¡ 1

1

C
C
C
A

+ 1
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+ Q4 En¯ n,

E
µ ³

X 1 ¡ 0X̂ 1

´ 2
¶

= E
¡
(²1 + Z £ f (1))2¢

= E
¡
(²1 + ²¡ 1 + (µ + µÁ¡ Á)X ¡ 1 + µÁX¡ 2)2¢

=

0

B
B
B
B
B
B
B
B
@

(µ + µÁ¡ Á)2

µ2Á2

(µ2 + 1)

¡ 2µÁ(µ + µÁ¡ Á)
¡ 2µ2(µ + µÁ¡ Á)
2µ3(µ + µÁ¡ Á)

1

C
C
C
C
C
C
C
C
A

0

£

0

B
B
B
B
B
B
B
B
@

E
¡
X 2

¡ 1

¢

E
¡
X 2

¡ 2

¢

¾2
²

Cov(X ¡ 1; X ¡ 2)
Cov(X ¡ 1; ²¡ 1)
Cov(X ¡ 2; ²¡ 1)

1

C
C
C
C
C
C
C
C
A

Ainsi en g¶en¶eral mêmesi l'erreur de pr¶evisionabsolue X t ¡ t¡ 1X̂ t convergevers¾2
² , elle d¶epend

µa horizon ¯ ni non seulement de ¾2
² mais aussi de la variance-covariancedesconditions initiales

Z .

?
? ?
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7 Travaux Dirig ¶es n±7

Enonc ¶e de l'exercice 1

On considµereune s¶erie r¶eelleobserv¶ee(yt )t2 J0;200K pour laquelle on cherche une repr¶esentation
stationnaire, et dont la repr¶esentation est la suivante :

+ Q1 Justi¯ er le modµeleoµu y est la r¶ealisationd'un processus Y non-stationnaire v¶eri¯ ant

8t 2 Z; ©(L)Yt = ¹ + ¯ t + ²t

oµu ² est un bruit blanc de variance¾2
² µa d¶eterminer.

+ Q2 Montrer qu'il existeun polynôme©¤ tel que Y v¶eri¯ e

8t 2 Z; ¢ Yt = ¹ + ¯ t + ÁYt¡ 1 + ©¤(L)¢ Yt + ²t

oµu ¢ =

�

¡ L .

+ Q3 On r¶ealisealors la r¶egressionde ¢ Yt sur h1; t; Yt¡ 1; ¢ Yt¡ 1; : : : ; ¢ Yt¡ 8i ; l'estimation des para-
mµetres est la suivante (oµu LX d¶esigne la s¶erie (Yt¡ 1)t2 Z et LY i d¶esigne la s¶erie (¢ Yt¡ i )t2 Z
) :

Version du 20050121-11h02, r ¶evis¶ee le 17 f¶evrier 2005 80



ensae.net

Ensae SE206 Enonc¶e et corrig¶e destravauxdirig¶es n±1 µa 8 S¶eance 7

La mod¶elisation propos¶eeest-elleraisonnable?

+ Q4 Justi¯ er le modµeleoµu y est la r¶ealisationd'un processus Y stationnaire v¶eri¯ ant

8t 2 Z; ¢ Yt = ¹ + ¯ t + ÁYt¡ 1 + Á1¢ Yt¡ 1 + ²t

On s'appuiera pour ce faire sur

(a) Le test de Á¢ Yt ¡ 4 = ¢¢¢= Á¢ Yt ¡ 8 = 0 dans le modµeleµa 8 retards :

(b) La r¶egressionde ¢ Yt sur h1; t; Yt¡ 1; ¢ Yt¡ 1; : : : ; ¢ Yt¡ 3i :

(c) Le test de Á¢ Yt ¡ 2 = ¢¢¢= Á¢ Yt ¡ 8 = 0 dans le modµeleµa 8 retards :
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(d) La r¶egressionde ¢ Yt sur h1; t; Yt¡ 1; ¢ Yt¡ 1i :

(e) Les auto-corr¶elations directesdu modµele ¯ nal

(f ) Les auto-corr¶elations inversesdu modµele ¯ nal

(g) Les auto-corr¶elations partielles du modµele ¯ nal
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(h) Le test de Porte-Manteau du bruit blanc du modµele ¯ nal :

+ Q5 Montrer que le modµele retenu s'¶ecrit

(

�

¡ ½L)Yt = ¹ + ¯ t + Á1¢ Yt¡ 1 + ²t

et exprimer ½en fonction de Á.
+ Q6 Tester l'hypothµese\ H 1

0 : ¯ = 0 et ½= 1" en utilisant les tablessuivantes :

(a)

(b)

(c)
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(d)

(e)

+ Q7 Tester ¯ nalement l'hypothµese\ H 2
0 : ¹ = 0; ¯ = 0 et ½= 1" et conclure.
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Corrig ¶e de l'exercice 1

+ Q1 L'observation de la s¶erie fait apparâ³tre une tendance d¶eterministe lin¶eaire : la s¶erie observ¶ee
est\assezproche" d'une certaine droite ¹yt = a + bt.
Si l'on admet, commele suggµere son graphe, qu'µa cette composante d¶eterministe prµeselle est
en outre stationnaire du second ordre, alors le processus Y dont elle est la r¶ealisation admet
une repr¶esentation auto-r¶egressive in¯ nie de la forme

©(L)(Yt ¡ a ¡ bt) = ²t

Or, µa supposerque ©(X) =
P + 1

k=0 ÁkXk ainsi que sa d¶eriv¶eesont de rayon sup¶erieur µa 1 on a

©(L) ± (bt)t = b
+ 1X

k=0

Ák(t ¡ k)

= b

Ã
+ 1X

k=0

Ák

!

t ¡ b

Ã
+ 1X

k=0

kÁk

!

= b©(1)t ¡ b©0(1)

Comme©(L) ± (a) = ©(1) £ a il vient en notant ¹ = a ¡ b©0(1) et ¯ = b©(1)

©(L)Yt = ¹ + ¯ t + ²t

En pratique, on secontente de chosir © de degr¶e ¯ ni mais assezgrand pour que ² soit signi¯ -
cativement un bruit blanc.

+ Q2 A¯ n de tester la pr¶esence ¶eventuelle d'une racine unitaire, on cherche µa factoriser "de force"
©(L) par

�

¡ L (transformation de Beveridge-Nelson , voir TD 4, exercice1
) : pour ce faire on e®ectue la division euclidienne ©(X) par 1 ¡ X ce qui s'¶ecrit, comme1 est
racine de ©(X) ¡ ©(1) 40

©+ (X) =
©(X) ¡ ©(1)

(1 ¡ X)
2 R[X ], d±©+ · d±© ¡ 1

Alors
©(X) = ©(1) + (1 ¡ X)©+ (X)

40Cette op¶eration n'est normalement d¶e¯nie que pour lespolynômes,i.e. lorsque© est de degr¶e ¯ni. Si d±© = + 1 on
d¶e¯nit ©N (X) =

P N
k=0 Ák Xk dont on tire ©+

N (X) pour N ¸ 1, dont on montre qu'elle est convergente de rayon sup¶erieur
µa 1.
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et donc

©(L)Y = ©(1) £ Y + (

�

¡ L) ¢©+ (L) ±Y

= ©(1) £ Y + ©+ (L) ±¢ Y

= ©(1) £ Y + ©+ (0)
| {z }

©(0) ¡ ©(1)

£ ¢ Y +

0

B
@©+ (L) ¡ ©+ (0)

| {z }
¡ ©¤ (L )

1

C
A ±¢ Y

= ©(1) £ Y + (1 ¡ ©(1)) £ ¢ Y ¡ ©¤(L) ±¢ Y

= ¢ Y + ©(1)LY ¡ ©¤(L) ±¢ Y

et commepar ailleurs ©(L)Yt = ¹ + ¯ t + ²t il vient en d¶e¯nitiv e

¢ Yt = ¹ + ¯ t + ©¤(L)¢ Yt ¡ ©(1)Yt¡ 1 + ²t

qui est bien le modµele recherch¶e en posant Á = ¡ ©(1).
Notons que par construction ©¤(0) = 0, donc ©¤(X) ne contient que despuissancesstricement
positives de X, et donc ©¤(L) ± ¢ Yt ne contient que des valeurs pass¶ees¢ Yt¡ 1; ¢ Yt¡ 2; : : : de
¢ Yt .
Tester si le modµele est int¶egr¶e, c'est tester si ©(1) = 0; sous cette forme cela revient juste µa
tester si le c¾±cient Á de Yt¡ 1 est non-signi¯ cativement non-nul.
Il aurait ¶et¶e possible de pratiquer une telle r¶egressiondirectement sur l'¶equation en Yt au lieu
de celleen ¢ Yt ; maiscommeY n'est pas stationnaire, Cov(Yt ; Yt+ h) est signi¯ cative pour tout
h, donc la r¶egressionaurait dû comporter une in¯ nit¶e de variablesexplicatives(Yt¡ h)h¸ 1 . . . A
l'in versesi ¢ Y est stationnaire, un nombre ¯ ni d'explicativespeut su±re.

+ Q3 Il est tout d'abord n¶ecessairede d¶eterminer © tel que le modµele soit v¶eri¯ ¶e. Pour ce faire on
choisit un degr¶e arbitrairement grand pour © (ici 9) 41 et on v¶eri¯ e que le modµeleestim¶e par la
r¶egressiondesmoindres carr¶esordinaires 42 est statistiquement valide; dans le caspr¶esent, le
R2 ajust¶e (qui vaut 0; 5129)assure que le modµelecapture une part su±sante de la variance,et
donc que su±samment de variablesexplicatives¢ Yt¡ 1; ¢ Yt¡ 2; : : : ont ¶et¶e introduites.
Remarquons que lorsque ¢ Y est stationnaire, lesc¾±cients de la r¶egressionsont donc aympto-
tiquement normaux, cequi justi¯ e l'emploi du test de Student pour tester leur signi¯ cativit ¶e.43

En l'occurence, on observe que les c¾±cients de la r¶egressionsur ¢ Yt¡ 4; : : : ; ¢ Yt¡ 8 ne sont
(individuellement) pas signi¯ cativement non-nuls (colonne Prob > | ¿| ).
Ainsi la mod¶elisation propos¶eeest valide mais le modµeleestim¶e ici n'est pas signi¯ catif.

+ Q4 (a)

(b)

(c)

41Car 8 = d±©¤ = d±©+ = d±© ¡ 1.
42Puisque ² est cens¶e être un bruit blanc.
43En toute g¶en¶eralit¶e il serait possibleque ¢ Y ne soit pas stationnaire, auquel cas l'emploi du test de Student serait

inadapt¶e.
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(d)

(e)

(f )

(g)

(h) On seproposedonc de d¶eterminer le sous-modµeleminimal qui soit totalement signi¯ catif.
Remarque: Bien que l'on observe µa cestadeque le c¾±cient en Yt¡ 1 est signi¯cativ ement non-

nul, on ne peut pas en d¶eduire qu'il le sera aussi dans le sous-modµele oµu tous les c¾±cients
sont signi¯catifs. 44 Il est n¶ecessairede d¶eterminer ce sous-modµele et d'y tester la signi¯cativit ¶e
du c¾±cient en Yt¡ 1.

{ Compte-tenu de la r¶egressionpr¶ec¶edente, on teste la nullit ¶e simultan ¶ee desc¾±cients
de ¢ Yt¡ 4; : : : ; ¢ Yt¡ 8 dans la r¶egression. En l'occurence, l'hypothµeseH 0 : \ Á¢ Yt ¡ 4 =
¢¢¢= Á¢ Yt ¡ 8 = 0 " est accept¶eecar la statistique de Fisher associ¶eevaut 0,7841 .

{ On e®ectue donc la r¶egressionde ¢ Y sur h1; t; Yt¡ 1; ¢ Yt¡ 1; : : : ; ¢ Yt¡ 4i , et on observe
que le modµeleainsi estim¶e est valide (ce qui est heureux).
Il apparâ³t cependant que lesc¾±cients de ¢ Yt¡ 2 et de ¢ Yt¡ 3 sont individuellemen t
non-signi¯ cativement non-nuls.

{ On e®ectue donc le test de la nullit ¶e simultan¶eede cesc¾±cients en formulant l'hypo-
thµeseH 0 : \ Á¢ Yt ¡ 2 = ¢¢¢= Á¢ Yt ¡ 8 = 0 ".

Remarque: Noter que tester successivement

i. la nullit ¶e simultan¶eedesc¾±cients de ¢ Yt¡ 4; : : : ; ¢ Yt¡ 8

dans la r¶egressionsur h1; t; Yt¡ 1; ¢ Yt¡ 1; : : : ; ¢ Yt¡ 8i

ii. puis la nullit ¶e simultan¶eedesc¾±cients de ¢ Yt¡ 2 et ¢ Yt¡ 3

dans la r¶egressionsur h1; t; Yt¡ 1; ¢ Yt¡ 1; : : : ; ¢ Yt¡ 3i

estmoins robustestatistiquement quedetester directement la nullit ¶esimultan¶eedesc¾±cients
de ¢ Yt¡ 2; : : : ; ¢ Yt¡ 8 dans la r¶egressionsur h1; t; Yt¡ 1; ¢ Yt¡ 1; : : : ; ¢ Yt¡ 8i .

En l'occurence, l'hypothµese est accept¶ee car la statistique de Fisher associ¶ee vaut
0,6597

44La statistique de Student du c¾±cient ¯ dans la r¶egressionordinaire

Y = ®X 1 + ¯ X 2 + ° X 3 + U

est

tX 2 =
^̄ ¡ ¯ 0q

c¾2
2

oµu c¾2
2 d¶esignele terme diagonal de la matrice de variance-covariance § de

0

@
®
¯
°

1

A .

Or rien ne dit que cette matrice ne d¶epend pas de X 3, même si ° est non-signi¯cativ ement non-nul : comme ^̄ =
(X 20X 2)¡ 1X 20Y et °̂ = (X 30X 3)¡ 1X 30Y pour peu que Cov

¡
X 2; X 3

¢
6= 0, la matrice § d¶ependra de °̂ (au sensou

Cov
¡
§ i; 3; °̂

¢
6= 0 ).

En l'occurence,on sait (voir TD 2, exercice3 ) comme ¢ Y est stationnaire que ¢ Yt ¡ 1 et ¢ Yt ¡ i sont
certainement corr¶el¶es.
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{ On e®ectue donc en d¶e¯nitiv e la r¶egressionde ¢ Y sur h1; t; Yt¡ 1; ¢ Yt¡ 1i , et on observe
que le modµele ainsi estim¶e est valide. On constate en outre qu'aucun c¾±cient n'est
individuellement non-signi¯ catif.

On procµede donc µa l'id enti¯ cation du modµeleAr (voir TD 5, exercice1 )
en ¢ Y sur les explicativest et LY .
On observe en l'occurence que les auto-corr¶elations directes d¶ecroissent \exponentielle-
ment" vers 0 (en l'occurence, elles ne sont plus signi¯ cativement non-nulles dµes l'ordre
h ¸ 3) ; en outre le test de Porte-Manteau permet de conclure que le r¶esidu estim¶e ² est
non-signi¯ cativement di®¶erent d'un bruit blanc.

+ Q5 Le modµeleestim¶e s'¶ecrit

¢ Yt = ¹ + ¯ t + ÁYt¡ 1 + Á1¢ Yt¡ 1 + ²t

oµu Á1 est le c¾±cient en X de ©¤(X), ce qui ser¶e¶ecrit encore

(

�

¡ ½L)Yt = ¹ + ¯ t + Á1¢ Yt¡ 1 + ²t

en posant ½= 1 + Á.

+ Q6 (a)

(b)

(c)

(d)

(e) Sous H 1
0 le modµeleser¶e¶ecrit

Yt = ¹ + Yt¡ 1 + Á1¢ Yt¡ 1 + ²t

La statistique de test associ¶eeest cellede la table VI , selonlaquelle le fractile µa 5% vaut
6,34 (on retient la valeur pour 250 observations 45) ; compar¶eeµa la valeur empirique de
F-Value : 5,83 on accepte donc l'hypothµeseH 1

0.

+ Q7 On constate que H 2
0 ! H 1

0 ; commeH 1
0 est acceptable on seproposede tester H 2

0.
Sous H 2

0 le modµeleser¶e¶ecrit
Yt = Yt¡ 1 + Á1¢ Yt¡ 1 + ²t

La statistique de test associ¶eeest cellede la table V , selonlaquelle le fractile µa 5% vaut 4,75 ;
compar¶eeµa la valeur empirique F-Value : 10,75 on rejette donc l'hypothµeseH 2

0.

?
? ?

45Plut ôt que celle pour 100 observations, car le test est ainsi plus restrictif : si on accepteH 0 avec le fractile µa 250
observations, on l'accepterait a fortiori avec celui µa 100 observations.
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Enonc ¶e de l'exercice 2

On considµere un processus stationnaire multiv ari¶e X 2
³

(Rn)­
´ Z

, n ¸ 2, qui suit le modµele
auto-r¶egressif

©(L)X = ²

oµu ² est un bruit blanc de variance-covariance§ supos¶eed¶e¯nie positive. On supposeen outre
que le modµele est sous forme canonique, c'est-µa-dire que les racines de Det© sont toutes de
module stictement sup¶erieur µa un.

On sedonne m 2 J1; n ¡ 1Ket on note X =
µ

X 1

X 2

¶
l m
l n ¡ m

; on cherche µa donner un sens

µa l'expression\ y est la causex". 46

Dans la suite pour toute matrice A de M n(R) seranot¶eeA =
µ

A1;1 A1;2

A2;1 A2;2

¶
l m
l n ¡ m

.

¥ Partie 1 D¶e¯nition de la notion de causalit ¶e

+ Q1 A un instant donn¶e, l'in tuition suggµereque si X 2
t causeX 1

t alorsX 2
t intervient signi¯ cativement

dans la valeur de X 1
t ; en particulier la pr¶evisionoptimale de X 1

t n'est dans cecaspas la même
selonque l'on connâ³t X 2

t ou pas.On dit donc que X 2
t ne causepas instantan¶ement X 1

t au sans
de Granger, et on note X 2 =»Â X 1, ssi EL (X 1

t jX 2
t ; X t¡ 1; : : :) = EL (X 1

t jX t¡ 1; : : :)

(a) Montrer que EL (X 1
t jX 2

t ; X t¡ 1; : : :) = EL (X 1
t jX t¡ 1; : : :) + EL (²1

t j²2
t )

(b) Montrer que
X 2

t =»Â X 1
t , § 1;2 = (0) , X 1

t =»Â X 2
t

(on dit dans ce caspar sym¶etrie que X 2 et X 1 ne secausent pas instantan¶ement au sens
de Granger).

+ Q2 Par extension on dit alors que X 2 ne cause pas globalement X 1, ou simplement que X 2

ne causepas X 1 au sens de Granger (ce que l'on note X 2 =¼Â X 1) ssi

8t 2 Z; EL
¡
X 1

t jX t¡ 1; : : :
¢

= EL
¡
X 1

t jX 1
t¡ 1; : : :

¢

On cherche µa montrer que
X 2 =¼Â X 1 , ©(X)1;2 = (0)

(oµu ©(X)1;2 d¶esigne le bloc sup¶erieur droit du polynômematriciel ©(X)).

(a) Montrer tout d'abord que ©(X)1;2 = (0) ! X 2 =¼Â X 1.

(b) Ecrire dans le casg¶en¶eral la d¶ecomposition de Wold de X 1 sur h²1; ²2i .

(c) On supposeque X 2 =¼Â X 1 ; montrer qu'²1 est alors l'in novation de X 1.

(d) En d¶eduire que si X 2 =¼Â X 1, alors ©(X)1;2 = (0).

46La d¶emarche propos¶eeest tir ¶ee(de fa»con tr µessimpli¯ ¶ee)destravaux de Clive W.J. Granger, co-laur¶eat avecRobert
F. Engle du prix Nobel d'¶economie2003. C. Granger fut laur¶eat non pas pour la notion de causalit¶e qu'il d¶e¯nit
(utilis ¶eepour ¶etablir la thµesepol¶emiquedu r¶echau®ement de la planµete), mais pour sesr¶esultats de coint¶egration. Voir
http://www.nobel.se/economics/ l aur eat es/ 2003/ ecoadv. pdf
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¥ Partie 2 Test de la notion de causalit ¶e

On seplacedans le casoµu m = n ¡ m = 1, et on note p = d±©.
On supposede plus que ©(0) = I d .

+ Q1 Montrer que X v¶eri¯ e aussi le modµele

ª( L)X = ´

pour un certain polynômematriciel ª (de degr¶e p) et un bruit blanc ´ µa d¶eterminer

+ Q2 Montrer que la r¶egressionR par lesmoindrescarr¶esde X t sur hX t¡ 1; : : : ; X t¡ pi est ¶equivalente
aux deux estimations s¶epar¶eesR 1 de X 1

t sur
­
X 1

t¡ 1; X 2
t¡ 1; : : : ; X 1

t¡ p; X 2
t¡ p

®
et R 2 de X 2

t sur­
X 1

t ; X 1
t¡ 1; X 2

t¡ 1; : : : ; X 1
t¡ p; X 2

t¡ p

®
.

+ Q3 On considµere l'hypothµeseH 0 : " X 1 =»Â X 2 ".
R¶e¶ecrire les r¶egressions R 1 et R 2 sous H 0.
Montrer qu'µa supposer qu' ²1 est gaussien, le test de l'hypothµeseH 0 se ramµene µa un test de
Student que l'on explicitera.

+ Q4 On considµere l'hypothµeseH ¤
0 : " X 2 =¼Â X 1 ".

En supposant qu'² est gaussien, proposerune proc¶edure de test de H ¤
0.

Corrig ¶e de l'exercice 2

+ Q1 (a) Le modµele ¶etant sous forme canonique, ² est l'in novation du processus vectoriel X : par
d¶e¯nition de l'in novation ²t = X t ¡ EL (X t jX t¡ 1; : : :) et donc en projetant pour i 2 f 1; 2g

²i
t = Xi

t ¡ EL
¡
X i

t jX t¡ 1; : : :
¢

(²2 est l'in novation du processus X 2jX 1)

EL
¡
X 1

t jX 2
t ; X t¡ 1; : : :

¢
= EL

¡
X 1

t j
¡
X 2

t ; X 2
t¡ 1; : : :

¢
;
¡
X 1

t¡ 1; : : :
¢¢

= EL
¡
X 1

t j
¡
²2

t ; ²2
t¡ 1; : : :

¢
;
¡
X 1

t¡ 1; : : :
¢¢

= EL
¡
X 1

t j²2
t ;

¡
X 2

t¡ 1; : : : ; X 1
t¡ 1; : : :

¢¢

= EL
¡
X 1

t j²2
t ; X t¡ 1; : : :

¢

Or 8t 2 Z; ²2
t j= hX t¡ 1; : : :i donc h²2

t ; X t¡ 1; : : :i = h²2
t i ©

j=

hX t¡ 1; : : :i et donc

EL
¡
X 1

t jX 2
t ; X t¡ 1; : : :

¢
= EL

¡
X 1

t j²2
t

¢
©

j=

EL
¡
X 1

t jX t¡ 1; : : :
¢

Or

X t =
d±©X

k= 1

©kX t¡ k + ²t
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et ²t j= hX t¡ 1; : : :i donc en projetant

EL
¡
X 1

t j²2
t

¢
= EL

¡
²1

t j²2
t

¢

et donc ¯ nalement

EL (X 1
t jX 2

t ; X t¡ 1; : : :) = EL (X 1
t jX t¡ 1; : : :) + EL (²1

t j²2
t )

(b) Par d¶e¯nition pour t 2 Z

X 2
t =»Â X 1

t , EL
¡
X 1

t jX 2
t ; X t¡ 1; : : :

¢
= EL

¡
X 1

t jX t¡ 1; : : :
¢

, EL
¡
²1

t j²2
t

¢
= 0

, Cov
¡
²1

t ; ²2
t

¢
= (0)

, § 1;2 = (0)

, Cov
¡
²1

t ; ²2
t

¢
= (0)

, EL
¡
²2

t j²1
t

¢
= 0

, EL
¡
X 2

t jX 1
t ; X t¡ 1; : : :

¢
= EL

¡
X 2

t jX t¡ 1; : : :
¢

, X 1
t =»Â X 2

t

+ Q2 (a) On a pour t 2 Z

X t =
d±©X

k= 1

ÁkX t¡ k + ²t

et donc en projetant

X 1
t =

d±©X

k= 1

Á1;1
k X 1

t¡ k +
d±©X

k= 1

Á1;2
k X 2

t¡ k + ²1
t

Si ©(X)1;2 = (0) alors

X 1
t =

d±©X

k= 1

Á1;1
k X 1

t¡ k + ²1
t

et donc

EL
¡
X 1

t jX t¡ 1; : : :
¢

=
d±©X

k= 1

Á1;1
k X 1

t¡ k = EL
¡
X 1

t jX 1
t¡ 1; : : :

¢

c'est-µa-dire X 2 =¼Â X 1.
(b) Comme² est l'in novation de X , soit (Ak)k2 N 2 M n(R)N telle que

8t 2 Z; X t =
+ 1X

k=0

Ak²t¡ k

Alors en projetant il vient 47

8t 2 Z; X 1
t =

+ 1X

k=0

A1;1
k ²1

t¡ k +
+ 1X

k=0

A1;2
k ²2

t¡ k

47Chacunedesdeux sommesconvergecar
°
°
° A1;j

k

°
°
°

2

2
· kAk k2

2 et que
P

k Ak est normalement convergente.
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(c) Supposons alors que X 2 =¼Â X 1 ; alors pour tout t 2 Z EL (X 1
t jX t¡ 1; : : :) =

EL
¡
X 1

t jX 1
t¡ 1; : : :

¢
et donc X 1

t ¡ EL
¡
X 1

t jX 1
t¡ 1; : : :

¢
= X 1

t ¡ EL (X 1
t jX t¡ 1; : : :) = ²1

t : ²1

est donc l'in novation de X 1.
(d) Si X 2 =¼Â X 1, alors X 1 adment une repr¶esentation de Wold sous la forme

X 1
t =

+ 1X

k=0

Bk²1
t¡ k

oµu Bk 2 M m(R). On a par ailleurs pour tout t 2 Z

X 2
t =

+ 1X

k=0

A2;1
k ²1

t¡ k +
+ 1X

k=0

A2;2
k ²2

t¡ k

et donc µ
X 1

t
X 2

t

¶
=

µ P + 1
k=0 Bk (0)P + 1

k=0 A2;1
k

P + 1
k=0 A2;2

k

¶
£

µ
²1

t¡ k
²2

t¡ k

¶

soit 48

X =
+ 1X

k=0

µ
Bk (0)
A2;1

k A2;2
k

¶
Lk ± ²

Alors

² = ©(L)X = ©(L)

Ã
+ 1X

k=0

µ
Bk (0)
A2;1

k A2;2
k

¶
Lk

!

± ²

et donc la matrice
µ

P + 1
k=0

µ
Bk (0)
A2;1

k A2;2
k

¶
Xk

¶
sur l'anneau M n(R)[X] est r¶eguliµere et

est une inversede ©(X), ce qui s'¶ecrit encorepar blocs

µ
©(X)1;1 ©(X)1;2

©(X)2;1 ©(X)2;2

¶
£

µ ¡P + 1
k=0 BkXk

¢
(0)¡P + 1

k=0 A2;1
k Xk

¢ ¡P + 1
k=0 A2;2

k Xk
¢

¶
=

µ
I dm (0)
(0) I dn¡ m

¶

et en particulier en consid¶erant le bloc (1; 2) il vient

(0) £ ©(X)1;1 +

Ã
+ 1X

k=0

A2;2
k Xk

!

£ ©(X)1;2 = (0)

Or
µ P + 1

k=0 BkXk (0)P + 1
k=0 A2;1

k Xk
P + 1

k=0 A2;2
k Xk

¶
est inversible, donc

¡P + 1
k=0 A2;2

k Xk
¢

¶egalement49 et

donc
©(X)1;2 = (0) 2 M n(R)[X] et ¯ nalement

48Avec la convention que

M L k =

0

B
@

M 1;1L k ¢¢¢ M 1;n L k

...
...

M n; 1L k ¢¢¢ M n;n L k

1

C
A

et en remarquant que chaque
P

k Ai;j
k Xk est convergente car jAi;j

k j · kAk k2 et que
P

k Ak est normalement convergente.

49Comme la matrice
µ

A 0
B C

¶
est triangulaire par blocs, si elle est inversible, alors C l'est ¶egalement.
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©(L)1;2 = (0)

ce qui achµeve la preuve de la r¶eciproque.

+ Q1 On sait que
©(L)X = ²

donc pour tout ® 2 R en multip liant par
µ

1 0
¡ ® 1

¶
il vient

µµ
1 0

¡ ® 1

¶
£ ©(L)

¶
±X =

µ
1 0

¡ ® 1

¶
£ ²

Notons donc ´ =
µ

1 0
¡ ® 1

¶
£ ² ; alors pour tout t 2 Z et l 2 Z

Cov(´ t ; ´ t¡ l ) =
µ

1 0
¡ ® 1

¶ 0

Cov(²t ; ²t¡ l )
µ

1 0
¡ ® 1

¶

Posons en particulier ® = § 1;2

§ 1;1 : alors Cov(´ t ; ´ t¡ l ) = 0 et donc ´ est un bruit blanc. Sa matrice
de variance-covarianceest alors

µ
1 0

¡ ® 1

¶
§

µ
1 ¡ ®
0 1

¶
=

Ã
§ 1;1 0

0 § 2;2 ¡ (§ 1;2)2

§ 1;1

!

Notons en̄ n ª( X) la matrice µa c¾±cients dans R[X]
µ

1 0
¡ ® 1

¶
£ ©(X) ; alors

ª(0) =
µ

1 0
¡ ® 1

¶
£ ©(0) =

µ
1 0

¡ ® 1

¶

(car ©(0) = I d ), donc ª(0) est bien inversible et le modµeleest correctement sp¶eci¯¶e.

+ Q2 D'unefa»cong¶en¶erale,l'estimateur desmoindrescarr¶esordinairesde la r¶egressiondeY = X b+ U
est, si X estde plein rang, b̂mcg = (X 0­ ¡ 1X )¡ 1 X 0£ ­ ¡ 1Y , oµu ­ d¶esigne la matrice de variance-
covariancede U.
Consid¶erons alors les deux sous-blocs

µ
Y 1

Y 2

¶
=

µ
X b1

X b2

¶
+

µ
U1

U2

¶

et supposons que V
µ

U1

U2

¶
=

µ
­ 1;1 (0)
(0) ­ 2;2

¶
soit bloc-diagonale.
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Alors

b̂mcg =
¡
X 0­ ¡ 1X

¢¡ 1
X 0£ ­ ¡ 1

µ
Y 1

Y 2

¶

=

Ã

X 0

µ
­ 1;1 (0)
(0) ­ 2;2

¶ ¡ 1

X

! ¡ 1

£ X 0£
µ

­ 1;1 (0)
(0) ­ 2;2

¶ ¡ 1µ
Y 1

Y 2

¶

=

0

@

³
X 0(­ 1;1)¡ 1 X

´ ¡ 1
X 0£ (­ 1;1)¡ 1 Y 1

³
X 0(­ 2;2)¡ 1 X

´ ¡ 1
X 0£ (­ 2;2)¡ 1 Y 2

1

A

=

Ã
b̂1

mcg

b̂2
mcg

!

Dans le caspr¶esent, la r¶egressionR s'¶ecrit

µ
1 0

¡ ® 1

¶µ
X 1

t

X 2
t

¶
=

¡
X 1

t¡ 1 ¢¢¢ X 1
t¡ p X 2

t¡ 1 ¢¢¢ X 2
t¡ p

¢
£

0

B
B
B
B
B
B
B
B
@

Ã1;1
1 Ã2;1

...
Ã1;1

p Ã2;1
p

Ã1;2
1 Ã1;2

...
Ã2;1

p Ã2;2
p

1

C
C
C
C
C
C
C
C
A

+
µ

´ 1
t

´ 2
t

¶

tandis que lessous-r¶egressions R 1 et R 2 s'¶ecrivent respectivement

(R 1) : X 1
t =

¡
X 1

t¡ 1 ¢¢¢ X 1
t¡ p X 2

t¡ 1 ¢¢¢ X 2
t¡ p

¢
£

0

B
B
B
B
B
B
B
B
@

Ã1;1
1
...

Ã1;1
p

Ã1;2
1
...

Ã1;2
p

1

C
C
C
C
C
C
C
C
A

+ ´ 1
t

et

(R 2) : X 2
t =

¡
X 1

t X 1
t¡ 1 ¢¢¢ X 1

t¡ p X 2
t¡ 1 ¢¢¢ X 2

t¡ p

¢
£

0

B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
@

®
Ã2;1

1
...

Ã2;1
p

Ã2;2
1
...

Ã2;2
p

1

C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
A

+ ´ 2
t

commeV (´ t ) =

Ã
§ 1;1 0

0 § 2;2 ¡ (§ 1;2)2

§ 1;1

!

est diagonale, l'estimation desc¾±cients de ª par

la r¶egressionglobale R est ¶equivalente µa celle r¶esultant desdeux sous-r¶egressions R 1 et R 2.
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+ Q3 L'hypothµeseH 0 ser¶e¶ecrit \§ 1;2 = 0" soit encore\ ® = 0".

Remarquonsenoutre quesi ² estgaussien, alorsil enva demêmepour ´ =

Ã
²1

²2 ¡
Cov(²2;²1)

V(²1) ²1

!

;

tester H 0 revient donc µa tester la nullit ¶e individuelle du c¾±cient estim¶e b®, ce qui peut être
fait au moyen de la statistique de Student habituelle.
Remarquons que sous H 0 seule la r¶egressionR 2 est modi¯ ¶ee; il su±t donc de pratiquer le test
dans la seuler¶egressionR 2.

+ Q4 L'hypothµeseH ¤
0 ser¶e¶ecrit \ 8k 2 N; Á1;2

k = 0" soit encore\ 8k 2 N; Ã1;2
k = 0".

Le test deH ¤
0 revient alorsau test dela nullit ¶esimultan¶eedesc¾±cients estim¶es

³
dÃ1;2

1 ; : : : ; dÃ1;2
p

´
,

qui peut être conduit au moyen de la statistique de Fisher. 50

Remarquons que cette fois sous H ¤
0 seule la r¶egressionR 1 est modi¯ ¶ee,et tester H ¤

0 revient µa
tester la r¶egressionR 1 sous H ¤

0 par rapport µa R 1 sous :H ¤
0. Ainsi il su±t de pratiquer le test

dans la seuler¶egressionR 1.

?
? ?

50A savoir F = SC R H 0 ¡ SC R :H 0
SC R :H 0

¢T ¡ 2p
p oµu T d¶esignele nombre d'observations, 2p le nombre total devariable explicatives

et p le nombre de variablesdont on teste la nullit ¶e simultan¶ee,et bien-ŝur SCRH d¶esignela sommedescarr¶esdesr¶esidus
estim¶es(i.e. la variance non-expliqu¶ee) sousl'hypothµeseH. Si H 0 est vraie alors F suit une loi de Fisher F (p;T ¡ 2p).
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8 Travaux Dirig ¶es n±8

Enonc ¶e de l'exercice 1

On considµeredeux processus stationnairesX et Y v¶eri¯ ant :

½
X t = (

�

¡ µ1L)Ut

Yt = c + ¹
1¡ ÁL X t¡ 3 + (

�

¡ µ2L)Vt

oµu c est une constante et u et v sont deux bruits blanc ind¶ependants de variancesrespectives
¾2

u et ¾2
v.

+ Q1 Ecrire le vecteur (X t ; Yt )' sous forme d'un processus ARMA bivari¶e.
Donner desconditions su±santes pour que (ut ; vt )' soit l'in novation du processus (ce que l'on
supposerapar la suite).

+ Q2 Montrer que Yt est en fait un processus Arma unidimensionnel.
D¶eterminer son ordre et montrer que sescoe±cients sont li¶es de maniµere non lin¶eaire µa ceux
introduits dans la d¶e¯nition desprocessus.

+ Q3 D¶eterminer la pr¶evisionoptimale desvaleurs futuresde Yt connaissant le pass¶e de X t et Yt .

Corrig ¶e de l'exercice 1

+ Q1 On a
µ

�

0
¡ ¹L 3 �

¡ ÁL

¶µ
X
Y

¶
=

µ
0

c(1 ¡ Á)

¶
+

µ

�

¡ µ1L 0
0 (

�

¡ µ2L)(

�

¡ ÁL)

¶ µ
U
V

¶

et on posedonc ©(L) =
µ

�

0
¡ ¹L 3 �

¡ ÁL

¶
et £( L) =

µ

�

¡ µ1L 0
0 (

�

¡ µ2L)(

�

¡ ÁL)

¶
.

Alors
µ

U
V

¶
est l'in novation du processus

µ
X
Y

¶
ssi j©(X)j = 1 ¡ ÁX et j£( X)j = (1 ¡

µ1X)(1 ¡ µ2X)(1 ¡ ÁX) ont tous deux leurs racinesde module strictement 51 sup¶erieur µa 1 (soit
ssi jµ1j < 1, jµ2j < 1 et j' j < 1).

+ Q2 Soit Zt = (1 ¡ 'L )Yt . On a :

Zt = c(1 ¡ Á) + ¹X t¡ 3 + (

�

¡ µ2L)(

�

¡ 'L )Vt

51

µ
U
V

¶
est l'innovation de

µ
X
Y

¶
ssi leurs racinessont de module sup¶erieur ou ¶egal µa 1; mais comme

µ
X
Y

¶

est stationnaire, aucuneracine n'est unitaire.
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puis, commeX t¡ 3 = (

�

¡ µ1L)Ut¡ 3 il vient

Zt = c(

�

¡ Á) + ¹ (

�

¡ µ1L)Ut¡ 3| {z }
Ma (1)

+ (

�

¡ µ2L)(

�

¡ ÁL)Vt| {z }
Ma (2)

En particulier (voir TD 3, exercice2 ) commeU et V sont ind¶ependants, Z est
un processus M a d'ordre au plus 2.
Commeen outre °Z (2) = µ2Á¾2

V 6= 0, Z est un processus M a(2).
Par cons¶equent, Y est un processus Arma (1,2).
Soit ª 2 R2[X] et ´ bruit blanc tels que Z = ª( L)´ ; ª et ¾2

´ sont d¶etermin¶es(voir TD 2,
exercice2 ) par les ¶equations de Yule-Walker en Z qui pour h 2 Z s'¶ecrivent d'une part
d'aprµesla d¶e¯nition de Z

Cov(Zt ; Zt+ h) = ¹ 2°Ut ¡ 3¡ µ1Ut ¡ 4 (h) + °Vt ¡ (µ2+ Á)Vt ¡ 1+ µ2ÁVt ¡ 2 (h)

= : : :

et d'autre part d'aprµesla d¶e¯nition de ª( X) = ª 0 + ª 1X + ª 2X2 et ´

Cov(Zt ; Zt+ h) = Cov(ª 0´ t + ª 1´ t¡ 1 + ª 2´ t¡ 2; ª 0´ t¡ h + ª 1´ t¡ h¡ 1 + ª 2´ t¡ h¡ 2)

= : : :

L'¶egalisation de ces expressions pour h 2 f 0; 1; 2g conduit µa un systµeme polynômial en
ª 0; ª 1; ª 2; ¾2

´ qui s'expriment donc de fa»con non-lin¶eaire (en g¶en¶eral) en les paramµetres µ1,
µ2 et Á.

+ Q3 La pr¶evision lin¶eaireoptimale de Y conditionnellement au seul pass¶e de Y s'obtient en trans-
formant la forme Arma (1,2) pr¶ec¶edente en une forme Ar (1 ) en Y. Mais pour obtenir celle
conditionnellement aux pass¶esde X et de Y, il faut d¶eterminer la pr¶evision lin¶eaire optimale

de
µ

X
Y

¶
conditionnellement µa sonpass¶e, cequi sefait en transformant la formulation Arma

vectorielleen forme Ar (1 ) vectorielle :52

£( L)¡ 1©(L)
µ

X
Y

¶
= £(1) ¡ 1

µ
0

c(1 ¡ Á)

¶
+

µ
U
V

¶

Comme

£( L)¡ 1 =
µ

�

¡ µ1L 0
0 (

�

¡ µ2L)(

�

¡ ÁL)

¶ ¡ 1

=
µ

(

�

¡ µ1L)¡ 1 0
0 (

�

¡ µ2L)¡ 1(

�

¡ ÁL)¡ 1

¶

il vient
µ

(

�

¡ µL)¡ 1 0
¡ ¹L 3(

�

¡ µ2L)¡ 1(

�

¡ ÁL)¡ 1 (

�

¡ µ2L)¡ 1

¶µ
X
Y

¶
=

Ã
0³

1
(1¡ Á)(1 ¡ µ2)

´
(c(1 ¡ Á))

!

+
µ

U
V

¶

52Attention µa l'ordre eng¶en¶eral : £( L )¡ 1 et ©(L) sont desmatriceset donceng¶en¶eral £( L )¡ 1£ ©(L) 6= ©(L)£ £( L )¡ 1

. Cependant dans le caspr¶esent £( L ) est diagonale,donc commute avec ©(L).
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La projection lin¶eaire optimale de Y connaissant le pass¶e de X et de Y s'obtient alors en
projetant : on a

+ 1X

k=0

µk
2Yt¡ k ¡ ¹L 3(

�

¡ µ2L)¡ 1(

�

¡ ÁL)¡ 1X t =
c

1 ¡ µ2
+ V

et donc

EL

Ã
+ 1X

k=0

µk
2Yt¡ k ¡ ¹L 3(

�

¡ µ2L)¡ 1(

�

¡ ÁL)¡ 1X t jX t¡ 1; : : : ; Yt¡ 1; : : :

!

=
c

1 ¡ µ2

et donc en appliquant l'op¶erateur E (¢jX t¡ 1; : : : ; Yt¡ 1; : : :) il vient 53

E (Yt jX t¡ 1; : : : ; Yt¡ 1; : : :) = c
1¡ µ2

+ ¹L 3(

�

¡ µ2L)¡ 1(

�

¡ ÁL)¡ 1X t ¡
P + 1

k= 1 µk
2Yt¡ k

?
? ?

Enonc ¶e de l'exercice 2

On considµeredeux processus du second ordre (X t )t¸ 0 et (Yt )t¸ 0 tels que

½
X t = X t¡ 1 + Ut

Yt = 5
6Yt¡ 1 ¡ 1

6Yt¡ 2 ¡ X t¡ 1 + Vt

oµu U et V sont deux bruits blanc ind¶ependants de variancesrespectives¾2
u et ¾2

v.
On supposeen outre que 8t < 0;X t = Yt = Ut = Vt = 0

+ Q1 (a) V¶eri¯ er que ni (X t )t> 0 ni (Yt )t> 0 n'est stationnaire.

(b) V¶eri¯ er que(¢ X t )t¸ 2 et (¢ Yt )t¸ 2 sont ¶equivalents µa desprocessusstationnaires,et pr¶eciser
le cas¶ech¶eant leur forme Arma .

On note Z =
µ

X
Y

¶
et ² =

µ
U
V

¶
.

+ Q2 Montrer qu'il existeun polynôme(matriciel) A tel que

8t > 0; A(L)Z = ²

et en donner la repr¶esentation canonique du modµele

53Cette expressionfait a priori intervenir E (X t jX t ¡ 1; : : : ; Yt ¡ 1; : : :) ; mais comme le polynôme en facteur de X est
divisible par L 3, seulesles valeurs pass¶eesde X interviennent.

Si ce n'¶etait pas le cas, il faudrait d¶eterminer explicitement E (X t jX t ¡ 1; : : : ; Yt ¡ 1; : : :) en projetant la forme Ar (1 )
sur X : (

�

¡ µ1L )¡ 1X = U. Notons en¯n que cette derniµere est ind¶ependante de Y , ce qui est heureux.
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+ Q3 Montrer qu'il existeun polynôme(matriciel) A¤ de degr¶e d±A ¡ 1 tel que A(X) = A(1) + (1 ¡
X)A¤(X).
En d¶eduire qu'il existeunecombinaisonlin¶eairedeX et Y qui estasymptotiquement ¶equivalente
µa un processus stationnaire.

Corrig ¶e de l'exercice 2

+ Q1 (a) (

�

¡ L)X = U donc (X t )t> 0 est une marche al¶eatoire,donc non-stationnaire.
D'autre part, V (X t¡ 1 ¡ Vt ) = (t ¡ 1)¾2

U + ¾2
Y car X t et Vt sont ind¶ependants. Or si

(par l'absurde) (Yt )t> 0 ¶etait stationnaire, alors X t¡ 1 ¡ Vt = ¡ Yt + 5
6Yt¡ 1 ¡ 1

6Yt¡ 2 serait
stationnaire, donc de variance constante, et il en irait de même pour X ! Donc (Yt )t> 0

n'est pas stationnaire.
Autre m¶ethode :
Si Y ¶etait stationnaire alors X ¡ V = (¡

�

+ 5
6L ¡ 1

6L2)Y le serait ¶egalement, et commeV
est stationnaire et X et V sont d¶ecorr¶el¶es, X le serait ¶egalement.

(b) ¢ X = U est un bruit blanc, donc stationnaire.
Par ailleurs

¢ Yt =
5
6

(¢ Y)t¡ 1 ¡
1
6

(¢ Y)t¡ 2 ¡ Ut¡ 1 + Vt ¡ Vt¡ 1

D¶e¯nissons Wt = ¡ Ut¡ 1| {z}
Ma (0)

+ Vt ¡ Vt¡ 1| {z }
Ma (1)

; alors (voir TD 3, exercice2 ) W est

un processus M a d'ordre au plus 1. Commeen outre ° w(1) = ¡ ¾2
v 6= 0, W est un M a(1)

et donc ¢ Y est un processus Arma (2,1)

+ Q2 Posons

A(X) =
µ

1 ¡ X 0
X 1 ¡ 5

6X + 1
6X2

¶

Alors

A(L)
µ

X
Y

¶
=

µ
U
V

¶

et en outre

jA(X)j = (1 ¡ X)
µ

1 ¡
5
6

X +
1
6

X2

¶
= (1 ¡ X)

µ
1 ¡

1
2

X
¶ µ

1 ¡
1
3

X
¶

dont les racines 1, 2 et 3 sont toutes de module sup¶erieur (ou ¶egal) µa un, de sorte que la
repr¶esentation est canonique.

+ Q3 A(X) ¡ A(1) estun polynôme(matriciel) enX qui s'annule enX = 1, donc divisible par (1¡ X) :
on a en l'occurence
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A(X) ¡ A(1) =
µ

1 ¡ X 0
X 1 ¡ 5

6X + 1
6X2

¶
¡

µ
0 0
1 1

3

¶

=
µ

1 ¡ X 0
X ¡ 1 2

3 ¡ 5
6X + 1

6X2

¶

= (1 ¡ X) £
µ

1 0
¡ 1 2

3 ¡ 1
6X

¶

Notons donc A¤ =
µ

1 0
¡ 1 2

3 ¡ 1
6X

¶
; A¤ divise A(X) ¡ A(1).

On a alors
² = A(L)Z = A(1)Z + A¤(L)¢ Z

Or ¢ Z est (asymptotiquement) stationnaire 54 donc il en va de même pour A(1)Z = ² ¡
A¤(L)¢ Z .

Or A(1)Z =
µ

0
X + 1

3Y

¶
, donc en particulier

X + 1
3Y

est (asymptotiquement) stationnaire.

?
? ?

Enonc ¶e de l'exercice 3

On considµereun processus vectoriel (Yt )t2 Z de taille n, dont on supposequ'il est int¶egr¶e d'ordre
1, et qu'il admet une repr¶esentation VAR de la forme :

©(L)Y = ¹ + ²

oµu ² est l'in novation de Y et ©(0) = I d.

+ Q1 (a) En utilisant la d¶ecomposition ©(X) = ©(1) + (1 ¡ X)©+ (X), montrer qu'on peut ¶ecrire le
modµelesous la forme ¶equivalente :

(

�

¡ L)Yt = ¡ ©(1)Yt¡ 1 +
p¡ 1X

i=1

¡ i (

�

¡ L )Yt¡ i + ¹ + ²t

54Ce n'est pas tout-µa-fait ¶evident : ¢ X et ¢ Y sont stationnaires, mais il faut encoremontrer que Cov(¢ X t ; ¢ Yt + h )
ne d¶epend pas du temps t : pour ce faire, on soustrait l'¶equation en Y aux dates t et t ¡ 1, ce qui fait apparâ³tre
¢ Yt = 5

6 ¢ Yt ¡ 1 ¡ 1
6 ¢ Yt ¡ 2 ¡ ¢ X t ¡ 1 + ¢ Vt .
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(b) Montrer que le rang de ©(1) est inf¶erieur strictement µa n.
(c) On supposeque le rang de ©(1) est ¶egalµa r . Montrer qu'il existedeux matrices® et ¯ de

dimensions (n; r ) et de rang r telles que ©(1) = ®¯ 0.
(d) Montrer que ¯ 0yt est n¶ecessairement stationnaire (les colonnes de ¯ sont alors appel¶ees

vecteurs de coint¶egration de yt ).

+ Q2 On supposeque la repr¶esentation de Wold du processus Y est de la forme

(

�

¡ L)Y = m + C(L)²

avec C(0) = I d.
(a) En utilisant la d¶ecomposition

C(L) = C(1) + (

�

¡ L)C+ (L)

montrer, en g¶en¶eralisant la d¶emarche pr¶esent¶eedans TD 4, exercice1 ,
qu'il existeune marche al¶eatoire55 (multiv ari¶ee)T et un processus stationnaire S tels que
Y = S + T.

(b) Montrer qu'on a n¶ecessairement : ¯ 0m = 0 et ¯ 0C(1) = 0.
(c) Soit ¯ ? une base56 de l'orth ogonal de ¯ . D¶eduire de la question pr¶ec¶edente qu'il existe

m0 2 Rn¡ r et ± 2 M n;n ¡ r (R) tels que m = ¯ ? m0
0 et C(1) = ¯ ? ±0.

(d) En d¶eduire queTt s'exprime enfait commecombinaisonlin¶eaireden¡ r marchesal¶eatoires
univari¶ees(cesmarchesal¶eatoiressont appel¶eestendancescommunesaux s¶eries(Y i

t )t ).

Corrig ¶e de l'exercice 3

+ Q1 (a) Comme©(X)¡ ©(1) s'annule en1, il estdivisible par 1¡ X et soit donc ©+ (X) = ©(X)¡ ©(1)
1¡ X 2

R[X] ; ainsi ©(X) = ©(1) + (1 ¡ X)©+ (X).
Alors (voir TD 7, exercice1 )

©(L)Y = ©(1) £ Y + (

�

¡ L) ¢©+ (L) ±Y

= ©(1) £ Y + ©+ (L) ±¢ Y

= ©(1) £ Y + ©+ (0)
| {z }

©(0) ¡ ©(1)

¢ Y +
¡
©+ (L) ¡ ©+ (0)

¢

| {z }
¡ ©¤ (L )

¢ Y

= ©(1) £ Y + (

�

¡ ©(1)) £ ¢ Y ¡ ©¤(L) ±¢ Y

= ©(1) £ Y + ¢ Y ¡ (©(1) £ Y ¡ ©(1) £ LY ) ¡ ©¤(L) ±¢ Y

= ¢ Y + ©(1) £ LY ¡ ©¤(L) ±¢ Y

et donc commepar ailleurs ©(L)Yt = ¹ + ²t il vient en d¶e¯nitiv e
55Avec d¶erive : (

�

¡ L )T = ´ oµu ´ est un bruit d'esp¶erancea priori non-n ulle .
56C'est-µa-dire que les colonnesde ¯ ? forment une basede l'orthogonal de l'espaceengendr¶e par les colonnesde ¯ .

Version du 20050121-11h02, r ¶evis¶ee le 17 f¶evrier 2005 101

ensae.net
Ensae SE206 Enonc¶e et corrig¶e destravauxdirig¶es n±1 µa 8 S¶eance 8

¢ Yt = ¡ ©(1)Yt¡ 1 +
P p¡ 1

i =1 ¡ i ¢ Yt¡ i + ¹ + ²t

en notant ©¤(X) = ©+ (0) ¡ ©+ (X) =
P p¡ 1

i=1 ¡ i Xi .

(b) On a

¢ Y = ©(1)LY ¡
p¡ 1X

i=1

¡ i L i ¢ Y + ¹ + ²

et donc

©(1)LY = ¡ ¢ Y +
p¡ 1X

i=1

¡ i L i ¢ Y

| {z }
ª( L )¢ Y

+ ¹ + ²

Supposons (par l'absurde) que ©(1) soit inversible : alors

LY = ©(1)¡ 1ª( L)¢ Y + ©(1)¡ 1¹ + ©(1)¡ 1²

Mais commeY est int¶egr¶e d'ordre 1, ¢ Y est stationnaire, et donc LY , donc Y, serait
stationnaire! 57

Commeon a suppos¶e que Y ¶etait int¶egr¶e d'ordre 1, ©(1) n'est pas inversible, i.e. est de
rang au plus n ¡ 1.

(c) Soit ® une basede l'image de ©(1) (qui est de dimension r · n ¡ 1), et notons ¯ i; 1; : : : ; ¯ i;r

lesc¾±cients de la i -iµemeligne L i de ©(1) dans la base®. On a pour tout i 2 J1; nK

L i =
rX

j =1

¯ i;j ®j oµu ®j =

0

B
@

®j ;1
...

®j ;n

1

C
A 2 M n; 1(R)

et donc

©(1) =

0

B
@

L1
...

Ln

1

C
A =

¡
®1 ¢¢¢ ®r

¢
£

0

B
@

¯ 1;1 ¢¢¢ ¯ n;1
...

...
¯ 1;r ¢¢¢ ¯ n;r

1

C
A

| {z }
¯ 0

soit

©(1) = ®¯ 0

57En toute rigueur seposele problµemede la corr¶elation de ©(1)¡ 1ª( L )¢ Y avec ². Mais commeY est int¶egr¶e d'ordre
1 (et pas plus), ¢ Y v¶eri¯e une ¶equation Ar (d)e la forme A(L)¢ Y = ° + ² de sorte que LY = B (L)¢ Y pour B (X) =
©(1)¡ 1(ª( X) + A(X) ¡ ° ) .
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(d) On a
©(1)Yt¡ 1 = ª( L)¢ Yt + ¹ + ²t

Or ® estune base,donc ®0® estde plein rang donc inversible; enmultip liant par (®0®)¡ 1®0

il vient alors

(®0®)¡ 1®0©(1)Yt¡ 1 = (®0®)¡ 1®0ª( L)¢ Yt + (®0®)¡ 1®0¹ + (®0®)¡ 1®0²t

et donc (®0®)¡ 1®0©(1)Y est stationnaire.
Comme©(1) = ®¯ 0 cela revient µa dire que

¯ 0Y est stationnaire

+ Q2 (a) CommeC(X) ¡ C(1) s'annule en 1, soit C+ (X) = C(X)¡ C(1)
1¡ X 2 M n(R)[X] ; ainsi C(X) =

C(1) + (1 ¡ X)C+ (X). On a alors

(

�

¡ L)Y = m + C(1)² + (

�

¡ L)C¤(L)²

D¶e¯nissons S = C¤(L)² ; ainsi S est stationnaire.
Soit alors T = Y ¡ S, montrons que T est une marche al¶eatoire (avecd¶erive) : on a

(

�

¡ L)T = (

�

¡ L)Y ¡ (

�

¡ L)S

= m + C(1)²

qui est un \b ruit blanc" d'esp¶erancem.

(b) On a en multip liant la d¶ecomposition de Y par ¯ 0

¯ 0(

�

¡ L)Y = ¯ 0m + ¯ 0C(1)² + ¯ 0(

�

¡ L)C¤(L)²

Or ¯ 0Y est stationnaire, donc E (¯ 0Yt ) = E (¯ 0Yt¡ 1) et par suite

0 = E ((

�

¡ L) ± (¯ 0Y))

= E (¯ 0(

�

¡ L)Y)

= E (¯ 0m + ¯ 0C(1)² + ¯ 0(

�

¡ L)C¤(L)²)

= ¯ 0m

En¯ n, si (par l'absurde) ¯ 0C(1) 6= 0, alors Z = ¯ 0Y ¡ ¯ 0C¤(L)² qui v¶eri¯ e (

�

¡ L)Z =
¯ 0C(1)² est une marche al¶eatoire, donc d'esp¶erance non-born¶eedans le temps, et donc il
en va de mêmepour ¯ 0Y qui est pourtant stationnaire! Donc ¯ 0C(1) = 0.

(c) On a ¯ 0m = 0, donc m 2 h̄ i ? , et donc il existem0 tel que m = ¯ ? m0
0.

De même¯ 0C(1) = 0, donc C(1) 2 h̄ i ? et il existe± tel que m = ¯ ? ±0.

(d) On a

(

�

¡ L)T = m + C(1)²

= ¯ ? (m0
0 + ±0²)
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Soit donc M la marche al¶eatoire multi-v ari¶ee(de taille n ¡ r ) v¶eri¯ ant M 0 = 0 et

(

�

¡ L)M = m0
0 + ±0²

Alors (

�

¡ L)T = ¯ ? (

�

¡ L)M = (

�

¡ L) ±
¡
¯ ? M

¢
, donc les processus T et ¯ ? M sont

¶egaux µa une constante (al¶eatoire) prµes; 58 commedim(¯ ? ) = n ¡ dim(¯ ) = n ¡ r on a

T est un vecteur compos¶e de n ¡ r marchesal¶eatoiresunivari¶ees

?
? ?

58On n'a pas n¶ecessairement T = M : notamment il n'y a aucune raison a priori pour que T0 = Y0 ¡ C+ (L )²0 soit
¶egal µa ¯ ? M 0, car une valeur de M 0 ad hoc n'existe pas forc¶ement !
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