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Ensae SE206 Enoncg et corrig® destravauxdirigbsn*l p 8 Sgarce 1

1 Travaux Dirig s n*1

Enonc § de I'exercice 1

Soit (2)i2z un bruit blanc (suppost dans L?) de variance %% > 0.

Discuter dans chacun descassuivants de la stationnarit de (X)2z.
Rappels:

{
{

Une suite de variables alatoiresr§elles(ou processug X = (X)i2z estdite du second ordre
si chacune d'elles est de carr® int§grale.
Un processs X est fortement stationnaire ssi

op Ly desigrelaloi deY.
Un processs X est (faiblement) stationnaire ssi
Y2

8t 2 Z: E(Xy) = E(Xo)
9°:Z! R*"=8t22Z;8h22Z; Cov(Xy; Xe+n) = °(h)
Le processs X estun bruit blancfort de variance%% , 0 ssi

—8t2Z;E(X)=0
—8t2Z; V(X)) =%

(X¢)¢ esti.i.d
Le processs X estun brgit blanc (faible) de variance %% , 0 ssi
< 8t2Z,E(Xy)=0

8t2 Z; V(X,) = %
8t2 Z;8h2Z% Cov(Xi; Xwsn) =0

+ Q1 Lorsque8t2 Z; Xy =2 j 2,;1?
+ Q2 Le processs (X )2z d§ ni pour (a;b;c) 2 R® par

8t27Z; X¢=a+ bz + Czti 1

est-il (faiblemen) stationnaire?

+ Q3 Lorsque 8t 2 Z; X = 2% 1, Si 2 estun bruit blanc fort ? Faible?

+ Q4 Lorsque X esttel que 8t 2 Z; X Xy 1= % (on supposeraen outre que 8t > 0;2;.lL, X ) ?
+ Q5 Lorsque8t 2 Z; X = Bcos(ct) + 2;; 1 sin(ct) pour c2 R donn§?

+ Q6 Lorsque8t 2 Z; X = i‘:O iy 2y 1), pour 2 R (discuer selon, ) ?

Lorsque, 2]i 1;1[, montrer quiil existeun processs stationnaire Y tel que
L2
. S
(Xt | Yt) Id I+Ii (O)
+ Q7 La sommede deux processs stationnaires est-ellestationnaire?
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Corrig & de l'exercice 1

Rappels:

{ Une suite de variables alfatoiresr@elles(ou processug X = (Xi)2z estdite du second or
si chacune d'elles est de carr§ int§grabe.
{ Un processs X estfortement stationnaire ssi

op Ly dEsigrelaloi deY.
{ Un processs X est (faiblement) stationnaire ssi

Y
8t 2 Z; E(X;) = E(Xo)

9°:Z1 R*=8t2Z;8h2Z; Cov(Xy;Xeen) = °(h)

{ Le processs X estun bruit blancfort de variance%# , 0 ssi

—8t2Z;E(X;)=0
—8t2Z;, V(X)) =%

(Xy)¢ esti.id
{ Le processis X estun bruit blanc (faible) de variance %% , 0 ssi
8
< 8t2Z,E(X))=0

8t2Z; V(X)) =%
8t227;8h2 2% Cov(X; Xt+n) =0

+ Ql Onapourt2Z
{EX)=0
{ V(Xy) = V(&) + V(% 1) = 23% par ind§pendance
{ En"n Cov(Xy; Xy 1) = | #et8h, 2,Cov(Xy; Xy n) =0
X estdonc stationnaire.
+ Q2 On a successiemert pour t 2 Z :
{ E(Xy)=a+bE()+cE(®;1)=a
{ V(Xy) = 0+ PV (3) + AV (3 1) = (P + ) ¥ car?, et 2 ; sort non-corr§ifis
{ Par ailleurs

Cov(Xy; Xt 1) Cov(a+ b3 + c?; ;;a+ b3 1+ ¢%; 2)
BPCov(2;2; 1) + bACOV(2;2;; 2) + CBV (2, 1) + CPCOV (% 132, 2)

bc%

{ En"n Cov(X;;Xwsn)=0; 8h, 2
Le processs X estdonc stationnaire.

+ Q3 On a de fason similaire pour t 2 Z :
{ E(Xy) = E(%)E(2; 1) = Ocar? et2,, sort non-corr§iis
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Ensae SE206 Enoncg et corrig® destravauxdirigbsn*l p 8 Sgarce 1

{ Si2estun bruit blanc fort, 22 estind§pendant de 22 et donc V (X;) = V (2)V (%, 1) = (¥
En revanche si 2; et 2, 1 sort d&clonm&s(gnals pasmdependants on ne peu rien dire : il existe
un bruit blanc faible 2 tel que E 2222 ; d@pend det. *

{ En n pour 8h 2 Z et si2 estun bruit blanc fort

Cov(X¢; Xeen) = 2(ztzu 12t h2tehi 1)
¥% sih=0
0 sinon

En revanche il existeun bruit blanc faible 2 tel que Cov(X; X+n) d§pend det. 2
Le processs X est donc stationnaire si 2 est un bruit blanc fort , et il existe au moins un
bruit blanc faible 2 tel que X n'est pas stationnaire.

+ Q4 X estune marche aI&atoire. On a plus pr§cigmen
{ OnaE(Xy)i E 35“ = Qetdonc 8t 2 Z;E(Xy) = E(Xy).
{ Parailleurs X; = | 0 241+ Xos Par corsiquent
X 1 !
\ 21+ Xo
i=0
X 1
= V(ztii)+V(X0) Carzf- }LL.XO
i=0 tz

V(X1)

>0

= %+ V(Xo)

En particulier V (X1) = % + V (X,) > V (X,) et donc X n'est pas stationnaire.
+ Q5 Pourt2 Zona
{ E(Xy)=0
{ V(X =%
{ Cov(X(; X p)=0sih, 2
{ Par ailleurs

Cov(X; Xy 1) = ¥sin(ct) cos(c(ti 1))
= ?(sin(cH c(ti 1))+ sin(ctj c(ti 1))
= ?(sin(c(Zt i 1))+ sin(c))

En particulier pour que X soit stationnaire il faut et il sutt queu; = 8t 2 Z; sin(c(2tj 1)) ne
d¥pende pasde t, donc en particulier que 8t 2 Z; u; = u; cequi s'§crit 8t 2 Z;sin(c(2t j 1)) =

2 tPar exempleX 5 = 1etX21+1 = —il+ + ¢ la binbmiale qui vaut, 1 ou 1 defason§quiprobable.Alors E (XX i+1) =
E Xpgzew = = OmaisE' X3X%., = 1t2+ iG12=1t2etE x22ti X3 = A(ti 1%+ LG (ti 1)2= (tj 1)? qui
d&pend detptout t 2 Z. ¢ i ¢

2Reprenart le contre-exemple ci-dessuson a Cov (X zt+1 ; X242 ) = E 221 Siilate2 = E 2%, = (2t+ 1)2.
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sinc soit

0 = sin(Qj sin((2ti 1))
L | (2t| 1) ﬁCOS 1+ (2t| 1)Cﬂ

= 2sin
2

= i 2sin((t + 1)c) cogtc)
Ya
soit (t+ 1)c2 ¥Z outc 2 7+ Z

Cela$tant vrai pour tout t 2 Z il faut et il sutt donc que c2 %‘Z.
Donc X est stationnaire ssi ¢ 2 ¥Z.
+ Q6 { Onapourt2 2z
Xt = ,i(zliii 2liiil)

i ¢ .
= 2+ Ltz 20, (tran sformation d'Abel”)

Donc E (X;) = 0 et par ailleurs

A [
Xy
V(X)) = % 1+ I,'i ,"1¢2+,2‘ par ind§pendance
A i=1 |
- % 1+ i ii1¢2(’ 1)2+’21
A i=1 |
2 2X1i 2¢' 2t
= ¥ 1+( i1 Lo+,
i=0
32H 21i 2 Ztﬂ
= h%,iDT77+,
1l ) _ 1
- » lJr(ll,l)ill, )+’21
1+ 2t+1
= 2% =
1+,

En particulier pour queX soit stationnaire, il faut que, =1ou, =0.
R®&ciproquement si, = 1 alors 8t 2 Z: Xy =2 ]Pet donc X est stationnaire.
{ Constatant que 23/2 onposeY; = 0 PGy 2y 1) (Qui existeca

3/3

|||| 1+,

frie est normalemem comergene garj.j < 1).On a par corstruction V (Vi) = 2
Onaparailleurs Y, = 2.+ (, i 1) 2,012,

i=1
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Ensae SE206 Enoncg et corrig® destravauxdirigbsn*l p 8 Sgarce 1
Par consquert pour h2 N® on a
P y 1
2+ (i 1) gL 2,
Cov(Y; Yien) = Cov@
2un+ (L0 1) .+:11 2
P . 1
2+ (i 1) 4Ly,
= Cov A

P, ., .
2an+ (0 1) MR TR0+ (1)

P, .
2+ (i1 1) -:11,"121ii ,

I
COV% P

P+1

ij 12

ti (ii h)

Znt 1-i-hil>ii121+ gt (i M (ot
[\
A

!
1

Xt
GCiDMWVE)+ (i 12"V Vit
i=1

(i DR DR R
[N

= i (L0 ,)% M

et donc Y estbien stationnaire.

P.+l

1

jilz, . §
=1

tij
1

Autre mgt@e: i p ¢
OnaY = [2 . IL(iLz2="+ /2 ('i.,"hHL +2etdoncY 2 estla transfor-

m#emoyeme mehile in” nie du processss stationnaire 2 avecles c¥atcients

1

1;

}

+1 [Tt
. : i=0 (: (I )
Commela sBrie ,(,"'j ,'I'!) estabsolumert corvergere, Y eststationnaire.

En nona -
A Xt
V(i X) = V(i) T
i=t+l
Xt
= ,WE)+ (i 1 VTV ()
i=t+l
= A D
i,
--.-I
LR 0
et comme 5
A Xt !
EMi X0 = E (i1 ViR 20
i=t+l
X1
- 1 il 2 )4 t 2.
(, | )i_Hl, F_({i!? 5 F_({ﬁ(
= =0 =0
=0
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ona?l

X Y igtil ©)

+ Q7 Non en g8riral : considrer par exemge X, stationnaire d'espgrance nulle, et Y; = (j 1)'X

alors E(Y;) = 0 et Cov(Y; Yien) = (i D(j D PCov(Xy; Xien) = (i 1)"°x (h) donc Y
stationnaire, et de plus VA
X+ Y = ZXF Sit est pair

0 sinon

et donc Cov(X; + Yi; Xpen + Yeen) = 4°x(h) 1227 n22z qui d§pend non-sedemert de h nr
aussidet.

En revanche la sommede deux processs (faiblemert ou fortemert) stationnairesnon-corr §
est faiblemert stationnaire : si 8t; t”; XL Yo alors

Cov(Xi+ Yy, Xean + Yeen) = Cov(Xy; Xien) + Cov(Yy; Yien) = °x (h) + °y(h)

La sommede deux processts fortemert stationnaireset ind §pendants est fortemert stati
naire.

Enonc § de I'exercice 2

On corsidare le processis d§ ni par
8t2ZX{=a+ bt+ s + u

op a;b2 R, (st)i2z estun processs saisomier (priodique) de p8riode 4 et (uy)2z estun br
blanc de variance %2 ind§pendant des.

+ Q1 Le modpleest-il correctemen param@tr§? Proposerle cas§cfart une cortrainte naturelle («

I'on supposerav@ri Bepar la suite) portant sur (S):.
On d§ nit I'op@rateur

M M 1
Zi+ Zi 1+ 2 o+ Zy,
MA: (Zt)t 7| t ti 1 tji 2 ti 3

4

et on corsidgrele processs Y = MyX.

+ Q2 Donner I'expressionde Y; pour t 2 Z, et justi er l'int§ret de la transformation.

— _ i ¢
3a suite (Zn)n2n COMVergeversZ dansL? ssikzZ, k, iri'i ,+|1' Z soit EIZn2 ii
Z soit V (Z,) iri]!iLil! ZetE(Z”)iniziLif zZ

il ZsoitV (Zo)+ E(Zn) i

-
n!|+1
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+ Q3 Ond€nit alorsZ=¢Y. Enonc § de l'exercice 3
Montrer que Z est stationnaire et calcuer safonction d'auto-corr§lation.

n2]i 1;+1].

On corsidgre le processis d§ ni par 8t 2 Z X; = 2| 2 1 04 (%)t2z €stun bruit blanc

+ Q1 Montrer que X est stationnaire et calcuer safonction d'auto-covariance.

Corrig § de I'exercice 2 8
2y A A -
+ Q1 Lescomposartessaisomigresne sort pasiderti ables: ene®etlesprocessis d§ nis par a; b;(s;): < i uA +((11: L:F))'X g HIJXI ! = Bzour K2 2T 1K
eta+ 1 bi(s;i ) sort §gaw pour tout 1 2 R. o e (1+ HZ)Ali p:lﬁi - o
Il est namoins naturel de supposerque le processs saisomier est\centr§" sur une pgriode :
i.e. + Q3 Dfterminer (et si possille calcuer) la fonction d'auto-corr§lation partielle de X .
8t2Z s+ Sy + S+ Sz =0
(le processs s §tant de p$riode 4 cette quantit § ne d§pend de tout fason pasde la date t).
+ Q2Onapourt2Z
Yi a+ bt+ iy (L.I ASUR + My(s) + Ma(u)
= (aj §b)+ bt+ S + My(u)y Corrig § de I'exercice 3
4 {
) =0 par hypothpse + Q1 On a successiemert pourt 2 Z
= PEbthv {E(X)=EC)i EG)=0
= 2 2. ) = 3
avec! = aj 2bind§pendant det et v = Mg(u) eststationnaire (c'est un Ma(3) mais pas un {VX)=VE)+ IV (i) = A+ 1) % Yo % sih=s§1
bruit blanc). On a ainsi d§saisomalis§ la sfrie X et fait apparattre la tendance d§terministe { Cov(Xi; Xt;n) = Cov(®ei Mi1:2ni Hrin1)= s 0 sinor:
b bt_' En particulier X est stationnaire. P
*+ Q3 On aimmgdatemert pour t 2 Z + Q2 On apar d§ nition pour t 2 Z ¥ru1 = 1 AXy.
¢(Y) = b+ ¢(v), = b+ Uy 4U1; 4 Alors pour k 2 J1; TK .
Par corsfquert Cov Xtuj Rra Xk = 0
{E(Z)=0b ] X
{ V(Z) = 3/3163/3 = % " soit Cov(Xt4+1;Xk) i ACov(X|;Xy) = 0
Ui U g Ug i U ¢ |ﬁ sih=§4 1=1
{ Cov(Z;Zyn) = Cov Hijus funizunis = 1% sinon X
8 1 sh=o0 soit °x(T+1j k)j ) Acx(kil) = 0
En particulier le processsZ eststationnaire, d'auto-corr@lation ¥ (h) = 2} = i 3 sih=§4 . -
0 sinon
cequi s'§crit compte-tenu de I'expressionde ° x
8 :
? < tAL W i AQ+ ¥ (W8 =0 lorsquek = T
? 7 A A+ D) +AGE =0 lorsquek2 32T 1K
: i A+ +AWE =0 lorsque k = 1
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d'op (puisque ¥ > 0) { Calcul der(T):
8 @1 A i phry = i plorsqek= T Pro;etantxts(%< X130 X 1> onaE (XX 110 X 1) = ADX,, 1+ coer ADX
i —_
i BA + (L+ ) A pAqs = 0pourk2 2T 1K avecr(T) = Ay .
1+ A =Olorsquek = 1
(L) Ak phe q On a alors 8 . 0
+ Q3 Par d§ nition le c¥tcient d'auto-corr§lation partielle d'ordre m est 2 (T a+ “)AIT)' (T)l =i mlorsquek =T
S i PAG + (1+ YA 1 =0pourk2 32T 1K
r(m) = Corr (X¢i EXejXt; 15005 X m) s Xegm i EXg miXeymsii05 Xy 1)) ) a+ pZ)A(lT i (T = Olorsquek = 1
(commeE (X) = 0il n'est pasn§cessairele rgressesur < 1; Xy, 1;:::; Xy, m > maisselemert cedornt ontire que par ricurence’ que
sur < Xy 1;:0 Xy m > ). Or il estaussi®galau c¥zxcient de Xy; » dans la r§gressionde X, T
sur < Xy 150103 Xy m > .4 On a donc successiemert : r(T) = %
{ Calcul der(1) : 1+ |F+ 600+ e
Projetant X, sur < Xy, 1 > onaE (XjXy; 1) = AYX,, ; avecr(1) = AD. ??9
Or d'aprgsla question pr§diderie ona (1 + ) A(ll) = j petdonc .
u
rx) =i 1+ 12

Enonc & de I'exercice 4

{ Calcul der(2) :

Projetant X, sur < X, 1; Xy 2 > ona E (X¢jXy 1; X 2) = A(lz)xti i+ A(22)>(ti , avecr(2) = Soit (X )2z uUn processis stationnaire du secoml ordre.

Onnotepour m2 N ett2 Z

A
Attention : il n'y a aucune raison pour que A%Y = A? . X = EL (X1, Xq 100 X4 ms)
On azalors ( ] ] X¢ = EL Xy miL Xe meas 003 X 1)
(L+ @) AP | pAY = :
D+ (1+ 1) A? = 0 On note ¥§m) = Cort X i XXy mi X{
soit 8 s , On note par ailleurs r(m) le c¥axcient d'auto-corr§lation partielle d'ordre m de X, et on cher
< @i p+ ) AZ) + A(Zz) - g mortrer que “4m) = r(m).
A+ p+12) AD | AD =0 + Q1 Onnotepourt2 Z
! Xt“ = agt+ ap Xy 1+ CC+ am; 1 X ma1
cedort on tire que 1H } . 1 X = by + B X mer + 00+ b, (X 1
A(QZ):iE 1 ll+ll2i T+ p+ 12 (a) Montrerque(al;'::;q;am 1) (b2i£ 1 by).
soit (b) Montrer queV X Vuﬁ, . ¢
(@)= | L2 En dduire queV X.i X{* =V Xt‘ i X
1+ 2+ 18 + Q2 On note pour t 2 Z

Remarmue: on constate par ailleurs que A? = #%lf—m 6 AL, Xi=Co+ € Xy 1+ €0+ CnXyjm + U
OM Uy estorthogoral B< L Xy 15000 th m > ; ainsi par d§ nition r(m) =

(a) Montrer que XH X = e x“mi X2+ u.

4Une preuve en est donn§e dans\S §ries temporelles et modglesdynamiques', C. Gouriiroux et A. Monfort, V-D.2
pagel161.Voir aussi  exercice4 . SCalcul non-d§taill § ici. En utilisant exercice4 , identi'er le c¥cient b/ * de X1} dansla régressic

Xy sur Xy mez;iis; X1, 1, au c¥*cient a, kﬂ deX'T‘ilHk] , dansla rgressionde Xt sur L; Xt 1;::1; X1
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. i or G . 00 i o ¢
(b) Endgduire queE " Xij X{* Xgmi X¢' = mV Xgmi X{'
+ Q3 En d§duire que ¥4m) = r(m).

Corrig & de l'exercice 4

+ Q1 (a) Remamue: bien-ertendu comme X est stationnaire ¥4m) ne d&pend pasdet et est donc bien
d@ ni.
i ¢
{E : Xt estla projection orthogorale de X; sur le sows-espce vectoriel engerdr§ par

Xti X{) estcl)rthogoralghl;xn 15000 Xy me i, donc en particulier (X¢j X7*).L (1)
cequi s'§crit Ei Xt i¢x;’+ =0.
De E(X:) = E X{* ontire alorsque
E(Xy) = ag+ a1E(Xy; 1) + €0¢+ an; 1E (X m+1)
et donc, (X); ®§tant stationnaire,
a=(1i ai ®¢ an; 1)E(Xy)
. . i ¢
Par ailleurs par d§ nition X" ona 8 2 J;mj 1K IXI i X{T ALXy ;. Autremert
dit pourj 2J1;mj 1K
ii ¢ ¢
0 = E X[| X{H ¢X1ij
soit E(XXyj) = aE(Xy)+ atE (X 1X¢j) + ¢0C¢+ am; 1E (X mea Xy §)
soit E (XXt ) (1i ari €0 am; 1) E(X)E(Xy ) + aiE (X 1Xy; ) + ¢0¢
+ami 1E(Xti m+1xti j)
= EMX)EXy )+ a(E(Xy; 1 X4 j) i E(Xy 1)E(Xy; ) + 06C
+am; 1 (EXt mea X5 ) i EXti me1)E(Xy5 1))

soit °x(j) = a’x( i 1)+ ¢+ ayn; 1°x(j | m+ 1)
Autremertodit en notant 1
°x (0) °x(1) e °x(mi 2)
°x (1) °x(0) ¢t °x(mi 1)
im;1=% x: X: . § : = Cov(Xy; 151105 X met)
°x(Mi 2) °x(mji 3) ¢  °x(0)
ona 0 1 0 1
°x (1) a
% E = imi 1%) g
°x(mij 1) am; 1
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{ De fasonsimilaireonapourj 2 JI;mj 1K

i o ¢ ¢
0 = E X1| Xt‘ ¢Xlij

soit E(XXyj) E (X¢) + BiE (Xt me1 Xy ) + €8¢+ by 1E (X 1 X4 )
soit E(XXy ) (Li bii 66¢ by 1) E(X)E(Xy;j) + BE (X¢; mea Xy j) + &
+bm 1E(Xti 1Xt1j)
= EXOEXy )+ b (EXy mea Xy ) i E(Xg5 mer)E(Xg )
+hni 1 (EXy 1 X4 3) | EXy )E(Xy4))

soit °x(j) = b°x( i m+ 1)+ ¢+ by 1°x(j i 1)

de sorte que 1 0 1
°x (1) Bin; 1

% X = imj 1% : X

°x(mi 1) by
{ Or i m; 1 estinversibe (sau sile processs estpresqie-Qremert d§terministe)® : ene

0 orlii 1) 1 0 0 1
X 1 x (I
,i%) : X = Ec,b : E
i=1 °x(ij m+1) 0
Alors pourt2 Z
Xi 1
8k2Jmj 1K LiCov(Xy i Xk) = 0
i=1x
AD(i . !
soit 8k2 JI;mi 1K Cov LiXg i Xk = 0
X i=1 |
X 1 A1 '
donc , kCov LiXginXgk = 0
k=1 i=1 R
Ag(a 1 !
soit 'V ,iXtii = 0
i=1

donc V(X riXt;riiiiXgmi) = O

op r estle num$rodu premier | non nul : ainsi le processs X est d§terministe (cor
tionnellemert pmj r valeus initiales)!

Par corsqlert j m; 1 estinversible et
0

1 0 1
a °x (1)

1 0
by 1
B K=(my'® : =0 : K

am; 1 *x(mi 1) by

8Auquel casbien ertendu tous les c¥tcients de corrlation partielle r(m) sort nuls et I'exercice est trivial.
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(b) OnappurtZZ ii o i . o i . ©
E Xtixt Xt;mixtl :CmV Xtimixt'

|
V XM = V(X 1+ 60¢+ 1 Xt me+
t (auXy; 1 o%n.lxt.mlllo ! .
e = + Q3 A moins que le processs ne soit d§ rﬂmonaVIXA i X7 > 0etdonc
= (@ian)VER : KKB i K N aetep *# am
X . r(m) = ar d€ nition
0o "mtigo Mg (M) = G pardénfgon g
Xii1 bm; 1 _ E Xii X; Xti m iy Xt
= (bml;:::;bl)V(B@%b : ER% : X iiV Xum'bxi{" oe
. Cov Xii X 0 Xemi XJ i ¢ i ¢
00 Xim™i 110 ™ g = e g T LT carV X X =V Xy X
Xti m+1 bm 1 \Y Xt i Xtm \Y Xti mi Xtu'
= (b 1;::::b1)V%)%,D 5 XX?@ : & carX stationnaire = Corr X, Xtu+¢; X mi X ¢e
Xti 1 b.l. = Vém)
= V(bni 1()|:(ti m+1 + CCC+ blxti 1)
=V 'X{’i Autremert dit, le c%z+cient d'auto-corrlation partielle d'ordre m estle c%z+cient de X; m d
Par ailleurs la r@gressionatne de X; sur < 1;Xy; 1;:::; X m >, Qui est aussile c¥+cient de corrla

deX¢i X{" avecXymi Xit.

i ¢
V(X)) car X¢i X& ALX
V (X car X eststationnaire
um) <3 O L
= VX +V Ximi X car Xeymi X{7 X

e ¢
VIXETT VI XX

Par consBquent

i ﬂ+¢ i G'¢
V Xei XET SV Xygmi XP

+ Q2 (a) Onapourt2Z
X1u+

non
o)
m
&
+ ~
X
Qo
X B
X
Ll
+ -
o ..
a8 ..
a8 ..
%
P =
ey
3
+
s
-
+
m
-
—
L
X
3
Lyl
>
3
hA
X
S

(Co+ C1Xyj 1+ GO+ Cyy 1 Xy me1) + CuX{T + 0
Par consBquent
xt i xtn+ = Xt i (C0+ Clxli 1+ ¢ee+ Cmi 1Xti m+l)i metui

= (Cmixti m+ Ui ¢mel°i
= Cn Xymi X+ U

(b) Ona

i G Lee Py LG i ¢
E Xii X, Xemi X¢' = E & Xgmi Xy "+ U Xgmi Xy

Donc
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2 Travaux Dlrlg $s n*2 Consid§ronsalors F I'espacedesmprphismesde E dansE, muni g sontour de I structure d'alg
standard. Soit ; 2 R et §(X) = . XX, Alors la s@rie d'op@rateursde F ~ ,,, KL conve
Enonc & de l'exercice 1 dansF ssila sgrie r%elle L comerge,puisl:,)queL estdenorme 1, soit sij, j < 1.
. - Danscecas,comme i y, KXk = g ona: |,y kLK = (1i ,L)"* estl'op€rateur inversed
On corsidgre un processs X v@ri ant Fde(li L) i
8t2Z; Xii zxti 1+ §Xti 7 (1) On aenl'occuence
2 2 1 1
oy 2 estun bruit blanc de variance %%. ©(X) = 1 3X)(1i ix)
i FO |
+ Q1 Soit ©(X) = 1§ IX+ 3x2. _ 6 1 1 1
Factoriser © et dgcommser©(X)i ! en §fmens simples. T 5 ¢1i 3X o 5 ¢1i Ix
D&welopper chaque &8mern simple en sBrie ertiprede X ou d%§ selonlescas. z
+ Q2 Montrer quil existe (ax),,, 2 R* telle que Y = ! K2z &2 k ,, EXisteet vEBri e (1) . Comme% <lona
VEri erque8k < 0; a 6 0 et end®duire que 8t 2 Z; 8k, 1; Cov(?;Y; «) 6 O. 1 Xt K
En d§duire que 2 n'est pas I'in novation de X. 1i X - ?X
k=0
+ Q3 Soit £ une sBrie ertipre absolumert corvergerte, et A un processs stationnaire quelcorgue. A linverse3> 1 et donc
Montrer que le processs B = £( L)A existe bien et est stationnaire. TR |
V@ri erque8! 2 R;fg(!) = jE (e )jzfA(! ), ou f d@sigre la densit§ spectralede Z. _ s = i 1 1
. .1
+ Q4 Montrer gu'il existe un polyndbme ©° de deg 2, dont toutes les racines sort hors du cercle @i 3X) H Sﬂ ﬁf [ e
i i : 1 1 1
unit®, et un bruit blanc ~ tels que = i3 ¥ 1o ¢
. o I l 5 Y
En d§cuire quil existe (b)izn telle que = iz x F* X
X =0
827V = by« xt g Mg Tk
k2N = - X
, . . k=1
etque’ estlinnovation deY. o
+ Q5 Montrer que la régressiorlin§aire optimale de Y; sur son pas$ n'est pas %Yu 1i %Y“ 2. + Q2 { D€ nissors Ve sik 0

B

1
2K
i 84 sinon

P
Alors par corstruction gy = 7 &XX. P
Bar corsqert l'op§rateu ©(L) estinversibe et dinverse©(L)! * = © Y(L) = |, alL
one & kFX, q;pF dgsigre jop§rateu avance.

Soit doncY = ,,; &’k ,,: Par dg nition Y = ©(L) !2, c'est-grdire ©(L)Y = 2.
Corrig ® de I'exercice 1 p
_ _ { Parailleurspour t 2 Z etk, 1onaCov(%;Yi k) = ¢ 228 t=ti ki ¥%=2a¥%60.0
+ Q1 Ona®©X)= (1 3X)1i %X); on corstate que% estracine de © et n'est pas hors du disque 2 Btait I'in novation de Y, alors 8t 2 Z; 2, = IY( PYE L < LYt L.
unit®. Remarque: ConsidgronsE I'espacede tous les processusstationnaires; il est m@trisable (pour Donc 2 n'est pas I'in novation de Y.
la distance V (¢j @) et complet (I'algﬁ_ibre dessuitef r&ellels'lf,1 est un Bapach X 7! L OX XY T + Q3 { A est stationnaire donc 8t 2 Z; 8k 2 Z; kacAwiks - jagjkAky = jagj°a(0) + E (A
X*Y s XoY 7L X £ Y) - Enoutre siaestdansLalors - oz Xt k p7 eststationnaire. et comme la sfrie £( X) est absolumert corvergerie, la srie £(L) + A est normalerr
, E ! E . . . . corvergerie.
L'op@rateur L : est un morphisme (voir question 3), de norme triple — P P o .
. (Xt)xgz . 7 (Xt D2z Enn Cov(Bi;Buin) = ijoz@&CoV(Ayi;AGhi ) = jozaa°a(hi ii j) nedgp
sup“EW=supx2E%=l. pasdet 2 Z.
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{ Soit , 2 C, et montrons tout d'abord que 8! 2 R;f(; )a(') = j1j ,e* ifa(l). Ona
tout d'abord pour h2 Z 7
*cinalh) = Cov(Aci Ag1iAgni JAgnia)

iCOV(At?¢Ati n)i . CoV(A; AL ni1)i ., Cov(Ay 1A h) +
1+, °ath)i 2alhi i °ah+1)

Donc pour ! 2 R

B

,_COV(Ati l;Ati hj 1)

¢
a(h+1)eh

1 )
foioa®) = 5 it ja(h)e' "
X ¢
1 i, _
A 1+ 0,2 °ath)i 2 athi 1)i .°
X ¢ .
— hl TG [ jt h
S o, MR enielt tahe
1i ¢, — . :
= 27]/ 1j ’e|l 1i ’elll oA(h)el! h
h2z
= ll ’eI! 2, A(h)
Par suite, pour tout polyndmeP 2 C[X], P estscindgets§critP(X) = (1 , 1X) ¢¢¢(1; , ,X),
donc
feyalt) = 1. e f i e | rFX)A(l)
= 1| A AR AR (D
= p'éd fa(l)
Pour toute fraction rationnelle F = (g 2 C(X), ona
¢
Q "¢ Pen) = fourwall)
= frw)a
= P'd *fa()

et donch(L)A = jF (e'|9] fa(l).
§0|t enn £(X) = oz XK
i, n X< Alors 8N 2 N; fe )a(!) = jEn (€")jf
gerte, donc jE v (€' )j* admet une limite “nie lorsque N !
feywa(!) admet une limite lorsqueN ! +1 ,etona

suall) = JE (€ )iPfa(t)

7Attention : Cov (¢ 9 estune forme hermitienne sur les variables al§atoires complexes,i.e.
8t 2 C; Cov(X;tY ) = TCov(X;Y) et past Cov(X;Y).

une srie absolumert corvergerie; notons Ay (X) =
a(!). Or £ est absolemen cornver-
+1 , g savoir j£ (")’

. Donc
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Autre m@th
Soit £( X) =

et donc

fecnya(l)

w27 XK une sBrie absolumert corvergerte. Alors

Ax " !
°guyalh) = Cov aAG  aAGhi
j2z 122
= gaalh+1ij)
j12z
A !
1 X X ajalo (h+ | J) é! h
oy, j A I
21/4h22 2 0
1 X . o .
o aaq alh+ 1 j)e car les friessort absolumernt som
j12z AhZZ |
1 X . I,
> a’a oA(m)el. (mij i+j)
4.
'/izxz "“!ZZAX 1A !
1 ! - ; .
21, & e ae " OA(m)e“ m idem
<7 j2z _ 122 m2z
x =
T adizia()
422 _
e 0

+ Q4 Soit donc £ une sgrie absolumert con/ergene et corsidgrors le processs Z = £(L)Y. Alo

Or si’

est un bruit blanc de vanance3{§ alorsf- (1) =
pour tout processs A on a °a(h) =

f20) = E£'¢ 2fy()
‘¢ “ew )
'

*f(')

Ny |t,,| |t,,| |
f| ﬁ

(
o

~

@ wz - (het = 21/ Et con

2% 024 fa(l)e ® dl, la réciproque est §galemen vi

(un processs est un bruit blane ssi sadersit§ spectrale est constarte).

En particulier, si £ esttel que ©Ee" )= estlndﬁperdame de!,

C'est pourquoi on corsidgre ©°(X) =

alors Z estun bruit blanc.

¢
1; X 1i 1X : ©" atoutes sesracineshors du ce
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unit® par construction, et enoutre ennotant ~ = ©°(L)Y ona

() EE(é! )Ezﬁ
: ©(6") 2V
_ i E%
1; 3¢ 2% _
a4, 2Bt 12 %R
T 37 _ 1 3 v,
O -.2%
T3
1%
92,

Ainsi

“ estun bruit blanc de varlance £ tel que ©°(L)Y =

©" ayant toutes sesracinesde module strictemert sup$rieur p 1 il admet un d§veloppemert en

sfirie ertipre p indicespositifs uniquemen, p savoir

1 1 1
s = (i D+ 3
oo - A1 T3 X
1 1
k k
=2 ?x +3 ?x
k=0 k=0

Posors donc pour k 2 N

b= 3¢2k; 2¢3 X
Alors par corstruction 8t 2 Z;Y = ©* }(L)" = wan Btk
En particulier, © estl'in novation de Y.

+ Q5 Par d§ nition de I'innovation onapour toutt2 Z, "; = Y; i EL (Y4, 1;:::). Donc

EL (ViYy i) = Vi Tt
= ((1i ©(L))Y),
5 1
= éY[i 11 6Yti
7 3
6 EY“ 1i EY“ 2 eng@riral
?
? 7
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Enonc & de I'exercice 2

On corsidare un processs stationnaire du secom ordre X v@ri ant
8t 2 Z; X[ = 2Xti 1+ 21

oy 2 estun bruit blanc de variance %%.

On supposeque I'obsenation de X estimpr@ciseet qu'on n'obsenequeY = X + 7,

un bruit blanc d§cor®i§ de 2 et de variance %% = %% %> 0.
+ Q1 Montrer que2+ ( j 2L)" estun processs Ma(l).

+ Q2 Montrer Y estun processs Arma (1,1), et donner sa relgr&semagon caronique.

+ Q3 Montrer gu'il existe une sBrie absolumert corvergerie o & telle que

X
8t27Z; Y=g+ aYy k
k2N®

Ou e d@sigre I'in novation de Y .
Justi er l'int§ret d'une telle repr§semation.

Corrig ® de l'exercice 2

+ Q1 SoitV=2+( j2).
Onapourt2 Z E(V)= 0etdeplus

Cov(Mi; Vi n) = QOV(2[+’ti 2y %0t ni 2401
< (1+54% sih=0
i 2%% sih=8§1
0 sinon

Ainsi V est stationnaire et safonction d'auto-corrlation est celled'un processis M a(l).

Soit alorspu2 R et un bruit blanc de variance %%, et notonsW = ( j WL)t.
Cherchons petB& tels que °w = °v.

< (1+ )% sih=0

Ona‘w(h) = i B8 sih=81.
’ 0 sinon
Fixons donc 8 ,
E _ 1+251/z‘/zi (1+2/z il
32 % = 4"23/?‘27

()i
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Alors® par construction 1
2 1;?/:/2“_'_ 1=0
et Y= Lo %
soit 1

1+ @)% = (1+59%
P WE = 2%%
etdonc °y = °w.
En particulier, commele polyndbmeMa d'un processs Ma se d§duit de sesauto-corr§lations
par les §quations de Yule-Walker, V et W suivert le méme processs Ma : V sut donc le
processs Ma de polyndbme (1 pX). °
D$ nissors donc © = ( j WL)i 'V ; alors par construction © est un bruit blanc de variance

&= 4.
AinsiV vBri e

V=(imWe
op ° estun bruit blanc de variance ¥ = 51 %.

+ Q20na2=( j2L)X etdoncV =( j 2L)£(X +7)=( j 2L)Y. Autremert dit

(i20)Y=(iwmw)

etdonc Y sut un Arma (1,1) (car u6 2).

Cependart le polyndbme®©(X) = 1j 2X admet% pour racine qui n'est pashors du cercleunit®:
cette reprseration n'est donc pas canonique.

De la mémefaeon que dans exercicel on d§ nit ©*(X) = (1j %X).

Notons»= ( j pL)©% (L)* ; alors» estun bruit blanc de variance

- 3 - .3
o )335: :—l' %e'! -9 = 1'%?
©(e") 1 2¢ 4

Ainsi 'Y suit I'Arma (1,1) sows forme canonique

(i 3L)Y =( i HL)» op»estun bruit blanc de variance 1%#

+ Q3 D'aprpsler@§sutat pr@didert I'in novation du processs Y est». Par ailleurs la fraction rationnelle

w5 O (1n 5N2 g wsw, d o ENE
8Le choix de w plutot que 2= (21+ )it permet de garartir quejyj < 1.
9En toute rigueur, il faudrait pr§alablemen montrer que si un processusX stationnaire a sonauto-corr§lation nulle g
partir du rang g, alorsil suit un processusMa d'ordre au plus g. Pour cefaire, il faut d§ nir le polynbme moyenne-mobile
¢ issu des®quations de Yule-Walker, puis v@rier quefe i 1.x (! ) estconstarte, ce qui garartit que ¢( L) 1 +X est
bien un bruit blanc. Voir aussi TD 3, exercicel
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1 i i 1 - P Ky k
1% estdfweloppable ensrieertipreetona =5 = |, K'X* de sorte que
H 1 1
» = (i)t gLy
A A n
(2 1 1 X
= i =L £ gLk oy
A 2 k2N |
K 1ﬂ X :
= 0 W5 MUK oxy
2 Kk, 1

_ i ¢ P
et donc end® nissart pour k , lay = 'pi % gitona8t2zZ; » =Y IK)1akYtiketd1

P
8t2Z; Y=+ | &Yk

En d'autres termeson a pour tout t 2 Z EL (YijYy; 1;::2) = " « 1Yy k. Cette repr§semat
permetde prdire enmoyeme sars erreur la prochaine valeur de’Y compte-tenu del'obsenat
desonpas$®.En outre, la sgrie$§tant gionfitriqguele nombre de termesn§cessairepour attein
une précision+ donn$e ne cra®t que logarithmiquemert avec cette pr§cision (et bien-sir a
°y (0)).

Enonc & de I'exercice 3

Etant donn§ un processs stationnaire X, si % (1) estelevealors X, est\assez"correl§ a
Xt 1 et Xy 1 avec Xy; »; par corsfquert il senble naturel que X soit \relativemert" cor|
avec Xy; 2, c'est-grdire que ¥ (2) ne soit\p astrop” faible.

L'objet de cet exerciceest de d§terminer précigmen le domaine de (% (1); % (2)). On d§
B cet e®et
R=f(xy)2[i L1P=y, 2¢ 1g

+ Q1 Soit X un processs stationnaire quelcomue (du secom ordre).

Montrer que (Y& (1); % (2)) 2 R.

+ Q2 On sedonne r&ciproquemert (Y2;%2) 2 R et on cherche X stationnaire tel que (Y% (1); ¥& (2)

(Y2 %%).
On corsidgre pour celale processs X d§ ni par

8t2Z; X¢= AXyj 1+ AXyy 2+ 2

OH (%), estun bruit blanc de variance %7.

P

10Attention, l'erreur sys@matique due g la troncature de la s§rie relle ,_, n'a rien g voir avec I'intervalle

con ance de cette prévision, qui donne un domaine raisonnable pour r§alisation de Y,; fond® sur la s§rie complgte
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(@) Onnote©(X) = 1; AX | AX2 ——
Donner une condition n§cessairest sutsante sur (A;; A;) pour que X soit stationnaire.
(b) On note P I'ensenble des (A; A) tel que [es racines de © sort hors du disque unit§;
d@terminer P. Que peut-on dire de 2 si (A;Ax) 2 P ?
(c) Calculer (% (1); % (2)), et end§duire I'expressionde (A;; Ay) enfonction de (Y% (1); % (2)).

(d) Conclure.

Corrig ® de I'exercice 3

3 ’ 3

2 ’ 2
—  Cov(Xt;Xt; m) VXO)V(Xtim) ~ =
+ Q1 On a bien-sir 8m 2 N; 1/g< (m)2 A 1""\/()([)‘ © Ry =1
Notons j m(X) = Cov%}% E% pour m 2 N°,

xti m
Alors pour tout m 2 N° j (X)) estpositive (c'est un produit scalaire); en particulier jj mj , O,
cequi s'§crit lorsquem = 2

0

1=
°x(0) °x(1) °x(@ =
ji2(X)j = @°x(1) °x(0) °x(1) A=
°x(2) °x(@) °x(0)
= °x(0)%+ 2°><(2)°xi(1)2i °x (0)°x (2)% i ¢2°><(0)°x(1)2
= °%(0°1i %) 1+% Q)i 2% (1)
0

5

x (0) = 0, le processs est (presqie siremert) d§terministe et par Cauchy-Schwartz °x (1) -
5. (0)° = 0: ainsi danstous lescas(1| % (2)) (1+ % (2)i 2% (1)), O
Supposors alors par l'absurde que (1+ Y& (2) i 2% (1)) < 0; alors j% (2)j , 1, et donc
% (2) = 1.Mais alors 1+ 1 2% (1)?> < 0, soit ¥ (1)?> > 1!
Par suite

1+% ()i 2%(1)?, 0

Remamue: (Y% (m)),,n €st donc soumisep une in nit § de cortraintes (polynomiales); voir aussi
\S@riestemporelleset modglesdynamiques’, C. Gouri§roux et A. Monfort, 5.2 p 155.

On notera en particulier que pour que ¥ (2) = 0l faut que j¥% (1)j - pl—E
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+ Q2 (a) Pour que X soit stationnaire, il faut eﬁ il sutt gu'aucune ra%ne de © ne soit unitaire.

A R2+4 A A A2+4 A

Or lesracinesde © sort |i = '1—'2A21+—z et!* = %\%, avec la corvert
X=1i jxsix<O.

Si les racines sort compexesconuguiesz et z, alors jzj2 = jzj? = zz = j -Al; Dont

A2 + 4A, < 0 une condition n§cessaireet sutsante est que A, 6 j 1. Sinon, les di

racinessort r§elleset alors q
g 12

jrsje 1, i AL A2+ ah, 6 4R
. i ¢ ; A
. R+ TR+ 4 4R26 824 A+ 4A
, A§+2A2i ZA%@§A1qA§+4A2 )
LR MR R AR ARE A3 KA+ 4,
. R Ki KRR 2K60
., (A,600uA 681)etA2; A2j 24+ 160 (carA,=0, ©X):

(b) Ona ) i
{ S A2+ 4A, < 0: enparticulier A, < 0 et de plus

SN s B
A8 i(A§+4A2):>l
2A -

ORI R4
4R
1
N
, A
, il<A<0

LI

j18i>1

{ SAR+4h=0:
S A = OalorsA, = 0, et inversemen si A, = O alorsA; = 1; danscecasX = 2.11
Snon!i =1* etona _

psj>1 , 4TS

11Ce casdBding® est exclu par la suite : Y& (1) = % (2) = 0 et X ne corvient pas sauf bien-s0r si%s = % = 0.
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Ainsi danstouslescasj! §j> 1, jAj- 1. R
{SA+4A>0:SA=0A60et! =1*"=2 doncj!¥j>1, 0<jAj<Ll. %(2) = 2L+ A,
Sinon, ! <! *, etdonc

j! §j >1 " <jlou!’ >+1 Remaigue: d'une fason plus gnirale le d§veloppemert de Cov(©(L)X¢;2;) assureque p
A2+ 4A, a5 A P A m m, d= d*©, ¥ (m) suit la rcurrencelin§aire de polyndbme caractristique ©. En particulie
, IT <ijlou Tl 1 existe desc¥.xcients | 1;:::;, g tels que 8m; % (m) = , 1! " + ¢¢¢+ | 4! .
Y . I ’ S ; i . P .
°s A>0: - R+ ap, < A 2A ou P R+ 4h < i A 2/ Exprimons alors (A.; Ao) en fonction de (Y& (1); % (2)) : ona
' SA<0: " AR+45> A 28 ou R+4A > A 24 1/21/;((1) _ A
Yo 3 3 . 3 3 ) ) . T "R
SA>o0: A§+4,§Q<(Ali 2,52)2 ou A§+4AZ<(51+2AEQ)2 %R = AL+ A
' SA<0: A+4A> (A 2A)% ou A2+ 4A, > (A + 2A,)? _
soit Yy |
Ay i A A, + A Al = (1)L A)
. A A>loukt A> 1 D Re)
. . 3 = H
v A jAj>1 7 (2) A& (1) (Li M)+ Ao
soit (
A = WA % Q)
. 1 % (1)
Conclusion : une condition n§cessaireet sutsante pour que lesracinesde © soiert toutes A = K@ik 2
de module sup§rieur p un est: RS
o . . p (d) Soit (
o R+4A<0 et j1<A<0 A = %2li%)
cou A+4A=0 et jAj<1 P P
“ou A+4R>0 et A< 1 jAj 2 T qn?

_ et d§ nissors le processs X par 8t 2 Z; X, = Alxti .+ Azxti 2+ "t op” estun br
Bien ertendu lorsque cette condition estvéri $ele processs X estd§crit sous forme M a blanc.

canonique et donc 2 estl'in novation de X .
(c) X @tant suppogestationnaire et sows forme canonique, on a

Or (Y4;%) 2 R, et donc? (A;A;) 2 P, de sorte que X est stationnaire et sous for
canonique. Par corsiquent, (% (1); % (2)) = (*4; %).

°x(1) = COV(Alxti 1t Azx[i 2+ 205 Xy 1) ?
= AV (Xy 1)+ ACov(Xy; 2 Xty 1) carZell Xy, g5 ??
= A’x(0)+ A°x (1)
et donc )
Enonc § de l'exercice 4
_ A
% (1) = FIA? On considgre un processis X stationnaire du secoml ordre, et on note pour k 2 N
00 11
Par ailleurs %)%) X1 5353
i i ik = Cov :
°x(2) = Cov(AXy 1+ AcXy2+ 2 Xy 2) X i

= A]_COV(Xti 1;Xti 2) + sz (Xti 2) car 2t'LL-Xti 17-.-
= A°x (D) + A°x(0)

et donc % (2) = A% (1) + Ay i.e.
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+ Q1 Justi erquejk estindgpendante det 2 Z et qu'elle est positive.
Quedire de X sijjxj= 07

12Calcul non d§veloppg ici ...
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On sedonne d§sormaisk 2 N et on supposeraque jj j > O.
;iina de la rgressionde X = EL (XL Xy 150105 X k) sur <

+
Q
]
0
D
[9)

<
@

=

I}
17

2
~
i+

=3
@

=
7

)
o

+

Q3 Calculer 3/&, la variance de I'erreur de prévisionX; i X{.
Q4 (a) Montrer queji w1 j = %ii ui.
(b) Montrer que (¥4),,- €St dBcroissate.
En d@duire qu'elle admet une limite “nie lorsque | ! +1 , et que cette limite est¥f =
V (X¢i EL (XL Xy 1;::0)) la variance de I'in novation du processis X .
(c) Montrer que % logji ij i i+ii log%% .
Q5 Application : on corsidgre un processs du secom ordre X v@ri ant X = (1 pL)2 pour
u2]i L 1[, ou 2 estun bruit blanc de variance %%.
(@) Montrer que X est stationnaire et calcuer °y .
(b) Calculer jj j-

(c) V&ri er que? estl'innovation de X et que % logji «j i '+'l log%4.

+

+

Corrig & de l'exercice 4
+ QlOnapourk2Nett2Z
0

V (Xi 1)
% Cov(Xy; 23 X1 1)

Cov(Xy; Xt 1)  ¢®€¢  Cov(Xi; Xy k)
V(X4 1) ¢¢¢ Cov(Xy 15 X4 k)

Cov(Xyi k; Xt 1) Cov(Xyk; Xy 1) ¢6¢ V (Xt k)
1

°x (0) °x (1) ¢ °x (ki 1)
°x (1) °x(0)  ¢t¢ °x(ki 2)

ki 1) °x(ki 2) ¢ °x(0)

En particulier j « ne d§pend pasdet et estsymiitrique r@ellep diagorale positive, donc positive.
Par ailleurs, si k esttel que jj xj = 0, alors commeil est montr§ dans TD 1, exerciced

sGremert d§terministe.
+ Q2 NotonsX{ = ag+ ayXy; 1+ ¢¢¢ an; 1X; m+1 ; ONentire tout d'abord commeX eststationnaire
queag = E(X{)(Lj aj ¢¢¢; ay). Par ailleurs X; estcaract®ris§ par'®

(Xei XO)Llet8 2 ILKK (Xii XP)ALX;

Byvoir aussi TD 1, exerciced
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cequi s'§crit pour j 2 J1; kK

0
soit E(XiXyj)
soit E (XX ;)

soit °x(j)

et donc en d§ nitive

+ Q3 0Ona

Xt i X[u

iy, a® ¢
E Xii X7 Xy
QE (X¢) + auE (Xy; 1 Xy j) + 006+ am; 1B (X; mea Xy )
L ari ¢ am; 1) E(X)E Xy ) + aiE(Xy; 1 Xy ) + ¢ee
+am; 1E(Xt; maa Xy j)
EMXQEXyj) + ar (E(Xy; 1 X j) i E(Xy; )E(Xy5)) + ¢
+am; 1 (E(Xy maa Xy ) i E(Xy met )E(X; )
a°x (i 1)+ ¢+ an; 1°x (i m+ 1)

1
x
g

0 @1 = EX)@igui ¢6¢ )
& °x (1)
PR o= G0ieh K
& °x (k)
0 1
Xtil
(as;::i a0) £ :
Xlik
0 1
X1
= Xii (E(X)i aE(Xg1)i 000 aE(Xq )i (aa)E @
Xtik
1
Xti1i E(Xyi 1)
= (Xei EX))i (aniina) £
leki E(Xt‘b)

3 7 Xtili E(Xti 1)

= X BT Cx@inoxkNE 0 E

Xiiki EXti k)
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Or E(X:) = E(X]) et iy estsym@trique, donc
. o i . o 2¢
VXii X7) = E (Xii X{)

Xti 1i E(Xti 1)

Xyki EQXti k)

Kk

" VORRKARAN/
H
e

i ¢
S Bl B
% P 2EB(X i E(XQ) CCx (1) x () E (1) £ ©

11
Xi1i E(XXg1)
£ ERX 1 By Xgki EXg ) £ : K
Xiiki EXXe:
. | ™ ki E(Xg k)
0 1 i
°x (1)
'k)'l :
°x (K)
xtili E(xti 1)

KK

}

0 1

°x (1)

@i k) (0 B
°x (K)
0 1
°x (1)
= V)T Cx @ K) (0 R

* (K)

+ Q4 (a) Ona 1
°x(0) | °x (1) eaex (k)

8
V (Xt) 0
% P20 @i () E G0 TE ERXX i E(XY) ¢B

ik+1 = °x (1)
: i K
°x (K)
puisque j x de d&pend pasde la date t corsidrge.
Soit alors(, 1;:::;, k) 2 R* et corsidroms A(,) = jks1 i ,1C2i ¢0¢ , Cys1s OUCisy =
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°x (i)
x (i 1)
°x(ii 2) ¢ estlai-ipmecolomede (1.

*x (i k)
Alors JA(, )i = i ksl
Or la premigre colome C, de A(, ) s'§crit

1
°x(0) i L1°x(@)i e, °x (k)

1
CA: c’)((l)
: i G E ik
°x (k)
°x (1) !
X
c K £ Go il vient
°x (k)
1 1
°x (1)

0 0
%O B 1 KE G E Cx@):ox(K)
°x (K)

Ca 0o 1 E

0

B KX
0
de sorte que *
0 0 1 1
°x (1)
i) = @xOi B 1 XEGYE Cx@iiox (KK iy

°x (k)

% Gi ]

Par corefiquert, pour tout | 2 N° jj j = ¥¢ ; ¢6e¥4jj 1j = 3§ ; 66e%4 °x (0)

W !
4 i« estsym@itrique et % : E £ (j k) ‘g (°x (2);:::5°x (k) estun r@el (donc §gal p son transposg) et d
°x (K)
0 1 0 1
°x (1) s X
°x (0)i %} g(i DV Ex @it (K) = o (0)0 (Cx @k (K) ik E-) : K = %
°x (k) °x (k)
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Y% = V(Xti EL(X{jEw1))
= YI’2T|15IkI’]1V(X‘i Y)

min  V(X;i Y)

Y 2Bk VoB+1

V(Xti EL(X4EJ))

= 37&

La stite (¥§),,,- estdonc d§croissate et minore (par 0), donc corvergerte.
Notonsen n & =< 1;Xy; 1;::: > ; alors pour tout | 2 N°

Y = V(Xei EL(XJE) = minV (Xei Y) - minV(Xii Y) = %

Et rciproquement, (3%i ¥4 ) - KEL (X{E)i EL (XyjE; )k? jjiil o de sorte que

Hijiil A

(c) On aalors

. Ji kel
I||£n log——~

Jikl

i ¢
log' %

X

= Ill:an— log

Ij:1~

= Iimllo
] 9

= Iimllog
i i

Jij+1
Jiji

par C§saro
i
|

Jijel
= il

ji I+1j

1, o
= |||£n—(|ogu|+1ji logj°x (0j)

|
- i 1I .
= ||£“|*091||+1J
+ Q5 (a) Onapourt2 ZE(X{)=0etpourh22ZzZ
8
< 1+ )%
°x(h) =, i g
) 0

En particulier X est stationnaire.

sih=0
sih=81
sinon
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(b) On apour k 2 N*°
0 1
1+ ju 0 ¢ee 0
VR R VR 0
k=% : :
0 VRN T
0 ¢ee 0 P 1+ R
On atout d'abord . ¢
s 27372
_ Jjid= 1+ uﬂﬂ
+ =
. - 1+®  ju - ¢
o — 32 = 2 3
fid=% TO 0 e 1+ 12+ 9%
puis pour k | 2, ennotant Ay = ﬁi K
iy 1=
— 1+ 12|00 —
. i W -
JAkJ = 0 -
Aki 1 -
= % -
(en d&veloppnt par rapport g la premi%e colonne)
—iHM 0 0 ¢ee 0
: ¢ M1+ 0
= (DM IR A DGR O iH 1P 0
0] o0 ip 1+ e

(en soustayant la %emipre ligne g Ialdgux'pme)

i P
1+ 10 JAGa+

i ¢ ) : .
1+ 2 jAG i HAK 2

Soit alorsk , 3tel que8l < k; jA|j= 1+ £+ ¢¢¢+ 2. Alors
- ¢ ¢ - ¢
T T Ol T TG R I TR T R T
14 224 2+ g0+ 229 2 12 Pt 60y (2 2
= 1+ 12+ ¢og+ 12

Version du 20050121-11h02, r@vis§e le 17 fgvrier 2005



Ensae SE206

Enoncg et corrig® destravauxdirigbsn*l p 8

Sgarce 2

2k +2

Ainsi 8k 2 N Lk = 1+ 12+ ¢+ p2k = L2

) :%k
En d€ nitive

&
1 2

8Kk 2 N°; jij = L™ 9

(c) ju < 1 donc l'unique racine %l de 1i pX esthors du cercleunit§ (si elle existe, i.e. si
16 0); donc 2 estbien I'in novation de X .

Ensae SE206

Enonck et corrig® destravauxdirig§sn*1 g 8

Sgarce

3 Travaux Dirig §s n*3

Enonc & de I'exercice 1

On corsidgre deux processs stationnairesdu secoml ordre X et Y vEri ant

23
8t2 Z;

Yi
X4

= At aXe+ U

PAoXii1+ M

ou U etV sort dewx bruits blancs d§corsde variancesrespectives¥§ et %% .
On supposeen outre que 0< jAjj< let0< Ay < 1.

+ Q1 SoitW=( i AALY( | AL)#Y.

Montrer que W est stationnaire et calcuer °y .

En d§duire que W estun processs Ma que l'on d§termineral®

Application num@rique :

a= 15 A = 04, A= 0.6, % = 0:016et ¥4 = 0:036.

Par ailleurs
X 1i, i ¢ i ¢ i, e
« logji] = o 109 1i 1F2 i log 1i 1+ log %"
1=1
7 log(li 1)
Kkt +1 ' Tk ! K
2
il
?
2 2
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+ Q2 Montrer que Y estun processg Arma que I'on d§terminera.
+ Q3 D€terminer la pr@visionoptimale Y* = EL (YijY;; 1;:::) et la variance de I'erreur de pr@vis

Yii Y5

Corrig & de l'exercice 1

+ Q1 On atout d'abord pourt 2 Z

Yt
donc (i AdL)Y),

AlYti 1+ aX[ + Ut
AL(@i AL)Y) o+ al( i AL)X) + (Ui
A(@i AL)Y) +avi+ (Ui AUy 1)

cestgrdire  (( i AlL)( i AzL)Y)[ = avi+ Ui AUy
soit Wy = avi+ (( i AL)U),
Alors
{ EW)=0 8 )
< a®% + (1+ A% sih=0
{ pour h 2 Z Cov(Wy; Wesp) = . i A¥g sih=81
) 0 sinon

i ¢ B
150n supposerapour ce faire que a?%, + "1+ A2 Y > 289
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En particulier W est stationnaire (et sa fonction d'auto-covariance est celle d'un processs et de plus que
Ma(1)). Cherchons donc £ et 2 bruit blanc telsque W = £(L)2 et £ de degt§ 1.

Donnons-nous pour ce faire un bruit blanc 2 de variance % > Oet , 2] 1;1[, et soit Z = Ye o= ?( i? ¢
( i ,L)2; cherchons g d§terminer 2 et | defasonpcequeZ = W. R OL)(i.L) Yy |
L'®§galite°; = °w pour h 2 f0; 1g corduit p i . P N .G '
o Y = T A+ AL+ AALZ =+ KLk Y
(1+.)% =a%+ 1+ A% A 0|
i Y2 =AY i, o e X
= i LT, (A A)FAA LYY
soit 8 k=0
<, 2%+ (1+A)% _ H H :|_ﬂ . lﬂ
»'TAJ'l‘O = i 0 = ¢ L)t oy
3 _ AY s
v = =L
e, @ AT 8 . P
oit donc 6 = @+ (M) (2% + (14 8)%) i 4% ainsi . 2]; 1 1[. Posors alors’ 2 = < W= VYuai 024y, 20 1045 1 0:095y; ¢
C 2R%, ' > ;\3/ Application num@irique:
( i L) W :2estpar corstruction un bruit blanc de variance %% = A% et de plus : et par ailleurs V (Y; i Y°) = 0:101
?
? 2

Application numfirique: On a a?¥%§ + (1+ A2)3% = 0:10276> 0:0192= 2A,%. Il vient
= 0:.095et % = 0:101.0n v@ri e que j,j < 1 et que la reprsemation de W est bien ) )
canonique (donc que 2 est bien I'in novation de W). Enonc § de l'exercice 2

+ Q2 On aimm$datemert
(i ALY( i AL)Y=( i ,L)2
A supposerque, 6 A; et, 6 A, Y estdonc un processis Arma (2,1) (sinon c'estun Ar (1)) ; _ _
enoutre cette reprsemation est canonique. oM % 2]i 1;1[et U estun bruit blanc de variance %% ind§pendant® de tout U’ pour j 6
On d§ nit Z = X1+ ¢¢¢X " ; on cherche p dBterminer la pr@visionoptimale de Z1.; fond§e
'obsenation desX' aux datesT; T 1;:::.

8i2J;nK (j L)X = U

Application num@rique: ( j 06L)( j 04L)Y = ( j 0:098.)2.

+ Q3 Soit ©(X) = (1 AX)(Li AX); les racines,{; et 73; de © sort toutes de module sup@rieu p + Q1 Montrer que pour toust;t°2 Z eti 6 j 2 J1;nK X', estind§pendant deX i .
un; dgne (voir - TD 2, exercicel )Y admert un dfveloppemen ensfiriep c¥stcients positifs DSterminer Z%; = EL (ZrsajX'r;i5; X ;X 1500, X "y 45010) et la variance Vi de |
Yi = o&? k, et enparticulier 8t 2 Z; (ALY, 1;:::. Par corsfiquent 2 est l'in novation de reur de pr@visionassai§een fonction desvariancesdesU'.
Y etenparticulier Y j Y* =2 + Q2 Montrer que Z satisfait une relation de la forme
On entire successiemen que
V(i ) =% £(L)Z = ¢(L)»
16| esdeux racinessort de mémesignecar leur produit 1 estpositif, et cesigneestpositif car leur somme%(—%M op £ et ¢ sort despolynbmes(de degfis nis) et » estun bruit blanc (on discuera selont
. ) . ) o ek P wegia les% sort deux-p-deux distincts ou non).
est positive. Le produit desracinesvalant 1, la plus petite desdeux est de module inf§rieur p 1, g savoir ———5———. i . i
7Parmi tous les bruits blancs possiblesde variance ¥ = A il n'y ena qu'un seul qui convienne, est c'est + Q3 En décuire que Z estun processs Arma  dort on d§terminerala forme canonique.
ngcessairemenz = ( i L) *W. i + Q4 Donner une condition sutsante pour que Z soit un Ar pur.

On d#taillera en particulier le casn = 2.

18Et cep toutes dates: 8t;t%8i;j; (t 6 t%ui 6 j) ! U', estind§pendart deU! o
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+ Q5 Dans le cas g§nral, d§terminer la pr@vision optimale Z73, = EL (Z1+1jZ71;Z7, 1;:::) fond§e
sur les obsenations agrédies.
Donner la variance V; de l'erreur de prévision asseiie en fonction desvariancesdesU'.
Comparer Vz pVy et corclure.

Corrig ® de I'exercice 2

+ Q1 Pour tousi 6 j et toutes dates t; t% U'y;U'y; 1; Ulo; Uiy, 15Ul ; Uy 13 Ulo; Ulyo 4 sOrt tous
deux-p-deux ind@pendants. Donc X '; et XJ 0 sort ind§pendants.
En particulier
A !
a X1 i
zyh, = EL Xl X o X M Xy g X Mgy g

X

= ELIXiTﬂinT;XiTil;:::
i=1

= XM+ 000+ X"y,

= [%X'r + 00+ X7 | puisque | %L estsols forme canonique car j% < 1

En outre
A !
i °X ¢ X i X i
ViZrai Ziy =V X'ra i Yo X't
A=t i=1 |
= v o lwxipsUc i wxis
Ai:l | i=1
=V Ui

i=1
9Z + 000+ 92

+ Q2 ObsenonsqueZ = ( | %L) U + ¢+ (  YL)' U", de sorte que pour tout polynbme
£ ona

£(L)Z = £(L)( | %L) *U + ¢ee+ £(L)( | %aL) *u" 2
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En particulier dgsque £( X) estun multiple de tousles (1 %X) I'expression(2) est poly
miale desdeux cot®s. Soit donc £ le ppcm (au sers de la division euclidienne de polynorn
deli %X,...,1i YaX. Alors Z v@ri e

X _
£(L)Z= L)V

i=1

— E(X) _ . .
ousi(X)= 55 =18 2 £ 11 Yag 2 ¥X) estun polyndbmede deg®n; - nj 1.
: Y6 Y%
Considg§rors alors V' = g;(L)U' tous stationnaires, et soit V = V! + ¢¢¢+ V",

Alors

Cov(Vi; Vi+n) = °yi(h) + ¢¢¢+ °yn(h)
En particulier Cov(VW;; Vi+n) estind§pendant det et donc (commebien-sar E(V;) = 0) V
stationnaire. En outre °y (h) = 0dgsque h , max; n;, cequi caractriseun Ma d'ordre au |
max; n;.1°

de variance %% ; notons ¢( X) = 1j X ¢¢¢i X9 Alors I'Ggalit® °¢( L) = °v reviert p
sysigmede d + 1 §quations (a priori non-lin§aire)

En:°eLy (h) = °y(h) pour h2 JO;dK

Soit alors ¢ °(X) = 1+ X + ¢¢¢+ £ X", et notons ¢ le polyndme carmonique assai§ (celui d
toutes les racines sort de module sup@rieur g un, voir TD 2, exercicel ). D® niss
en n»= ¢(L) V. Alors par construction » estun bruit blanc, et enoutre V = ¢( L)».
Ainsi

E(L)Z = ¢(L)»

avecd*£ - netd*¢ - maxn; - nj lettouteslesracinesde£ et¢ sort de module sup§ri
(ou €gal)p 1.

+ Q3 On sait que 1 n'est racine d'aucun 1j %X, donc n'est pasracine de £( X). Montrons que
ailleurs V n'est pasint&g§.
Attention :
Il ne sutt pasque Z (et donc £(L)Z) soit stationnaire pour interdire que £ ait une rac
unitaire : X = (i L)2 estpar exemge stationnaire TD 1, exercicel ...
Dans le cas cortraire, soit s 'ordre de multip licit§ de la racine 1 dans ¢, et soit ¢( X)

polynome 743J; ; on note » = T( L)».
Soit alorsN 2 N; comme(1i X) L, X<=1j XN** onadune part
A |
X

i ¢ AU
LY xVv = I]-i LN L)ty
k=0

BAttention, sik =l et°a(kj 1)+ °g(lj 1)= OalorsA + B estun Ma dordre apluskj 1...
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et d'autre part A | A |
X X e ,
LY V= LY £ oi(L) U,
k=0 i=1 k=0

3
=]
Considgrons donc pour i 2 J1;nKet N 2 N le polyndme E:o Xk @;(X); commelesracines
de @; sort parmi les%, 1 X ne divise pas®; et donc .
A ! A !
i ¢ X X
1 XN*# = X% (@i X) nedivise pas XK @i(X)
k=0 k=0
Notons pour tout polyndmeP °(P) le nombre de c¥atcients non-nuls de P : alors® (a;(X)) ,
car o; estdedeg®n; , 1.Par corsiquert pour N, n; ona?®
AA ! !

° X< mi(X) , Njn
k=0
Donc en particulier
AR ! h; N e u 1,
v LY £a(L)2U = @AV Uy, (Nim) minj@j 3ijijl +1
k=0 i=0 ! ’
i ¢_¢
Autremert dit pour tout t2 Z V' LN* * il +L.
[

. . i ¢Si 1— i ¢si 1— ) , . . .

Soit donc © = = j LN* »= i LN# ¢(L)»: " eststationnaire puisque » est un

bruit blanc.
OrV(ti "tinj1) iNilij-i +1 , etdonc°-(h) ihilij:-:_ +1 , et donc

Svh)ijijl +1

Pourtant, les U' sort ind§pendants donc °y(h) = = ; °s,q)ui(h) et donc comme chaque
a;(L)U' estun processs Ma son auto-covariance est nulle p partir d'un certain rang (n; en
l'occurence), et en particulier

Sv(h)iiiil O

_2°SOit P(X) = " k-0 a&X¥ un polynbme de deg® P n'admettant pas 1 pour racine, et d§veloppons successiemert
XIP(X) :il vient

1 X X2 | ¢e¢ XP Xp+l 00¢ xNip oe¢ | XP+N
P(X) a a a; | ¢oe ap 0 [0 e | 0
XP(X) 0 ag a; | ¢ee ap; 1 ap [ ¢e| 0
b XNP 0 ag ¢ | ap
koo XEKP(X) |0 | @0+ & 00¢ | ag + COC+ ap | ap + CCC+ ap | €6 | ap + CCC+ ay | 66C | ap

iP o, ¢
Le ponn(’)meI k=0 Xk PF(X) est ee deg@ au plus N + p, et au moins N j °(P) monémes Xk ont pour c¥zcient

ap + ¢¢¢+ a,. Donc si © k=0 XK 'P(X) < N j °(P), alors au moins 2°(P) + 1 c¥szcients sort nuls, donc l'une au
moinsde N j 2(P) colonnesa; + ¢¢¢+ a, estnulle. Danscecas,P (1) = 0, i.e. 1 estracinede P ! Or 1 n'est pasracine

denmj, donc®  JLo XK mi(X) , °().

Version du 20050121-11h02, r@vis§e le 17 fgvrier 2005 39

Ensae SE206 Enonck et corrig® destravauxdirig§sn*1 g 8 SHarce

Ainsi, (Li X)® ne peut diviser ¢( X) ; on montre de fason idertique qu'il en va de mémep
toute racine de module 1, de sorte que V n'est pasint&g§.

En conclusion,

Z estun processs Arma (p;r), oup= d*€ etr - maxn;

Notonsquelesracmes 006G 1 def£ sort toutesde module inf§rieur p1; enoutre par constr
tion il enva de mémepour cellesde ¢.

En n, comme£( X) estle ppcm desli %X, il n'admet aucune racine commune avec ¢ (
sinon, ¢ admet par exemge %, donc il en va de mémepour ¢ ° car j¥3j < 1, et on mor
que1lj %X divise tous lesa;(X) cequi viole le fait que £ soit le ppcm deslj %X). Ains
représeration est canonique.

Notons en n que si les(%); sort deux-p-deux distincts, £( X) = (1j %X) ¢¢¢(1; YaX) etZ
un Arma (n,n-1).

Remamue: Le r@sultat reste vrai si I'on substitue p 1j %X un polyndbme canonique Rj(X) q
E,onque £( X) restele ppcm desR;(X), et s'ils sort tous premiersentre eux Z estun processusArn
i= 1d Ri, max; d*g; ).

+ Q4 Z estun Ar pur ssiV egtun brwt blanc, soit sir = 0, soit encoresi (0;:::; 0) estsoluion

sysgmede Yule-Walker B, : °¢(L)»(h) = 0 pour h 2 J1;dK .
Notons alors & (X) = , { + , X + ¢6¢+ | X", avec, ;= 1. Alors pourt 2 Z

XX
Vi = ,LU'nk
i=1 k=1
et donc pour h2 N
X X o i .
COV(Vt;Vti h) = ,L,{COV Ultik;UJti hj |
BEH-n 0. ke oy
0- 1 n
X X ) )
= vkl i=i tiketihi 1 %
Lii-n . k.
0- 1. n
XX i 2
= ,k,kih%
i=1 k=h

Par consfquernt Z estun Ar pur ssi

P, i ) ¢
8h2 JL;nK L, b L+ Gee+ Lo h =0
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En particulier dans le casoun = 2et% 6 Y% ona £(X) = (Y2 + %)X + YY%X?,
ay(X) = 1j X etoy(X) =1 %X

Donc Z estau plus un Arma (2,1), et c'estun Ar (2) pur ssi

Vit + %% = 0

+ Q5 Commeaucune racine de £( L) n'est de module 1, » estl'in novation de Z, et donc 8t 2 Z;» =

Zii Z;%; en particulier
s i ) ¢
ZZ=7; »=" | ¢(LELL) Z

op £( X)I 1 admet un d§veloppemert en puissarcespositivesde X.

Par ailleurs 1 n'est pasracine de ¢, dong,toutes lesracinesde ¢ sort de module strictemert
supBrieur g un; on d§ nit donc ‘(X)) = 5 aX  Notonsqueay, = 5 = = 1.1l vient
alors

i ¢
Vz = V Zrui 2%

= Vg»]'ﬂ) . ¢
=V oe(L) M ag(L)Ut+ gee+ (LU,
RA ! !

= \Y; allk +U'ry

i=1
= Y3+ 000+ %
= VX

Ainsi la pr@visionfond§esur les obsenations agridgesest moins bonne que celle fond§esur les
obsenations individ uelles, et ce alors mémeque lesU' sort ind§pendarts !
Notons en n quil n'y a §galit§ que si pour tout i 2 J1;nK 8k 2 N°al = O c'estadire si
¢( X) = g;(X), soit nalemern si

Y4 = ¢0C= Y4

i ¢ i ¢
“?!La condition s'§crit pour h = 1:\ "31+ 31 9%+"' 224 229 = 0" cest-pdire, compte-teru de ce que
Jh=det =%\ 24%+ 2%%=0"
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Enonc & de I'exercice 3

On corsidare un processss stationnaire X v@ri ant
i ¢
i 2Ycospl + 18L% X = 2

ou¥%2]i 1;1[, u2]0;¥] et 2 estun bruit blanc de variance %%.
+ Q1 Soit (Un)n2z 2 R? la stite r§ele d§ nie par

s
Uo; U1 2 R donn@s

8t2 Z; uj 2¥cospy, 1+ YUy, =0
Calculer le terme g§rral de u.
Justi er I'expression\ u est quasi-pBriodique™.

+ Q2 Montrer que 2 estl'innovation de X, et calcuer °x .
Application num@rique: Tracer°x lorsque % = 1, %= 0:8et u= %‘/

+ Q3 Etudier la dersit§ spectralefx de X, en particulier lorsque ¥2! 11 .

18 T T

Y= 0'8 ——

L o= 05 4
16 Ve 0:85 —

14+
12
101

gl

0 ! : I I I I
0 0.5 1 15 2 25 3 35

17! 1
Graphede! 7! oA RS

Corrig & de l'exercice 3

“ ﬂ IJ " L 1'|'
+ Q1 Soit Uy = u“t et A = 2/2(:losu 63
ti 1

At £ Up. Or les valeus propres de A sort lesracinesde Ax(X) = 1 2¥cospX + ¥BX?

. Alors A estinversible et de plus 8t 2 Z; U
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T .. oM ew o T
sav/oir .& ™ et &, Soit donc P inversibe telle que A = Pi 1 £ 0 L £ P ; alors
i1 . Lhet i 0 i . -
U=P1lE 0 Lha 1 P Uy, donc soiert ®;" tels que
8t 2 Z;u = @At + T1hel W
En particulier on a VA
[ ®F ¢ = U
% ®eM + 7ei I = Uy
d'op on tire 1 !
® = Harewi U
o= Upj ®
et donc “nalemen q
Uz

8t 2 Z;u, = (®+ )%hcostu)+i(® )¥sin(ty) = ug¥hcogtu)+

Ysing tanp

Un

4 I ! I
0 5 10 15 20

(Un)n230:20¢ lorsquep = 2%, %= 0:8 et U = ui =, 1

%
+ Q2 Lesracinesde ©(X) = 1j 2%cospX + ¥8X2 = '1i 1/zélx¢l11 Y%eWX  sort de module £ > 1;
par corsiqlert la repr@setiation \©(L) + X = 2" estla reprsemation Ma canonique, et 2 est
I'in novation de X .
En particulier, pour tout h, 12 estindgpendant deX; , cequi s'®crit

L'expression\qu asi-driodique” tient g ce que u estbornBeet que & . est p@riodique.

¢
8h, 1; Cov'li 2YcospXy; 1+ Xy 2 Xgh =0

soit encore
8h, 1;°x(h) = 2%cos®x (hi 1)+ ¥&°x (hj 2)
et donc
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i Yo whsin(ty) |§£%Sin(t“)

°x suit la r@curence de polyndbme©

En particulier d'aprgsla question pr@didernte °x est quasi-priodique.
Pour d&terminer explicitement °x il restep d§terminer °x (0) : onaenl'occuencelorsqueh :

i ¢ 2
Cov Xij 2YLcosuXy 1+ ¥8Xy 2,20 = V(3) = %%

cequi s'§crit encore
° (0) i 2vcosx (1) + 8 (2) = 92

Pour calcder °x (0) il sutt de corstater que °x est paire et donc en asseiant I'§qguation
r@curencepour h 2 f1;2gil vient

8
< °x(0) i Ycosp °x(1) +¥%  °x(2)

= ¥

°x(1) i 2¥mosp °x(0) +% °x(il) = O

°x(2) i 2vgosp °x(1) +¥ °x(0) = 0

cequi s'§crit encore
8

< °x(0) i 2¥gosp °x(1) +% °x(2) = %
i 2vcosp °x(0) + (1+ %8 °x (1) = 0
% °x(0) i 2¥cosu °x (1) °x(@2 = 0

cedont on tire que

0 1=
- % j 2%cosu B -
@0 1+ 0 A-

0 i 2vcosu 1 _

°(0) = 0 1
x© - 1 i 2¥cosp & —
@ 2vcosy 1+ 0 A-
13 i 2cosp 1

Y (l+ %)
(1+ 18) + 44 (cosp)® | Y8 (1 + 1B) + 413 (cosp)?

Ya (l+ 1/Z)
1+ ((2 cosp)?i 1)(1/§+ 1B)i 5
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N W A~ O

o P

' ' ' '
AW N

L | I
0 5 10 15 20

°x lorsque¥ = 1, p= Z* et di@frentesvaleursde %

1
‘ ' "= 0.8 ——
0.8 =05 -
Y= 00 ——

1 ! I I
0 5 10 15 20

°x lorsque¥# = 1, u= % et di®§rentesvaleursde ¥z

On obsene que °x est psewlo-pgriodique et que le facteur important est sa\vitesse d'aplatis-

semett' ¥2
+ Q3 Onapour! 2]i %%
1 %
RN CTCOTEZ
% 1
T 241§ 2vcospe! + 13e2 |
_ ¥ ¢ 1

2 (1j 2vcospcos! + YBcos(@ )2+ (i 2¥cosusin! + Bsin(2 ))°
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Soit donc g(! ) = %‘ﬁ; il vient
Y5
: 1+ 443 (cosp)? (cos! )% + ¥4 (cog2! ))?| 4vcosjcos! | 243
, | 28 cospicos! cos(2 ) + 443 (cosp)® (sin! )2+ ¥ (sin(2! )% 248 cosusin! s
A )
2'1+ &8 (cosp)?+ ¥4 | 4Ycosicos!
i 2%cos(2)i 248 cosp(cos! cos(2 )+ sin! sin(2!))

a')

Or 8a;b2 R; coqaj b) = cosacosb+ sinasinbdonc

i ¢
g(') = 2'1+ 4 (cosp)®+ ¥4 | 4vcosucos! | 2¥5cos(2! )i 244 cospcoq3! )

Donc

g{!) = 4cospvisin! | 4%sin(2!) i 6Y8 cospsin(@ )
En particulier g° s'annule et change de sigre sur ]0; %4, de sorte que g admet un minimum
I 5 2]0;¥4.22 Donc fx admet un extremum en! . ) ¢ ¢
Lorsque ¥l 1, ©(X) corvergenormalemen vers1j 2cospX+ X2 = 'Xi et 'xien,d
toutes lesracinessort unitaires. On peut mortrer enoutre® que! o ix/i .1' W : ainsidansle

limite oy X deviert un processs int§gt§, la dersit§ spectralede X corverge(simplemert) v
la massede Dirac sur fug + 2¥Z.

22| e calcul explicite de ! o, par exempledans le casop p = %‘ est tout-ja-fait passionnan et laiss p la sagacit
lecteur.

ZEgssertiellement, (Y1) 7! g4 ) est C!, et p est I'unique racine sur ]0;%f de gi(! ). ! o vBrie lorsque %! 1
4cospsin! o j 4sin(2! o) | 6cosusin(3! o) = 0 dont I'unique solution sur ]0;¥f est! o = W
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4 Travaux Dirig §s n*4

Enonc § de I'exercice 1

L'objet de cet exerciceest de pr&seter la m§thode de Beveridge-Nelson  pour représen
ter tout processs mémeint®g® comme sommed'une marche al§atoire et d'une composarte
cycligue (stationnaire).

+ Q1 On corsidgre un process auto-r§gressifint®g X v@ri ant

(i DAL)X =2

ou A estun polyndme sars racine de module un et 2 un bruit blanc de variance %%.

(a) Montrer que quitte g substituer g2 un bruit blanc ~ de variance plus faible, on peut sup-
poser(ce que I'on fera par la suite) que touteslesracinesde A sort de module strictemert
sup@rieur g un.

Bn deduire que A(X) admet pour inverse une sgrie absolumert corvergerte A(X)' 1=
+1 k
k=0 : 3

(b) On supposed@sormaisque la sgrie @@ x 7! A(lx) est absolumert corvergerte. 24

Montrer qu'il existe une sfrie corvergerie (de rayon au moins 1) A telle que

L1 -
A(X) 1—ﬁJf(h X)A(X)

Calculer sonterme ggriéral.
(c) Montrer qu'il existedeux processg T et C tels que

X=T+C
etou T estune marche al§atoire vEri ant (i L)T = g7;2 et ou C est stationnaire.

(d) T et C sort-ils corr§lis?
+ Q2 On sedonne un autre d§composition de X

8
< X= M+S
(iLbM= U
S= B(L)V

ou B estun polynébmedont toutes lesracinessort de module strictement sup§rieur p1 et U et
V sort dewx bruits blancs (pas ncessairemend@cor§is) de variances¥§ et %5 .

1 . 72
(@) Montrer que $V (X;) i '+'i L
i
@2

Montrer que %§ = %

(b) Soit Y = ( j L)X.
Exprimer Y en fonction de 2 et en d§duire I'expressionde fy .

%4j.e. de rayon de corvergenceau moins 1 et absolumer corvergerte enx = 1.

Version du 20050121-11h02, r@vis§e le 17 fgvrier 2005 47

Ensae SE206 Enonck et corrig® destravauxdirig§sn*1 g 8

Sgarce

(c) Exprimer alorsY enfonction deU et V.
En supposart que U et V sort dgcor§s,en d§duire I'expressionde fy en fonctionde

ety%.

(d) D®duire de I'§tude de fy au voisinagede 0 que pour certains polyndmesA(X), U et V
pewernt pas etre d§cor§lfis (on pourra par exempge consid§rerle casop A(X) = 1

ou %> 0).

Corrig & de l'exercice 1

+ Q1 (a) Lemondbmel;j , X @tant inversibe ssij, j < 1, posors

Al

. M i
- i ¢, 1
A'X) = 1 i<a (i LX) Hgper 10 =X
sl
ou il; D i dfsigrert lesracinesA.
Ain'si A°(L) estinversite.
Soit © = ( j L)A®(L)X ; alors (voir TD 2, exercicel

4
] 2
V> 1si

variance

)

est un bruit blanc,

On peut donc supposersars perte de g§riralit®, quitte p substituer A pA et” g2,
toutes lesracinesde A sort de module strictemert suprieu g un.

Dans cesconditions, notant A(X) = (1 , 1X) ¢¢¢(1 j

P
avec8k 2 N; ax =

(b) On a

A 1A
1 Xl kyk ! kyk

= xR gee kX
A ko

i1+ CoRin=k s ill ¢ee, .
1 Xt

= akX
A(X) k=0

k

Xl

. nX) il vient
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P :
r pour e sorte que la s§rie | est corvergerie de rayon au moins 1.
Or pour M 2 N° d que la siri X g de ray ins 1
: . n posedonc A(X) = . I'; alors par corstruction comme ., & ij! z= OF
" AX" I ¥ 5 0 donc A(X ;'10 X al keo N FxEy
ax = a + A X1
k=0 k=0 k=0 _ _
o - i 5 AX) L= s+ (L XAX)
= adk + a0+  a(Xj 1) 1+ X+ ¢ee+ xkit
k=0 k=1 (c) Soit T la marche al§atoire d'origine O et v@ri ant 8t 2 Z; T, Ty 1 = Vll)zt, et not
. WA C=Xj T.Alors
= al“ i (1i X) aX!
o ;i‘;{ﬂ ! (iLc = (ibxXiT
i — i . .
= al 1 X a X B ﬁ(LI FECELT
k=0 =0 kej+1 = xp i DAL 2 (i uT
i P g (1)
Par ailleurs A estcorvergerte donc -, a admet une limite ~nie lorsqueM ! +1 , = (i L)A(L)?

et on posepour j 2 N

En particulier, il existe un variable “xe Z telle que 8t 2 Z; C, = A(L)% + Z, et dorx
est stationnaire. %

P
Notons ¥ = j E:Mak;alorspourtousM 2NetN, M+2 (d) Onapourt2z .
= - T{zm(zt"' ¢¢¢+2T1N)+TliNil
e e S Ci= @2 + @2 1+ 00¢
=0 i = =0 _k:j+1 B Or TelL2,, pour h | 1 et(donc pour tout N | 1
o 1 Pvo@opy 1 P 2 -
ja Cov(TiC) = 7 o OF g o COVCZ)

j=0§=j+1 X +CoV Tiini 1 koo ®2k + Cov(Ty n 13Z)

= jad + jai _ @+ 000+ @y X _
0 <k M+1 M+2- k- N h T%+k=N+1®KCOV(T“Ni1,2“k)

0- j<k

LS e donc “nalemer

= Kjagj + Kja] .
k=0 k=M +2 iP
« Cov(T;C) = aly  weo & ¥

= Kjaxj
k=0 " q En particulier T et C sort corr§lisp toutes dates sau bien-sor si A(X) = (1).
Xt X a

Kjayj @@ x 7! Tlx) = kaX* estabsolumert corvergerie. * Q2 (a) Onapourtoust2 ZetN 2 N

k=0 k

V(M)

V (U + 666+ Up) + Cov(Ug + 606+ Ug; M, 1) + V (M, 1)
%4 + Cov(U; + ¢6¢+ Up; M, 1) + V(M 1)

donc g la limite lorsqueN ! +1 et pour tout M 2 N

1 250n ne peut pas choisir Z qui est entigremen d§terming§e par la d§ niton de C = X | T; en revanche on
X supposerque Z est dgcor§lede tous les?;.

ibi- Kjad
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donc par Cauchy-Schwarz Ainsi, quelle que soit la d§compsition retenue la marche al§atoire est assaiep un br
blanc de variance > %

(b) On aimm@datemert Y = ( j L)X = A(L)i *2 et donc 2¢

p p
%50 V(U + 6+ U) V(M 1)+ V(M 1)
7§ + Cov(Uy + 600+ Up; M 1) + V (M, 1)

98+ V(U + 60¢+ uo) VM, 1)+ V(M,,) fe(l) = fy= _* %
A(e' )i? JA(e")j> 2¥a
soit
q p (c) On a par allleurs
4 | V(%? V(M) + V(M)
| —{z— Y=(CilLM+(jL)S=U+(ilL)BL))V
p__
it +1 g Or p supposerque U et V sort d§corifisil enva de mémepour U et( j L)B(L)V, d
o2 ] pour tout h 2 Z,
B+ Coé(ut + s FEJO’ Mia) + V(M) v+ veyv(h) = *u(h) + °w; LeEv(h)
g + | V(t%ﬁf V(M; 1)+ V(M) de sorte que
% 1 Xl o +il h
tr +1 fy(t) = >, us i Ly (h)e’
h=
et donc 1 Xt . 1 Xt .
= —  cuhe" "+ — v (h)e” "
2 2Y, 2/ :
V (My) or 41 ¥ *h=0
= fy(! )+ fai L)B(L)V(I )
Or V(X¢) = V(M) + 2Cov(M¢; S) + V (St) et donc 3
p p p p - z/éi/ 1 ¢ ey 2/%
e~ Y 4
VIM)i 2 V(M) V(S)+V(S) - V(X)) - VIM)+2 V(M) V(S)+ V(S)
et commesS est stationnaire (donc de variance V (S;) indgpendante det) (d) Soit donc A d§ nie sur R par
i 1 5 I S
V (X V(M 8l 2R A= —— % =%+ 1;i € B €& °%
(X p o,y VMY A= g = % L i
En particulier Alors pour cequi corcerre la deuxipme§galit§
P
8l 2R; '1i & B € 0
VX gl %> 0 ! :
et donc ) )
Or X = T+ C oy T estune marche al§atoire assaifep ™ = ﬁz et C stationnaire, donc 8! 2RI A), AO)
de fason similaire 1 Or par ailleurs A(0) = A(1)2 et donc
32
V( o) i i} A2 Vs L L
En particulier JA(E)T T JA)
% = ' 26" @stun bruit blanc de variance %2 ssi 8! 2 R; f- (1) = ﬁ'
T AW? Llrpeollcatlon découlede ce que f- (1) = L ,,° (he' " = 9 et la réciprogue de ce que Cov('¢; y; n
f-(1)el " hdl = ,f (0) (par symSitrie dellnt&gralesur]' Y0 et ]0; ¥4).

2% Ii Y4+ ¥
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Considgrors alorsle casop A(X) = 1j X opu%> 0:ona
JAG 1)j% = j1+ %P = 1+ 2%+ B> 1§ 2+ Y8 = JA(L)}?

cequi cortredit le r@sdtat pr§didert, de sorte que U et V ne pewent pas etre dgcor§ifs.
Cecirestevrai plus géniralemen si %22 C avec<(¥} > 0: notant 2= a+ ib il vient
P

AT =R P 5 s
o - =j /m——jlﬂ/g = 1+2 a2+ PP+ a2+ P> a2+ B+ 1j 2a= jA(L)]

puis de fason plus g&rralesi A estun polyndme quelcorgue (sous forme canonique) dont

lesracinessort toutes de partie r§ellepositive.

Ainsi, il n'est pas toujours possitle de d§commserun processs Ma int§g® en somme
d'une marche al§atoire et d'une tendance dont les bruits blancs ass@i§s sort d§cor§ifs.
En revanche la d§compsition de Beveridge-Nelson  esttoujours possille (sous r§sene
que A{X) soit corvergerie).

Enonc § de l'exercice 2

En 1978 Robert E. Hall propose et fonde empriquemer dans\Stochastic Implications of
the Life Cycle-Permarert IncomeHypothesis: Theory and Evidence" un modgle selonlequel
la consommation des mgnagesstit ...une marche alatoire! L'objet de cet exerciceest de
pr&seter trpsbripvemen ce rsutat.

+ Q1 On corsidgreun agert dont |'utilit $u(§ pchaque datet d§pend uniguemert de saconrsommation
¢. Sessoucesde reverus sort le travail, qui lui rapporte w; ertre lesdatest ett + 1, et le
capital, qui lui rapporte rk; our dsigre le taux d'int§ret réeldu march® (suppod® constart) et
k; le stock de captal accunul§ p la date t.

(a) Montrer que la cortrainte budgtaire de I'agert p chaque datet 2 Z s'§crit
Keew i ke = (rke+ we) j G

(b) On supposeque lesreverus du travail pla date t+ h sort incomus g la date t, et mod§lisgs
par la variable al§atoire Wi, ; on note | ; I'ensenble d'information de I'agert disponible
pla date t.

Montrer que le choix g la date t du processs de la consommation future de I'agent est
d§termin® par le programmede maximisation

—MaXg, .,y i E (U (Cii Craa s 1) 1)
s.c. 8h, O kine = ((T+ r)Keen + Ween) i Cren
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(c) Ecrire le lagrangien assai§ et en d§duire les §quations d'Euler

@(Ujl ) 1
. @(fh -_—
8h, L @EUll) T 1+
@i+hj 1

(d) On supposeque I'agent a une pr&férerce pour le présemn de+, O.
Donner l'utilit § intertemporelle U (C;; Ci+1;:::) tir®e du processs de consomma
(Ci; Cron;s i)

(e) En supposart que l'utilit § u(§ de I'agernt est quadratique et que = = r montrer que
pro | de consommationfuture anticip § p la date t estcorstant : 8h, 0; C, = C?

(f) Montrer que pour tout H , 0

x Clnih :(1+r)kt+)6 Mi ;kHHﬂ
o (LT oo (DM (L4 D)H

(g) En faisart I'nypothpsequ'il n'y a pasde cavalerie (i.e. limp; ‘(‘i;“r*)lh = 0) mortrer ~n:
mert que

ot+1 ot Xl r

Cai i G = T hil
+ h+1

no (1+7)

(E(Wisneajl t41) i E(Wienaajl )

+ Q2 On supposetout d'abord que les salairesfuturs suivert un processs Arma de la forme

¢(L)W = £(L)2
ou ¢ et £ sort souws forme canonique et 2 est un bruit blanc. On supposeen outre qu'a to
datet, |, cortient 2;2; 1;:::

(a) Montrer qu'il existe une s§rie absolumert corvergerie A telle que W = A(L)? et que 2
I'in novation de W.

(b) Calculer E(WH. h+1j| t) et E(WH. h+lj| t+1) pour h N 0.
(c) En d$duire que C est une marche al§atoire.

+ Q3 On supposecette fois que les salairesfuturs suivert un Arma autour d'une tendance d§ter

niste, de la forme
8t2 Z; ¢(L)W, = A(t) + £(L)%
opAestC, ¢ et£ sort sows forme canonique et 2 estun bruit blanc.

(a) Montrer quil existe une sBrie absolumert corvergerie A et une fonction A telles
W = A(t) + A(L)?, et calcder E (Wi n+1jl 1) €t E(Wesnsajl t+41) pour h, 0.

(b) Montrer que C est une marche al§atoire.
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+ Q4 On supposeen n que lessalairessuivert un processs Arima autour d'une tendance d§termi-
niste,?’ de la forme
8t27; (i L)'e(L)W, = Alt)+ £(L)%
aveclesmémeshypothpsessur ¢, £, Aet?, etavecd, 1.
(@) Montrer que si deux stites r§ellesu et v v8ri ert 8n 2 N;( j L)%, = v, alors
X1 X
8n2 N; u, = G i D+ Yy

1=0 i=1

(b) En d&duire que C estune marche al§atoire; g quel bruit blanc est-elleassaife?

Corrig ® de I'exercice 2

+ Q1 (a) Lesreverusdel'agent erire lesdatest ett+ 1 sort lesreverus du captal rk, et du travail
w;, le sed emploi §tant la consommationC; ertre cesdates.Le ° ux net de revenu estdonc
la variation du capital ertre lesdeux dates, soit

Kier i ke = (rke+wy) j G

(b) Compte-tenu desinformations | ; en sapossessiof la date t un ager rationnel cherche p
maximiser sonutilit § intertemporelle esfr@e(car il estneutre au risque) E (U (Cy; Ci+13))
par un choix judicieux de consommatiors futures, sars nfarmoins violer sa cortrainte
budg@taire p aucune date future (il n'a pasacgsau crdt).

(c) Le Lagrangien s'§crit

L(Ci;Crarsiitikp ks, o, 1) = E(U(CHCrasiidjly)
xl
+ sh(Keenss @ (L+ M) Keen i Ween + Cran)
h=0
@ - @&WUjl) @ - :
On apou.r.tout h, 1 @op = e tonetgi—= @+r),n1i ,h
Une condition n§cessairelu premier ordre estdonc que
@il )
Eiones _.h _ 1
@il ) h 1+r
@:Hh *

?TLa th§orie macro-§conomiquesuggare en e®etque le Pib est en e®etint§g§ d'ordre 1, et que la croissancedes
salairessuit celledu Pib.
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(d) L'utilit § attendue g la date t d'un choix de conrsommationfutur C;; Cy41;::: est?®

. ey — P+1 1
U(C;Crrsiil) =% [ WU(Cnh)

(e) u §tant quadratique, uYx) est proportionnel g x ; commepar ailleurs
! T
@ , @ (u(X)j! 1)
— (x 7! E(u()jl = X7 ———-—=
@( (Uit 1)) @

il vient pour h, 0

ﬁmcwhﬂ _ 1
ﬁWCt+h 1+r

c'est-@rdire commex = r

gh, 0,CX, = C

B

(f) On a successiemert pour H | 1

C = W + Q+r)k Kis1
Cin = Wit + A+ ke i Ke+2 £ ﬁ
Cisn = Wit 1 + A+ 0ken i Kensa £ ﬁ
H Ci+h P H Wi .
donc h=o @rrF = h=o @rm T 2+ r)k; i KisHe+t

(g9) En l'abserce de cavalerieil vient

Xtocy, - XL E (Wirnjl 1)
ho (D) (1+r)h

+ (1+ 0k
h=0

cequi s'§crit encore

1 XU E (Wl
— tnt - (W, tht) +(1+ Nk
1i T h=0 (l+ I’)

soit .
XY P E (Weanjl 1)

Rt e

h=0

et donc “nalemen, commek.; = (1+ r)k; + W, j C

- P ) ) -
%8le c¥axcient + sert g normaliser ;:10 ﬁ = 1 De tout fason puisqu'une fonction d'utilit § de Von Neum:

Morgenstern est d§ nie p une transformation atne positive prgs, celane changerien g la suite.
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at+l . ot — P +1 i = H
Cor i C'= oo @mrypr (EWienaajl 1) i E(Wisnsajl o))

+ Q2 (a) ¢ ®tant suppos® sows forme caronique, sesracines sort toutes de module strictemenrt

stp&rleu q:un et donc (v0|r
¢(X) =l @
SO|t alors A(X) =

con/ergene.

TD 2, exercicel ) il admet uneinversesows la forme

®KXk £(X) : A est absoluneg corwergeqpe car £ estde degi§
;enoutre W = ¢( L)l E£(L)2 = A(L)? et la sgrie

L ®&X* £(X) estabsolumert

+1

s . . ’ P, S
De faeon smﬂ@re £ estinversible et en notant ¢( X)E( X)i1 * = 5 “kXk il vient pour

t22Z2 Wy =
(b) NotonsA(X) = ;2 aXk.
On atout d'abord pour h, O

Xl
Wisner =

k=0

et donc

1 kWi k + 2 et donc 2 estl'innovation de W.

a-kzt+ h+1j k

. P
EWuhajl )= 4o

k=h+1 ak2t+h+1i k

De fason similaire on a

. P
E(Wishijl 141) =

+1
k=h ACrrn+1i k

(c) Onapourt2 zZ

AA 1 1l
X1 r AAxl X1 h
C+i C = W At h1i ki At he k
0 ~ ~k=h ~ k=h+l
AA ! A 1l
Xt X1 Xt
= Y A nPrarik A+ h2t+1 k
h+l i i
=0 @+n k=0 k=1
— Xt r ah2
- (1+ r)h+t 1
=0
le !
ran

2
h+1 t+1
, +r)

et donc C est une marche al§atoire, qui plus est assaieau bruit blanc Li 2.

+ Q3 (a) Posors A(X)
(t 7! ¢(L)i tA(t)) @ il vient

¢( X)i '£(X) (dfweloppfe en sfrie absolumert corvergene) et A :

8t2 Z; W, = A(t) + A(L) £2,
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En outre 2 estl'in novation de A.

Par ailleurs ona pour h, 0
1 ) 5 P
E(Wgnsjlt) = A(t+ h+ 1)+ F;(-:lhl.'.l e h+1j k
. X +
E(Wisnsajl +1) = At + h+ 1)+ 5p @Pienss; «

(b) Onapourt2 z

AA 1A
Xt r 3 Xt N Xt
@+t Alt+ 1)+ alenaik i Alt+ 1)+ a2t
=0 | k=h k=h+1

X rah
h+1
heo (1)

Ci G

t+1

et donc C est une mardhe al§atoire, encore assai§eau bruit blanc Li 2.
+ Q4 (a) Montronstout d'abord par rcurenceswr d, 1 que

X1 \ X
Un = dm( i L) u + Vig

1=0 1. ig-¢¢C iz- n
{ Lorsqued = 1 on aimm§datemert (avecla corvertion G = 1)
X0
Uni Unj1= Vn ' Uy =up+ Vi,

i1=1

{ Soit alorsd, 2 tel que la formule soit v&ri_&lelorsque( i d_)di u, = vy,
Alors en appliquart le r§sutat pour d= 1p ( j L)% tu, il vient

. di 1, — . di 1 X 2
(i D" un=0(1iL) U+ v

i1=1
donc en appliquant I'hypothgsede r&curence p u et I( P D)% g+ v .
vient
A . !
X 2 | X a1 i1
U = G i L'uo+ Ci L%+ v,
1=0 1 ig; 1°¢¢C ix- n ig=1
5 2 X ‘ X
= q]+|( i L)IUO + ( I—)dl 1U0 + Vig
1=0 b ig; 1-666 i1- n 1 1 ig-Cee iz n
X 2 X . X
= Gu(iDu+@ A (G L)% up + Vig
1=0 1 ig; 1666 ig- n 1 ig-¢¢¢ ig- n
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Or pour p;g2 Nona

X
1 = jf(ag:i;a)=1- ap- ¢¢¢- ay- g
1 ip-¢ee ig- g
= jf(agap+ Liinap+ pi 1)=1- ar- ¢ a, - qgj
= jf(biinb)=l. by < 60¢< by, - g+ pi 1g]
= Gipin
Donc
. [ i1 di 1 X
Un = G i D'uo+ GLE (i L)% ug + Vig
1=0 1 ig-¢¢t i1- n
X1 \ X
= Gu( i Dug+ Vig
1=0 1-ig:¢¢e iz- n

cequi achpwe la récurence.
En n, comme

0 1
X X X X
Vi, = @ 1A Viy = Cﬁ‘ Vig
1 ig-€e¢ i1 n =1 Qg g 1686 i1- 0 ig=1
il vient
P P
Up = Id:IOl G i D'up+ Gt L

(b) Soit A(X) = ¢( X)i 1£( X); alors
8t2Z; (i L)'Wun=A®t)+ A(L)2n

Donc d'aprpsle r§sutat pr@didert pour tout h, 0

X1 oL
81227 Wunes = GLI( i D'We+ Gt (At+1) + A(L)2w)
1=1 1=1
Or
X!
@i X' = G x
k=0

donc pour h, Oett2 Z (avecla corvertion G ! = 0)

X K1
Weene = GGG D Wy + Gl A+ 1) + A(L)2e)
0 k- I-dj1 1=0
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Orpour0- k- |- dj 1lona
E(Wti Kl t+1) i E(Wti W) = Wti ki Wt] k=0

Pk
Donc ennotant A(X) = 14 aX

E(Wirnegil t51) i E(Werne1jlt) X -
TROR 2o A -
= it E aWerinjk—lwe1 | E AW v k=1t
=0 % k=0 =0
x M Xt :
= q1,11 aWeaia ki W41 &
0 ksl k=141
KW !
= qifll a “n
1=0
Donc “nalemen — y
i ,— A Aw | |
Cri G = @+ )t G a %
0 1=0 |
X1 r 1
) W(ﬁ'ﬂl a
h=0 1=0

En particulier,

C estune marche al§atoire, asseieau bruit blanc Li 12

Ainsi, aussi g@riéral que soit le modple lin§aire r@gissan lesreverus du travail, la cons
mation reste une marche al§atoire; la seue hypothgseforte est de nature §coromique
postule que la fonction d'utilit § instantan§e est quadratique.

?
? 7
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5 Travaux Dirig §s n*5 Corrig § de l'exercice 1

Enonc & de I'exercice 1 + Q1 (a) On supposeici que le ~chier Donneesl.sd2est enregistr® dans le dossierW: nSas
Le programmecommerceradonc par

L'objectif estici de mettre en pratique les m§thodes habitu ellesde traitement des s§riestem-
porelles.Il s'agit en particulier de mettre en %uvre I'identi cation, I'estimation et la s§lection LIBNAME Td_SAS'W :nSasn' ;
d'un modgle pour une sfrie brute donnge. DATA table ;

. . . ) SET Td_SAS.donneesl;
Remamue: Lesprogrammes Sas r@aliss pour traiter cet exercicesort p envoyer g lissue de la

sBance(d0ment indent§set commert®s) g Guillaume.Lacote@ensae.fr .

+ Q1 (a) Fermer les applications qui ne sort pas strictemert indispensaldes g I'8tude des s§ries B la sute de quoi les donnescortenuesdans la table table —emregistedansle o
temporelleslin§aires(ce qui exclut Risk, Icq et Micr osoft Outlook ...). W: nSasndonneesl.sd2 sort accessitessows le nom table .
T§Mcarger depuis http://ensae.no-ip.com / SE206/ le ~chier de donn§esDonneeslau (b) L'atc hagegraphique sefait au moyende la PROGSPLOTde la fason suivante :
format Sas . ?°
Lancer le logiciel Sas, commerter un nouveau programmeet importer cesdonn@es. DATA table ;
(b) Repr@setter graphiquemert la srie XM SET Td_SAS.domneesl; o _
Commerter. ' time = _N_/* Permet de nommer explicitement I'axe desabscisses/ ;

. . . — . . PROC GLPOT ;
Mettre en @vidence la saisomalit§ $vertuelle de XM, et d& nir le cas@h@art DeSaison PLOT XM * time /* TraceXM en fonction du temps*/ :

la sBrie d§saisomaliste. SYMBOL I1=JOIN :
(c) Etudier lesauto-corrlogrammespartiel et inversede la sBrie DeSaison. RUN :

Est-elle int§g@e? D§ nir le cas§d@art Desint , la s§rie di®@rercifede DeSaison, et

r@it§rer le processis tant que n§cessaire.

(d) Etudier lesauto-corrlogrammespartiel et inversede la s§rie DeslInt . On obsene que la s@rie senble pgriodique, de p§riode 12.
Proposerdesordres maximum p°,d° et g° vraisenblables pour la sfrie DeSaison. On d§ nit en consfiguence la sBrie d§saisomalisfe DeSaison au moyen de la fonct
(e) Estimer le modgle le plus g§riral Arima (p®; d°; ) suivi par DeSaison. retard LAG de la fason suivante : *°
VE&ri er que ce modple est valide. DATA table :
(f) Redercher s'il existe des sous-madglesvalidesdu modgle Arima (p*; d*; g°) pour la sgrie SET Td_SAS.donneesl;
DeSaison. 3 DeSaison= XM - LAG12(XM) /* LAG[n|(Y)(®) = Y(t-n) */ ;
Quel modgle proposez-wus nalemert de retenir pour la srie XM?
+ Q2 En suivant une dgmarde analogue, proposerun modgle valide pour la sfrie cortenue dans le
“chier Donnees2.sd2 (c) Publi-information :
+ Q83 (facultative) Etudier les sBriescorntenuesdans les ™ chiers Base92.sd2, Champ.sd2 Lait.sd2 , i
Pari2.sd2 , SNCF.sd2 TauxLongs.sd2, Traffic.sd2 et Viande.sd2. Auto-corrglation . d*Ar P I Ma(q) . grma (p.9)
. Bcrdt exponertiel- . Bcrdt exponen
1
Directe ¥th) lemert vers 0 nulle p partir deq+ 1 lemert vers 0
Partielle r(h) | nulle p partir dep+ 1 (?) nulle p partir de |
; . d€crct exponertiel- d€crdt exponen
1
Inverse¥s(h) nulle p partir dep+ 1 lemert vers 0 lemert vers 0
29 e “chier Donnees1.sd2 est au format Sas version 6, le chier Donneesl.sas7bdat au format Sas version 8 30Un fason habituelle de dsaisonnaliserserait d'§tudier la sirie moyennfesur une p§riode M1 XM = ( + L + ¢
et le chier Donneesl.txt au format texte prét g &tre import§. L)X M (voir TD 1, exercice2 ); cependart sousr§sene que l'on parvienne g modgliser DeSaison = ( j L))

sousforme Arma le modgle nal en XM seraplus simple, et c'est la dgmarde retenue ici. Cependart le reste de I' §t
pourrait porter sur M12X M.
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Lesauto-corrlogrammedirect, partiel et inversepeuvert etre visualissau moyenI'option
IDENTIFY de la PROGARIMA de la fason suivante :

PROC ARIMA ;
IDENTIF Y VAR=DeSaisonNLAG=50 /* 0<= h<= 50% ;
RUN ;

L'option NLAGpermet de spici  er le nombre d'auto-covariances(inverses)g calcuer.
On obsene que les auto-corr@lations inversestendert (exponertiellemert) vers zgro; la
sBirie DeSaison estdonc apparammert stationnaire. Pour s'enassuer, on d§ nit Deslnt
la sBrie de sesdi®§rercespremigresde la fason suivante :

DATA table ;

SET Td_SAS.donneesl;

DeSison= XM - LAG12(XM) /* LAG[n](Y)(t) = Y(t-n) */ ;
DeslIrt = DeSaison- LAG(DeSaison) /* LAG = LAG1 %

gue I'on §tudie p nouveau:

PROC ARIMA ;
IDENTIF Y VAR=DesInt NLAG=50 /* 0<= h <= 50% ;
RUN ;

On obsene que les auto-corr§lations inversesne dgcroisseh pas exponertiellemert (mais
plutdt lin§airemen) vers z8ro, ce qui suggare que la sBirie DesInt est sur-di® §renci §e,
cequi corrobore la stationnarit® de DeSaison envisadieauparavant.

On seproposedonc d'estimer un modgle Arma pour la s§rie DeSaison. On sait qu'une
sBrie Y suivant un modgle Arma (p,q) esttelle que sonauto-corr§lation partielle est nulle
g partir de l'ordre p+ 1 et son auto-corr§lation directe est non-sign cative g partir de
l'odre g+ 1. On recherche donc les premiers ordres au-delg desqtels les auto-corr§lations
(respectivement partielles et directes) sort toujours en-deeft du fractile p 95% de la loi
normale (g savoir 1:96), ce qui conduit g proposerpour la s§rie DeSaison desordres 3!

d°=0,p°=3etg" =2

(d) On cherche tout d'abord p estimerle modgle le plus g&réral Arima (3,0,2) pur pour De-
Saison , au moyende l'option ESTIMATHle la PROGARIMA:

Ensae SE206 Enonck et corrig® destravauxdirig§sn*1 g 8 SHarce

PROC ARIMA ;

IDENTIF Y VAR=DeslInt ;

ESTIMATE METHOD = ML PLOT P=3 Q=2 ;
RUN ;

L'option METHOD=M}lectiome la m§thode d'estimation du maximum de vraisenblan
'option PLOT permet d'obtenir les auto-corr§logrammesdes r@sidus estims, a n
cortrdler la validit® du modgle.

Il faut en premier lieu s'asswer que le modgle estim@ est bien un Arma , ce qui revi
B s'assuer que le r§sidu estim§ est compatible avec I'hypothgsede bruit blanc : ¢
pratique p cet e®etle test de Porte-Manteau dort le r§sutat est indiqu§ dans la sec
Autocorrelation  Check for White Noise . 2

Dansle caspr@sen le test de Porte-Manteau conduit pacceper I'nypothpseselonlaquell
r@sicu estun bruit blanc, de sorte que la mod§lisation Arima (3,0,2) est statistiquemer
I€gitime. En outre, les tests individuels de nulliti  des c¥tcients du modgle sort
rejetfsau sell 5%, de sorte que le modple estim est §galemen valide.

(e) Sachant que le modgle Arima (3,0,2) est valide, on chercheen np - 3etq- 2telst
le modple Arima (p,0,0) soit valide. Pour ce faire on estime successiemert
{ un modgle Ar :
On cherche p mod§liser DeSaison par un modgle Ar pur, dont on sait que I'or
Bvertuel est au plus 3. On calcde donc

PROC ARIMA ;
IDENTIF Y VAR=DesInt ;
ESTIMATE METHOD = ML PLOT P=3 /* Implicitement, Q=0 */ ;

RUN ;
L'hypothgseselonlaquelle les r§sidus ainsi estim@ssuivert un bruit blanc est accet
donc on peut I§gitimemert admettre que DeSaison suit un modgle Ar d'ordre au
3. Cependant le test individuel de nullit € du c%z+cient assai§ au troisipmeretard
rejet § au seul 5%.
On r@estimedonc un modgle Ar (2) :

PROC ARIMA ;

IDENTIF Y VAR=DesInt ;
ESTIMATE METHOD = ML PLOT P=2 ;
RUN ;

dont le r§sidu estim® est toujours un bruit blanc (c'est heureux!), mais dont le sec

3lCette identi cation pr§liminaire ne sert qu'p §viter d'estimer ensuiteun modgledont la plupart desc¥stcients serort
non-signi cativemert non-nuls. En toute rigueur, mieux vaudrait retenir les ordres plus consenatoiresp® = 7etg* = 7
quitte B s'assurerensuite par un test statistique que les c¥%ztcients au-del@ de 3; 2 sort non-signi cativemert non-nuls.
Par soucide simplicit & on seplace directemert dansI'hypothpseou cestests auraient d§ja §t§ e®ects.

retard n'est toujours passign cativemert non-nul.

32La colonne Prob donnela pj value assaife: I'hypothgseque la variable estsigni cativ emert non-nulle estacce
g1l pvalue %. Par exempleune valeur de 0:023indique que la variable est signi cativemert non-nulle \|a 97%", tar
qu'une valeur de 0:452 laisseentendre que la variable n'est pas signi cativ e p 54%.
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On estimedonc “nalemert un modgle Ar (1) :

PROC ARIMA

IDENTIF Y VAR=DesInt ;

ESTIMATE METHOD = ML PLOT P=1;
RUN ;

qui est toujours valide et dont tous les c¥.tcients sort, cette fois, sign” cativemen
non-nuls.
Ainsi la srie DeSaison peut I1§gitimemert etre mod@lisge par un modgle Ar (1).

{ un modgleMa :
On cherche p mod@liser DeSaison par un modgle Ma pur, dont on sait que l'ordre
fvertuel est au plus 2. On calcue donc

40 PROC ARIMA ;

IDENTIF Y VAR=DesInt ;

ESTIMATE METHOD = ML PLOT Q=2 ;
RUN ;

L'hypothpseselonlaquelle les r§sidus ainsi estim@ssuvert un bruit blanc est accep$e,
donc on peut I€gitimemen admettre que DeSaison suit un modgleM a d'ordre au plus
2; enoutre tous les c¥atcients sort sign cativemert non-nuls (au seul 5%).
Ainsi la sBrie DeSaison peut I§gitimemert €tre mod€liste par un modgle M a(2).
En d§ nitive, la sBrie DeSaison peut &tre mod§lisge par trois modglesstatistiquemert
valides, p savoir Arima (3,0,2), Arima (1,0,0) et Arima (0,0,2).
Le critgre de parcimonie, selonlequel un modgle comprenant strictemert moins de c¥azx-
cierts est toujours pr&frabe, conduit nnanmoins g rejeter le modgle Arima (3,0,2) qui
estun sur-modgle strict g la fois du modgle Ar (1) et du modgle Ma(2).
Pour arbitrer en n ertre cesdeux derniers modgles,on peut recouir g un critgreinforma-
tionnel, qui met enrapport la vraisenblance du modple estim@ et le nombre de paramgatres
n§cessairepour l'estimer. Le critpre d'Akaike ( AIC) arbitre enl'occurence en faveur du
modgle M a(2), que I'on rentiendra “nalemert.

(f) En corclusion, on peut raisomablemert proposerpour la s§rie d'origine le modgle

(i L¥)(XM 0;377)= ( | 0;28a + 0;231.2)2

op 2 estun bruit blanc de variance %% ' 0; 233.
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6 Travaux Dirig §s n*6

Enonc & de I'exercice 1

On corsidgre un processs (X); o VEri ant le modgle Arima caronique
(i L)'E(L)X = ¢(L)?

de conditions initiales Z donn§es® et orthogoralesp (%), ,, bruit blanc de variance %2.
On s'int®ressep la pr@visionlin§aire optimale d'horizonh ; 0

+ Q1 Montrer que (¢Xt+n)p,, SUt la récurence lin§airede polyndbme (1 X)UE,
Application num@rique :

En d§duire (:X+n)p,n POUr h | 1 enfonction de X et (X1 lorsqued= 1, £(X) = (1 ’
et¢(X) = 1j £X.

+ Q2 Soit €, = Xsn i tXi+n l'erreur de prévisiond’horizonh ;| 0.

(b) Montrer quil existeune stite (ap), telle que
8h, 0; ey = ag?n + CCC+ ap; 1241

et que (an), 4 sut la rgcurence de polynéme (1 j X)9E( X).
Application num@rique :

Calculer (ay),, dans I'exemple prédidert.

(c) Calculer (V (en)),y €t endonner un §quivalert pour h! +1 lorsqued, 1.
Application num@rique :

Calculer (V (en))p,n dans I'exemple prédicert.

+ Q3 En supposart que 2 estun bruit blanc gaussien d§terminer un intervalle de pr@vision de
d'horizonh ; 1 able p 95%.
Application num@rique :

Donner l'intervalle d'horizon 2 g 95%lorsque X; = 12, X+ = 10et %% = 1.

+ Q2
+ Q3

P 337 estdonc un vecteur comprenart d+ d*£ valeursinitiales de X et d*¢ valeursinitiales de 2.
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Corrig & de l'exercice 1

P .y P
+ QL Notons (1} X)IE(X)= P @X et¢(X)= 1, %X

Alors pour tout h, 0
X d xd
Xesn =i & Xanii t+ Hi2%hi i
i=1 i=0
et donc pour tout h > q

Xeen = EL(XunjXg:i0 X0, 2) 0 1

Xa
i @EL (Xunl X XoiZ) + +EL@t+h..th;:'{gxo%
i=1 i=0 e
car 2 estl'in novation de X

K’d

xd
® X i + 0 carh>q
i=1 i=0

Ainsi gt “x8 (X+n), sut pour h > q la rcurence lin§aire de polyndbme caractristique
Li X)E(X).

Application num@rique :
£(X) = (1 iX) esthien sows forme canonique car 2 > 1 est sa sele racine, et il enva de
memepour ¢( X) = 1j 2X.

Par ailleurs (1i X)E(X) = 1j X+ IX?doncpourh, 2

3 1

tXtrh = étxt+hi 1i étXHhi 2
Donc il existe®;  tels que pour tout h, 0
Hn 1ﬂh
Xyen = @M+ 7 >

Desvaleus initiales pour h 2 f1;2g on tire alors

% B
h=1: ®+ 1 = X

h=2: ®+ ZitiH.z

d'op o
®= 14 X2 i Xe)

= 53X i Xuz)
et donc “nalemen

8h, L Xun= 3@ Xz i X))+ 5oz (Xesr i 1 Xie2)
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+ Q2 (@) Onapourh, O

& = Xghi tXsn
Xw—d min%;hi 1)

® (Xshiii tXteni)+ K20hi i
i=1 i=0

P .
ennotant ¢( X) = L, £X.3
Or Ya

0 sih- i
(Xt+hiii txt+hii):

€i Sih>i
donc

& = Pmln(hp+d ®Qn leln(th l)+21+h.

Proc&dons alors par rucurence swh, O:

{ soit anrsh , ltel que8| < h;eni 2 PRra;iii;20nii; alors

min§{|;p+ d) min%;hi 1)
& = o Ppy Send

..... i=0
2h 2[+1 ,,,,, 2t b il

cequi achpwe la récurence.

Autre m@thode :
On sait que X+n 2 Fap; i car? estlln novation de X . Par ailleurs, EL ﬁ(]zt, 1) Bt
la projection orthogoralede Y sur Fe¢;:::i, (Y i EL(YJj3;::2) 2 Wy

Or 2 estun bruit blanc donc (2i+n;:::) estune famille orthogorele, et donc dans Fp;:
I'orth ogoral de t?y;:::i esth?.p;:i::;2+1i desorte que nalemen

(b) Onae = Oete = 2.,. D§ nissors donc par rcurence (ay)n2n par

8

<& = p 1
a = ir11|n(hip+d) (5 + ®an; i) sih2 3+ 1K
a, = irr;l;\(h;p*'d)@ahi i sinon

Montrons alors par rcurenceswr h que 8h, 1; e, = ag?+n + ¢¢¢+ an; 12141
{ Onae; = 21 = ag?+1 puisque ap = 1 par d§ nition.

342 est |'innovation de X , donc X 150000 = PRy 15000, doncil n'y a pasdeterme en?..p; i lorsquehi i- 0.
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{ Soit alorsh |, 2tel que 81 2 JO;hi 1K g = ag. + ¢¢¢+ a; 1%+1 ; mortrons que

€n = ap%t+nh + C0C+ ay; 12441 .

Alors
min%;hi 1) min%;m— d)
& = i'k21+hik + ®er|]i
k=0 i=1 0 1
min%;hi 1) min§{.;p+ d) (h)(i)i 1
= BPunik t O a2y i | A
k=0 i=1 j=0
min%;hi 1) X X
= i'k21+hik + ®a4ii21+hil
k=0 1- i~ min(h;p+d) i- |- hj 1
min%;hi 1) N 1 X
= i'k21+hik + ®alii2t+hil
k=0 1=1 b i- min(h;p+d;l) 1
minw;hi 1) N 1 X
= i'k21+hi kK + @ ® ali iA 21+hi |
k=0 0 I=1 1 min(l;pi- d)
min%;hi 1) X N 1
= @ﬁ("' ®akiiA2t+hik+
k=0 1- i+ min(k;p+d)
X1
= a; K+ hi k
k=0

cequi achpwe la r§curence.

par hypothpsede rcurence

0 1
X
@ ®aliiA 2t+hil

I=min (q;hi 1)+1 1- i+ min(l;p+d)

Ainsilorsque h , g, la suite (ay), st la rcurence lin@aire de polynéme (1 X)9E( X).

Application num@rique :
On a tout d'abord

% T u
3 4 3 1
€ = éxti éxtil"' 21 gzt i éxti éxtili
cedont ontire ap = 1.
De méme
& = §e1 + 2000 24
2 5

etdonca; = 2apj 2= 5%

Puispour h, 3onaan = 3a,1i %an 2. Or lesracinesde 1j
donc il existe®;  tels que pour tout h, 0
(VIS I
ap=@1"+ ~

NI -

3Xi 3IX%sort let3,
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et desvaleus initiales 1

on tire “nalemernt

(c) Onapourh, O

V (en)

1
<
L

N

s

Nli ) ¢
aV (Bt+hi k)
=0 |
5 1

2 32
a” Y4
k=0

3
P .
Il ne reste plus alors qu'p d&terminer un §quvalert enk de ayx, puis enh de :.:01 ay
Con;me(ak)kzN suit la r@curencede polyndme (1 X)E( X) dont 1 estracine, on mor

que  piyal Wt 41 ®h%i 1 avec®> 0.

8h, q an= o(h)1"+ ~y(h), I+ ¢+ ~ (h), M, avecd* o = dj let8i2 JLrK d*; -
Alorspour h, 0

g X He
V(e = o)+ ik ¢ %
k=0, i=1
0 A 11
L X Kt L "z
= @ Tyk)?+2 o(k) (k). 1+ k), A
k=0 i=1 k=0 k=0 i=1

Notons alors “zle c¥atcient de plus haut deg (dj 1) de o; ainsicommed, 1o

_ ) . . . Phio, —
o(h) W a1 i 1. Soit par ailleursi 2 JL;rK; mortronsque [l o(K)Ti(K), K =
0 P+l

P, ._
0 iy oK) -
Soit m; un majorant de tous lesc¥tcients de ~; (en valeur absolue), et notons d; = d

35pPrises deux-g-deux distinctes ; ellessort en outre toutes de module inf§rieur g 1, et notammert di®§rertes de 1
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Alors - B
X1 — w1 . ¢
4 — — K— — | d K
= ok k), = o(k) dimik®
k=0 k=0 x
w1 LA !
dim; “o(k) S
k=0 k=0
_ P, _
Enn, comme ilk% K=y, ., O(1) % ona nalemen
X1 AN & !
“o(k)i(k), :( =u+1 O “o(k)
k=0 k=0

P, ii_
De la mémefaeonon a pour i 2 J1;rK L":Oll i(k), ik¢2 =n +1 O(1), et donc

A !
XX 2 X1 i g,
i(K), - max  r2 k),
k=0 i=1 ! k=0

= +1 O(1)

En d§ nitive, comme™ (k)3 K ¥kd% 1 on a (par C§saro)

Phiim 12 12p2di 1
o
V(eh)m\ ‘1 keo  o(K) Wt +1 Bh2di ijijl +1
360n a
1 X1
Kk ke
k=0 k=0

Or endivisant X% suivant les puissancescroissartes il vient quiil existe (°o;:::;%;; 1) tel que 8k 2 N;k% = °ok(k
1)¢eel + °4(kj 1)(kj 2)¢e¢l + ¢¢¢+ °4; 11 et donc

Xl xl cx; 1
kdi ko = 01K k
s ] s
k=0 k=0 j=0
xtoat Mg o
= % @ X 70 x Gi)
k=0 j=0
&1 H @ H 1 Al
= % — xT7! (,i) carla sgrie corvergenormalemert
i=0 @l 1i x
i1 _
= i
j=0
< 1
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Autremert dit, il faut selimiter g deshorizons de pr§visionraisomables.

Application num@rique :
Onaici pourh, 0

@) X “2 Slﬂz
V(e = -+ ==
i:O'&5 ﬂ52| ﬂ 1_[ |
—SUA o EILEEY
i— 5 5 52 5 4
|—O1T A “ ﬂ |
2 . 1 2 1
J T2y, BLE TITLE
5 551j 1 ﬂ5 1 L
1]
12 1 1
= _32 f— P = 32
ANt o5 2i i %

P ..
+ Q3 Onapourh, Oe, = ih:'olaaZHm i, et 2 estun bruit blanc gaussien Donc 7
!

N 1
Xti Xeen)=en; N O a %
i=0
Par corsBquent un intervalle de con ancel g(h) d'horizon h, qui esttel que
P(Xwn2lgh) =1 ®

est

' WP TS
lo(h) = Xun § a9V it %

op qﬂ‘%” d@sigre le fractile g 1; © % de la loi normale certr §erfidLite.

Application num@rique :

On a 1
X2 = (2¢10§ 12)+ =1 7127 10)=9
et de plus X
P . ¢ A M ﬂz!
_ 2, 2732 _ v — 19" 1
V(e) = ag+al % = 1+ 55 01 = 149 1:22
et donc

loses(2) ' [7:78; 10:22]

37.a sommede deux normalesind®pendartes est une normale, d'espranceleur sommeet de variance leur somm
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Enonc & de I'exercice 2

¢ Partie 1
On corsidgre un processs X stationnaire vgri ant le modgle Arma (1,1) canonique
(i ALX =( i )2
ou 2 estun bruit blanc de variance %%.
On s'int@ressepour t 2 Z pla pr@visionlin§aire optimale d'horizon 1

X1 = EL (Xa1 jX¢; X 15517)

+

P P,
Q1 Montrer qu'il existe une s§rie absolumert corvergerie | a telle que (X1 = k:11 aX a1 k
et donner sonterme g§rral.
Q2 L'obser\gion de (X)i< o Btant impossilde, on d§ nit pour t 2 N la pr@visionlin§aireemprique
t+1 = };]i akXHl] k-
Exprimer xm en fﬁnction de X Etﬂ 1)@.
3 S

+

2
Q3 On d§ nit g = éE Xii g Xy I'erreur relative de la pr@visiontronqu§e.

+

Exprimer e.; enfonction de €.

Q4 Calcuer °x (0) puis eg.
En d&duire I'expressionde (&);.

+

U3 ’ 2ﬂ
Q5 Que dire de l'erreur de la pr@visiontronqueE X, | Xy lorsquet! +1 ?

+

¥ Partie 2
On corsidgre dfsormaisp un processs (X); o VEri ant le modgle Arima (1,1,1) caronique
(i L) i ADX = (i W2
de condition initiale Z = (X; 1; X; 2;2; 1) orthogorale g (?;);, o bruit blanc de variance ¥2.

+ Q1 Montrer quil existeune s§rie absolumert corvergerie | a et une fonction f : N! R? telles
que

Xt
8t2N,Xt: akXtik+zt+Z£f(t)
k=1

Montrer quen outre Z £ f (t) ,le (0).

. L y P
+ Q2 On d§ nit de nouveaula prévisionlinGaireemprique X = s &Xee1 k-
Exprimer Q@Hﬁ en fonction deﬁ(‘;xti ety X
s :
2

+ Q3 Soit g = %E Xti ¢ 1)@ I'erreur de pr@visionrelative.

Exprimer e.; enfonction de e, et en d§duire I'expressionde €;.
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Hs ol
2
+ Q4 Quedire cettefoisdel'erreur dela pr@visiontronqueE X, | Xy lorsquet! +1 °

Corrig & de l'exercice 2

+ QlOnapourt2Zz

X1 = EL (X1 J X Xy 15:00)
EL (AX¢ + 201 | FBX e Xy 15:000)

car Fey; i = hWXy; i
Par ailleurs

200= (i UL)"gl\( iAL)?(t
Xt '
(i AL KLY X,

k=0
Xl
= Xe+ o UM AX
k=1
Donc en d§ nitive
. Xt i
Xer = (Al DXei 0 BT AX«
k=1
Xt
= HAT WX«
k=0
e )
= lei l(Ai u)xt+1ik
k=1

et on posedonc pour tout k 2 N

a = WA Y

. P -
La sfrie |, ;& estalors absolumert corvergerie car jj < 1 car le modgle est sots for
canonique.
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Ensae SE206 Enonck et corrig® destravauxdirig§sn*1 g 8 SHarce

+ Q2 Onapourt2N

) Xt
Ror = AL DX+ AT DXk
k=2
, X
= (A X+t A )Xy«
k=1
= | (Ai X+ Uy Xy ‘
+ Q3 Onapourt2N
M3 Al
1 2
€1 = ZE Xiet i x>ex+1
M3 3 - q
1 p 2
= 5 Xeri (Al Xii ks
T 3 o q
1 B 2
= %E (Xesr i AX) + 1 Xy t)eti 1
Ua A o q
1 2
= %E (e i )+ R Xei yaXe

3 3 . 3

1
= = V(i )+ 2000V 2 i B X g X F BV XX

4
2
= 1+ )+ 72 POV Xy + e
i W22

+ Q4 Onapourt2 N

°x (0)

V(XI)
= E X[
= E (Axtl 1+ 20 By 1)
= E (Ax[| 1+ 200 1By 1)

¢

= AZE th ; +0i ZALE(X1¢1 1)+ E ( ti K 1) car 2.l Xy 1

= Ry (0)i A%+ 1+ 18 %

Par corsfquert commejAj < 1 (car le modgle est caronique) il vient

° _ 1 A 2
x(0) = L2
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Par suite, on a
Hs nll
1 2
& = %E Xoi il)eo
_o1i,¢ 9 = Ly = _
= %E XO car; 1Xo = EL(X()],)— E(XQ)— 0
°x (0)
4
1i A+ P
1; A

Or par ailleurs e+; = [Pe + (1§ 12) cequi s'§crit encore
(eni =1 (ai 1)

de sorte que

a= (i 1)+1

Donc en d§ nitive

=1+ uZt (Hl A)

33

+ Q5 En particulier, lI'erreur absolue de la pr§vision d'horizon 1 tronquée E X 1)'(\
cornvergevers ¥4 lorsquet! +1 , puisquejij < 1 puisque le modgle est canonique.
Remarquons en outre que la vitesse de convergence est ggonftrique (i.e. rapide), et (
l'erreur est toujours sup§rieure p %2 siu> 0.

Notons en n que I'erreur maximale 1+ (“‘ ® est une fonction croissane de nu2]i 1,1
deA2]i 1;1[.%8
+ Q1 On apour tout t 2 N

Xe= (A+ DX 10 AXga+ 200 1By1

P
Construisors par rcurence (ax)kan €t (f (1)), telsque 8t 2 N; X, = L:l Xkt 2+ 2

f (). o . 1 o . 1
A+ 1 A+ 1
{ OnaXo=2+ (X;1;X;221)£E @ { A A etonposedoncf(0)=@ ;A A
i W i 1
{ Ona

X1= (A+ 1)Xoj AXi 1+ 210 Ko
Or par ailleurs 2o = |2, 1+ Xoi (A+ 1)X; 1+ AX; , et donc “nalement
o1
HA*' Hi A

X1= (A+ 1 WXo+ (X; ;X 22, 1)£ @ |u§
s

38E|le est dfcroissame en A au-dela de ﬁ maisA< 1< ﬁ
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etonpose 0 | 1
) PA+ L A

a=A+1ljp et Q=@ ;pA

i

{ Soit alorst , 2 tel que a;;:::;a; soien construits et f (0);:::;f (t) d§ nis; supposors en
outre que 8l 2 J3;tKa = pay, 1. *°

P
Construisons alorsag.; et f (t+ 1) telsque a4y = pag et Xiug = Lzll X1kt tZE
f(t+ 1).
Ona

Xer1 = (A+ DXy i Axti 1t 2 UZA |

y !
aXy ki ZET()

= (A+ DXi AXga+2mi B X
k=1

) 3 Xt
= (A+ 1] WX+ (Magi AXy1+H

k=2

Xy k+ W EF(L)+ 2

Posors donc a;+; = pa; et f (t+ 1) = pf (t); alors par construction

1
X1 = Xkt 2+ ZET(L+ 1)
k=1

cequi achpwe la récurence. p
On corstruit ainsi (ax)k o et f telsque 8t 2 N; X = L:l a Xy k0+ 2 +Z7£ f(tl.

PA+ Ui A
Enoutre, onapour k, law; = Kila;etpourt, 1f(t)= i@ pA A,
YA
=] i K
En particulier, la sfrie |, a, estabsolumert corvergere puisque juj < 1 (le modple §tant sous

forme canonique).
Par ailleurs pour t , 1

KZ £ f (t)k, - ju" *kZ £ T (1)k, i Ui 0
carZ born§et jyj < 1, c'estg-dire

zef@ighil ©

1

39Cette hypothpse,gratuite lorsquet = 2, est ncessaireconduire la rcurrencedgsquet , 3, car le calcul ci-dessous
requiert la forme explicite desayx pour k < t.

Version du 20050121-11h02, r@vis§e le 17 fgvrier 2005 77

Ensae SE206

Enonck et corrig® destravauxdirig§sn*1 g 8 SHarce

+ Q2O0napourt, 2

+ Q3 Onapourt, O

)Q'l
t)et+1 = X1 k
k=1
xl
= alxt < akxt+1i k
k=2
= aX+ a1 Xy k

K !
Xt

= aXi+ Xyt A+ 1 Xt k
k=2

= aXi+ X1t l‘l(k”)i zaZXti k
k=2

= X+ X1t U
§=2
= aXe+ X1+ Moy Xei aXega

i ¢
B 28, Xy«

= [aXi+ (@i a)Xy a1t My X

Xis1 = (A+ 1)Xti Axti 1+ 2 i

etdoncpourt, 2

X1 i

Xer = A+ 1 a)Xe+ (@i @i AXy 1+ By 1 X+ 2 i 1

Or par d§ nition dea, a; = A+ 1j peta, = pa,j A, donc

et donc

Par consBquent

0
= (e, 1)+ 1= 26D iE
& (@i 1) M %
|

3

Xer i Rt = B Xei g1 X0 + 20

e = e+ (1 1)

1
VK] !
X1i oXi i 1§+1
_— {z 1}
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+ Q4 En n,

Elerzeray?

m
x
o
2%
1l

i P . ¢
E'(2+2 1+ (u+ pA] AX, 1+ PAX, 5)?

N 1, 0 i.¢ 1
(u+ A A2 E.XZ1g
A2 E X2,
(BB + 1) ¥
= £

i 2uA(u+ |JA| A) Cov(X; 1;X; 2)
i 28°(u+ PAT A) Cov(X; 1;2 1)
28w+ pAj A) Cov(X; 22 1)

Ainsi en giriral mémesi l'erreur de pr@visionabsolue X i ¢ 1)@ corvergevers¥Z, elle d§pend
g horizon "ni non sedemert de %% mais ausside la variance-caariance desconditions initiales
Z.
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7 Travaux Dirig §s n*7

Enonc & de I'exercice 1

On corsidgre une sgrie r&elle obsene (Yi) 230,200« POUr laquelle on cherche une reprsenat
stationnaire, et dont la repr§semation estla suvante :

+ Q1 Justi erle modgleoy y estla r§alisationd'un processs Y non-stationnaire vgri ant
8t2Z;0L)Y, =1+ t+2

of 2 estun bruit blanc de variance %% g d§terminer.
+ Q2 Montrer gu'il existeun polyndbme©* tel que Y vEri e

Bt2Z;CY, =1+ t+AY, 1+ O(L)E Y + 2

opu¢ = j L.

mptres est la suivante (op LX d@sigre la sBrie (Y;; 1),,, €t LY i d@sigre la sfrie (¢ Yy, i)
):
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Analysis of Variance (d) Lar®gressiorde ¢ Y, sur hl;t; Yy 1€ Yy al :
Sum of M nalysis ariancé
Saurcs OF Squares SGU::: F Yalue Prob2F e o pariened s £
um o Mean
Model 10 2.14857 0.216 Source DF Sauares Sauare F Valua
Error 179 1.85724 O.Nt.ngg 20.901 g.oonl Model 3 2.22762 0.762647 71.388
C Total 189 4.02581 et e gnarsl .
Root MSE 0.10186 R-squars 0.5387 Root MSE 0.10178 R-sauare 9.5260
TR 1 HEE R A AR B
Parameter Estimates
Parametar Estimatas . Paramater Standard T for HO:
Paramster S¥endicd i Variable OF Estimate rror  Parameterz0
Variable DF Estinate *Irror  Parsmeteril  Prob > Sl S L I B
Lx 1 -0.036680 i =3. %
wieRcs 1 ooes  2awsmses s o3 s o053 B b hhaw pmammt o g o
1 0.006102 0.00294649 2.982 0.0033
LX 1 -0.036870  9.01233214 -2.990 0.0032 (e) Lesauto-corrélations directesdu modgle nal
LYl 1 0.727153 2.07300056 3.961 0.0001
Ly2 1 -0.050103 1.09109175 -0.550 0.5830
LY3 1 0.149478 2.09065962 1.669 0.1009 Autacorralations
LY4 1 -0:101392  0.09078450 1117 0.2656 covar
LYs 1 -0.000012056 1.09050397 -0.000 0.9999 Y Caaay T 10T 6% T LALLALLLS i
t;g } gggg;;} 1.08985815 -0.487 0.6268 2 %000ches  -0:0338% | . nel
- 0.98964794 -g. 010 ‘99 3 0.0011715 498 | xx 71376
Cva 1 00770640 0.07315238 10083 0:2437 R R ey
7 10:000s008  o.0aans | H 173057
o _ Phimans o g B
La mod§lisation proposge est-elleraisomable ? I lagoesins Riiai | g
— A i ) ) ) — 13 -0.0007829 686 | w 1073374
+ Q4 Justi erle modpleopu y estla r§alisationd'un processs Y stationnaire v@ri ant R R - Sr3ess
§ o » i
-0. i *ex .074115
BL27 GV 1+ t4 AY. 4 ACY. .42 R R s gt
L (O tat Al Yyt 5 31 ;0 0007z sss - ors3aa
R IR R
On slamL"era pour ce fa“—e su " marks two standard errors
(a) Le test deAMU , = 00e= Aw“ .= 0 dansle modglep 8 retards : (f) Lesauto-corr@lations inversesdu modgle nal
he SAS System {nvarse Autacorralations
Dependent Variable: Y & .t } aq Caorra - &7
e et o NUE B3 R R gl e Tas ez ig s s Ay
(b) La rgressiorde ¢ Y, sur ML t; Yy, 1;¢ Yy 130005 ¢ Yy s :
7 3 i % |
8 -0 I *
Analvsis af Yariance “; :g: I ‘! - i
Sum of Mean {é .g' | oo i
Sourcae oF Sauaras Sauare £ Yalue PronyFf i3 0. { lu: I
Hodled £ 2.24816 0.37802 36.277 0.0061 150 ! o) |
AmiE i 14 xast 1731367 CI | . |
s e o 18 o0 | vl |
225 Same S 33 Goeaes Yooolo | o |
c.v. 49 .06933 gé : | [ |
Parawster istingtas T i les: !
= 24 =% *| & I
Variable JF Tttt Stegdacd Préractanks Prob > [T]
INTER ~ . . —
{nercer 3362635 0.taeraty 3300 19800 (g) Lesauto-corr§lations partielles du modgle nal
LX 1 -0.031451 0.0112899¢ -2.786 0.0059
txé { .g ;:gé?g 0.07085748 10.445 0.0001
Lvs 1 0.166091 A R 5 et
(c) LetestdeAcy, , = ¢¢¢= Asy, , = 0 dansle modglep 8 retards :
fhe 5AS System
Depmndent Varisble: Y
Tast: Humerator: 0.0068 OF: 7 F value: 0.6597
Denaminator: 0.010376 OF: 179 Prob>F: 0.7059
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(d)
(h) Le test de Porte-Manteau du bruit blanc du modgle nal :
+ Q5 Montrer que le modple retenu s'§crit
(i %hYi=1+ t+ ACY, 1+ 2
et exprimer Y%en fonction de A.
+ Q6 Testerl'hypothpse H} : ~ = 0 et %= 1" en utilisant lestables suivantes :
@
(e)
+ Q7 Tester nalemen I'nypothpse HZ:1 = 0, = O et %= 1" et corclure.
(b)

(©
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Corrig & de l'exercice 1

+ Q1

+ Q2

L'obsenation de la sgrie fait apparaftre une tendance d§terministe lin§aire : la sBrie obsenge
est\assezproche" d'une certaine droite ¥; = a+ bt.

Si I'on admet, commele suggare son graphe, qu'a cette composarte d§terministe prgselle est
en outre stationnaire du secom ordre, alors le processs Y dont elle est la r§alisation admet
une repr@setation auto-r@gressie in” nie de la forme

OL)Y:i aj bt)=2

P .
Or, g supposerque ©(X) = ;:10 A XX ainsi que sa d§riviesort de rayon sup§rieur p 1 on a

Xl
oL)£(b), = b A(ti k)
E;(l ! AX1 !
= b A tib kA
k=0 k=0
= ot oY)

Comme®(L) +(a) = ©(1) £ ail vient ennotant ¢ = aj bOY1) et = bO(1)

OL)Ye =1+ t+2

En pratique, on secortente de chosir © de deg® ni mais assezgrand pour que 2 soit sign” -
cativemert un bruit blanc.

A" n de tester la pr@seme $vertuelle d'une racine unitaire, on cherche p factoriser "de force"
©(L) par | L (transformation de Beveridge-Nelson , voir TD 4, exercicel
) : pour cefaire on e®ecte la division ewclidienne ©(X) par 1j X cequi s'§crit, commel est
racine de ©(X) i ©(1) %°

©X)i ©1)

o= =1 %

2 RIX], d¢© - d©; 1

Alors
©(X)=©(1) + (1i X)©"(X)

4OCette op&ratl@n n'est normalemen d§ nie que pour les polyndbmes,i.e. lorsque© estde deg® ni. Sid*©= +1 on
dfnit ©y (X) = A XX dont on tire ©y (X) pour N , 1, dont on montre qu'elle est corvergerte de rayon sup§rieur

gl
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et donc

OL)Y = O)EY+( i L)CO (L)+Y

= OEY+O(L)EEY 1

= OWEY+ PO £¢Y+%)f® (L){ ©+(0?2+¢Y

©(0)i ©(1)
= OEY+ (1 OL)ECY | ©(L)i¢Y
= ¢Y+OULY | ©(L)*¢Y

et commepar ailleurs ©(L)Y; = 1 + "t + 2, il vient end§ nitive

CYy=1+t+O(L)¢ Vi OL)Yy1+ 2

qui est bien le modgle recherch® en posart A= j ©(1).

Notons que par corstruction ©°(0) = 0, donc ©°(X) ne cortient que despuissarcesstricem
positivesde X, et donc ©°(L) £ ¢ Y; ne cortient que desvaleus pas$est Y, 1;¢ Yy, 20
¢Y;.

Tester si le modple est int§g§, c'est tester si ©(1) = 0; souws cette forme celareviert just
tester si le c¥z+cient A de Y:; 1 estnon-sign” cativemeri non-nul.

Il aurait §t® possible de pratiquer une telle rgressiordirectemen sur I'§quation enY; au |
decelleent¢ Y, ; maiscommeY n'est pas stationnaire, Cov(Y;; Yi+n) estsign cative pour t
h, donc la rigressioraurait do comporter une in nit§ de variables explicatives (Y n), ; --
l'inversesi ¢ Y est stationnaire, un nombre " ni d'explicativespeut sutre.

+ Q3 Il esttout d'abord nfcessairede d§terminer © tel que le modple soit vEri §. Pour ce faire

choisit un degi arbitrairement grand pour © (ici 9) *! et on vgri_ e que le modgle estim§ pa
régressiondes moindres carr§s ordinaires *? est statistiquement valide; dans le cas pr@ser
R? ajust§ (qui vaut 0;5129)assue que le modgle capture une part sutsante de la variance
donc que sutsammert de variables explicatives¢ V;; 1;¢ Yy, 2; 1 ont §t§ introduites.
Remarqguons que lorsque ¢ Y eststationnaire, lesc¥.xcients de la régressiorsort donc aymg
tiqguemen normaux, cequi justi e l'emploi du test de Student pour tester leur sign cativit
En l'occurence, on obsene que les c¥axcients de la régressionsur ¢ Yy, 4;:::;¢ Yy g Ne s
(individuellemen) passign cativement non-nuls (colonne Prob > | ¢| ).

Ainsi la mod8lisation propoge est valide mais le modpgle estim@ ici n'est passign’ catif.

+ Q4 (a)

(b)
(©

41Car 8= d*©" = d*©* = d*©; 1.
42Puisque? est cend etre un bruit blanc.
“3En toute gBn@ralit§ il serait possibleque ¢ Y ne soit pas stationnaire, auquel casl'emploi du test de Student se

inadapt®.
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(d)

(e)

()

@

(h) On seproposedonc de dterminer le sous-madgle minimal qui soit totalemert sign catif.
Remarue: Bien quel'on obsene p cestade que le c¥:£cient enYy; 1 estsigni cativemert non-

nul, on ne peut pas en d&duire qu'il le seraaussidans le sous-maigle op tous les c¥*cients
sort signi catifs. ** Il est nBcessairede d§terminer ce sous-malgle et d'y tester la signi cativit §
du c¥%z*cient enYy; 1.

ompte-tenu de la rgressiorpr e, on teste la nullit § simultan e desc¥atcients
{ Compte-t delarfg rprédident testel llit § Itan e desc¥, nt

¢ee= A¢Y,, . = 0" estaccep®ecar la statistique de Fisher asscifevaut 0,7841 .

{ On e®ecte donc la r&gressionde ¢ Y sur hL;t; Yy, 1;¢ Yy 15000 ¢ Yy 40, et on obsene
que le modgle ainsi estim@ est valide (ce qui est heureux).
Il apparaft cependant que lesc¥axcients de ¢ Yy, ; et de ¢ Y, 5 sort individuellemen  t
non-sign cativemert non-nuls.

{ On e®ecte donc le test de la nullit  simultan®e de cesc¥+cients en formulant I'hypo-
thpseHo :\ Ay, , = ¢0¢= A,y , = 0"

Remarmue: Noter que tester successiemert

En l'occuence, I'hypothpse est accep@e car la statistique de Fisher asseiffe vaut
0,6597

44La statistique de Studert du c¥tcient ~ dansla r§gressionordinaire

Y=@Xt+ X2+°X3+ U

est
AL —
txz2 = ﬂg
94

0 1
®

o % d@signele terme diagonal de la matrice de variance-covariance§ de @ ~— A,

Or rien ne dit que cette matrice ne dpend pas de X 3, mémesi ° ¢est non-signi cativemert non-nul : comme ™ =
(x2%2)i 1)&ZOY et » = (X3%3)i 1 3% pour peu que Cov' X2;X3 6 0, la matrice § dpendra de * (au sensou
Cov'§i%» 60).

En l'occurence,on sait (voir TD 2, exercice3 ) comme¢ Y est stationnaire que ¢ Y; 1 et ¢Yy; ; sort
certainemert corr§l§s.
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{ On e®ecte donc en d§ nitiv e la régressiorde ¢ Y sur hL;t; Yy, 1; ¢ Yy, 10, €t on obse
que le modgle ainsi estim@ est valide. On corstate en outre qu'aucun c¥atcient n'
individuellement non-sign catif.

On procpde donc g l'id erti cation du modgleAr (voir

ent¢Y su lesexplicativest et LY .

On obsene en l'occurence que les auto-corr§lations directes d§croisseh \exp onertie

ment" vers 0 (en l'occurence, elles ne sort plus sign’ cativemen non-nulles dgs I'or

h, 3); enoutre le test de Porte-Manteau permet de conclure que le r@sicu estim@ 2

non-sign’ cativemert di®grert d'un bruit blanc.

+ Q5 Le modgle estim§ s'§crit

TD 5, exercicel

CY, =1+ t+AY 1+ A Y, 1+ 2
op A; estle c¥xcient en X de ©°(X), cequi ser§ficrit encore
(i %Yy =1+ "t+ A1¢Yti 1+ %

enposan %= 1+ A
+ Q6 (a)
(b)
(c)
(d)
(e) Sous H} le modple ser@crit

Yi=1+ Y1+ A1¢Ytil+2t

La statistique de test assaieest cellede la table VI , selonlaquelle le fractile p 5% v.
6,34 (on retient la valeur pour 250 obsenations #°) ; compar§ep la valeu empirique
F-Value : 5,83 on accepe donc I'hypothpseH}.
+ Q7 On comstateque H2 ! H}; commeH} estacceftable on seproposede tester H2.
Sous HZ le modgle se r§crit
Yo=Yyt AC Yy 1+ 2
La statistique de test assaifeest cellede la table V, selonlaquelle le fractile p 5% vaut 4,7
compar§eq la valew emgrique F-Value : 10,75 on rejette donc I'nypothgseH 3.

45Plutdt que celle pour 100 obsenations, car le test est ainsi plus restrictif : si on accepteH avecle fractile p
obsenations, on I'accepterait a fortiori avec celui p 100 obsenations.
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Enonc & de I'exercice 2

3
z
On corsidgre un processs stationnaire multivari# X 2 (R")" , n
auto-r@gressif

2, qui sut le modpgle

B

O(L)X =2

ou 2 estun bruit blanc de variance-cwariance 8 suposed§ nie positive. On supposeen outre
gue le modple est sows forme canonique, c'est-grdire que les racines de Det© sort toutes de
module stictemert sup§rieur g un.

K 1
X 1
Onsedonnem 2 J1;nj 1Ketonnote X = X2 : :] - ; on cherche p donner un sers
I

g l'expression\y estla causex". 46

Mo ae T
Dans la suite pour toute matrice A de M ,(R) seranot§eA = AZT | AZ lnm"

’ ! I

¥ Partie 1 D$ nition de la notion de causalit §

+ Q1 A uninstant donr§, l'intuition suggareque si X ? causeX ! alors X 2 intervient sign cativement
dans la valeur de X} ; en particulier la prvisionoptimale de X ! n'est dans ce caspasla méme
selonque I'on comadt X 2 ou pas.On dit donc que X 2 ne cause pasinstantan§mert X! au sars
de Granger, et on note X A X1, ssi EL (X X & Xy 1000 = EL (X & Xy 1;:00)

(@) Montrer que EL (XX & Xy, 15::2) = EL (XX 15::2) + EL (3}22)
(b) Montrer que

XEA XL, 8%2=(0), XIsAX?
(on dit dans ce caspar symfitrie que X 2 et X! ne secausert pasinstantan§mert au sers
de Granger).

+ Q2 Par extension on dit alors que X2 ne cause pas globalemen X!, ou simplemert que X2
ne causepas X * au sers de Granger (ce que I'on note X 2%ZA X 1) ssi

8t 2 Z; EL 'X X, 1;:::¢: EL lththli i :¢
On cherche p montrer que
X2HA X, ©(X)' = (0)

(op ©(X)*2 dgsigre le bloc sup§rieur droit du polyndme matriciel ©(X)).
(a) Montrer tout d'abord que ©(X)%2 = (0)! X2%A X1,

(b) Ecrire dans le casg§rral la d§commsition de Wold de X sur r#1; 22,
(c) On supposeque X 2%A X *; montrer qu'2* estalors'in novation de X .
(d) En d&auire que si X 2#A X 1, alors ©(X)'2 = (0).

46La dmarde propoeest tir §e (de fason trgssimpli” §e) destravaux de Clive W.J. Granger, co-laur§at avec Robert
F. Engle du prix Nobel d'§conomie2003. C. Granger fut laur§at non pas pour la notion de causalit§ qu'il d® nit
(utilis e pour §tablir la thpsepolmique du récdhau®emen de la plangte), mais pour sesr@sultats de coint§gration. Voir
http://www.nobel.se/economics/ | aur eat es/ 2003/ ecoadv. pdf
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¥ Partie 2 Test de la notion de causalit §

On seplacedansle casoum = nj m = 1, et on note p = d*©.
On supposede plus que©(0) = I d.

Q1 Montrer que X v&ri e aussile modgle

+

(L)X ="

pour un certain polyndme matriciel 2 (de deg p) et un bruit blanc ~ g d§terminer
+ Q2 Montrer que la régressiorR par lesmoindrescarsde X, sur hXy; 1;::1; Xg pi est@quvale
aux dew estimations sfparesR* de X{ su X{ ;1 X& ;i X i XE et R? de X?
XEXEGXE i XE i XE
+ Q3 On corsidgre'hypothpseHq : " X 1A X2 ",
Recrire lesrggressioa R! et R? sows Ho.
Montrer qu'a supposerqu' 2 est gaussien le test de I'hypothpseH, se ramgre g un test
Studert que I'on explicitera.
+ Q4 On corsidare'hypothgseH§ : " X 21A X1 ",
En supposant qu'2 est gaussien proposerune procgdure de test de Hg.

Corrig ® de I'exercice 2

+ Q1 (a) Le modple §tant sous forme canonique, 2 est I'in novation du processs vectoriel X : |
d® nition del'innovation 2, = X j EL (XjX; 1;:::) et donc en projetant pour i 2 f1

) . i ¢
2= Xii EL'X{lei [

(22 est'innovation du processs X ?jX 1)

iy 1 ¢ i ¢ | ¢
EL XYHXZ Xy 00 = ELixtljiXE;thil;:&:i; X 1 ge
= BL X 22 Xyt
- ELIX1j22'lX2 ..... XL e
LA Gl ML
= EL X2 Xy 10
AL
Or 8t 2 Z; 221L hXy; 1;:::0 donc FR2; Xy, 15100 = IR2i © WXy, 4;:::i et donc

. ¢ . IR . ¢
EL'X4XZ Xy 1300 = EL'X322 © EL'X Xy 11t
Or
o
X¢ = O Xtk + 2%
k=1
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et 2,.lL hXy; 1;:::i donc en projetant .
EL'X 22 = EL '2}j2?

et donc nalemen

EL (XEX2; Xy, 15000) = EL (X Xy 1001 + EL (342)

(b) Par d§ nition pourt 2 Z

i 1iy 2. ¢_ I 1
XA XE] . EL XHXZ X1 = EL X&Xq 11
o ELERE &
. Cov ;2 = (0)
,
. Covzhz'=(0)
el i
. EL XEXEXq i = EL XXy e
. [XBA X
+ Q2 (a) Onapourt2 Z
O
X¢ = AXiik+ 2
k=1
et donc en projetant
%@ ©
X¢ AliXt]; Kkt Ak'zxtzi PRy
k=1 k=1
S ©(X)%2 = (0) alors
XO
X¢= Ai;lxtl; Wt 2
k=1
et donc
¢ X

iy 1 L1 I ¢
EL X(jXgui = AMXE = [EL XEXE i

k=1
c'estqrdire X 2%A X 1.
(b) Comme2 estl'innovation de X, soit (Ax),,n 2 M n(R)N telle que

Xl
8tZZ,X[: Akzlik
k=0
Alors en projetant il vient 47
Xl 1
8t2Z;Xt= AN+ AM%Z,
k=0 k=0

o

o o2 P
47Chacune des deux sommesconvergecar °Ajl ° - kAkkg etque |, Ax estnormalemert convergerte.
2

¢

¢
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(c) Supposors alorg; que X2 A Xli; alors poug tout t 2 Z EL (X}Xya5::0)
EL X&X{ 50 etdone X i EL XEXE ;iir = XEi EL(XEXg0i00) = 3
est donc I'in novation de X 1.
(d) S X2%A X1, alors X ! admert une repr§setation de Wold sos la forme
Xl
X{= Bk
k=0
Ou Bk 2 M (R). On a par ailleurs pour tout t 2 Z
X1 Xt
th = Aflzg-i k + Aivzztzi k
k=0 k=0
et donc p
g X 'ﬂ:ll P Elzlolefl p $0)22 ﬂEH 2Lk !
X¢ k=0 AY k=0 Ak %k
i 48
soit i H 5 0 q
X = 251 22 LKzx2
wo A A
Alors o M - q !
2= (L)X = ©(L) 21 22 L 22
K= A AL
S |
et donc la matrice ;:10 Az‘fl AZ2 Xk sur l'anneau M ,(R)[X] est r&guipre
k k
estune inversede ©(X), cequi s'§crit encore par blocs
. P iP., ¢ 1
Hepgm epgrz M Diieaed L () M ©
©(X)2! ©(X)2? Ph AZTXK o AZEXK (0) 1dn;m
et en particulier en corsidgrart le blog (1;2) il vient
A !
1
0) £ ©(X)** + AFZXK £ ©(X)™? = (0)
p 1_[ k=0
B gy iP ¢
Oor P jo0 BZ‘FlX . P (0)2.2 . estinverside, donc ! F3AZZXKT ggalemet*
k=0 Ak X k=0 AKX
donc
©(X)? = (0) 2 M ,(R)[X] et “nalemert
“8Avecla convertion que 0
M L1k ¢Ce M Lnpk
MLk=B ;
Mn:lLk e MmN Lk
et enremarquart que ch@quep K Aiﬁf Xk estcorvergerte carjA} j - kAgk, et queP « Ak estnormalemert cornverge
49Comme la matrice B (? est triangulaire par blocs, si elle estinversible, alors C I'est §galemen
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o)+ = (0)

cequi achpwe la preuve de la r§ciproque.
+ Q1 On sait que

OL)X =2
H 1 0
donc pour tout ®2 R enmultip liant par ® 1 il vient
i
MK 1 ﬂg@(L)ﬂ+x—u 1 O'HEZ
i® 1 T e 1
H 1 0 1
Notonsdonc”™ = | ® 1 £ 2;alorspourtoutt2 Zetl2 2z
|
Cov('y; 1) = " 1 g ﬂoCov(z'2 )“ . !
ty tj 1)~ i®1 ty Tt | i®1
Posors en particulier ® = gi—f ralorsCov('t; ;1) = Oetdonc” estun bruit blanc. Sa matrice
de variance-cwariance est alors B
A !
H 1 0ﬂ§llli®ﬂ_ g1l 0 2
- 1,2
i® 1 0 1 o s22; &)
M 1 0 1
Notons en n 3( X) la matrice p c¥atcients dans R[X] . ® 1 £ ©(X); alors
I
M 1 H 1
1 0 1 0
a = =
©) i® 1 £©(0) i® 1

(car ©(0) = 1d), donc 3(0) esthien inverside et le modpgle est correctemen spgci §.

+ Q2 D'unefasonggrrale,I'estimateur desmoindrescarr@sordinairesdela régressiorde Y = X b+ U
est,si X estdeplein rang, fing = (X% 11X)' * X% - i 1Y, op - dsigre la matrice de variance-
covariance de U.

Consid§rors alors les deux sous-blocs

RV B ﬂ+u o !
Yz - X u?
u Ul ﬂ p' _ L1 ‘ ﬂ
et supposors que V Uz - © ‘ 77 soit bloc-diagorale.
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Alors
. v 1
1 . ¢i . Yl
Bmcg = AXO'IlX TXOf it |Y2
T i "t [ 111 1
S el I C) M VP Pl R &
© = © |- &
0 3 ’

) 1

X (- 1;1)i1X ‘1X°£ - 1;1)i1Y1
3 - A
I

. 1 .
XO(_ 2;2)| 1X XOf (- 2;2)1 1Y2
|

t/:'\meg

mcg

Dans le casprisen, la rgressiorR s'§crit

0
U T T
1 0 X¢ i ¢

J@ 1 Xz T Xha 08 X{p[XG, et X{, EE

tandis que les sows-igression R* et R? s'crivert respectivemert
0 1

i 2 2 ¢ -1
[ X2, 606 X2, ER-Fhpf+ ]

(RY): X{= ti p AT

XL, 6 XE,

et 0

[Eny

i ¢ >
(R?) 1 XZ=" X} |XE, e XE, | X2, ¢ X2, £ ég%l

OO0
+
N

A gt 0 !
commeV (") = 0§22 (512)? est diagorale, I'estimation desc¥s+cients de 2 |
B Ml v o

la r§gressiorglobale R est §qlivalerte g celler§sutant desdeux sols-gressioa R et R?
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+ Q3 L'hypothpseH, ser@crit\§ 12 = 0" soit encore\® = 0". A |
21 :
Remarquonsenoutre quesi? estgaussien alorsil envade mémepour ~ = 2. Cov(et)

I —veny
tester Hy reviert donc g tester la nullit § individ uelle du c%+tcient estim§ ®, ce qui peut &tre
fait au moyen de la statistique de Studert habituelle.

Remarquons que sows H seue la r§gressiorR? estmodi §e; il sutt donc de pratiquer le test

dansla seuler§gessionR 2.
+ Q4 L'hypothpseH? ser@icrit\ 8k 2 N; A2 = 0" soit encore\ 8k 2 N; Al = 0"
LetestdeH§ reviert alorsautest dela nullit § simultan§edesc¥z+cients estims Ei;z; o ;ﬂ\é;z ,

qui peut etre conduit au moyen de la statistique de Fisher. 5°

Remarquons que cette fois sows H seue la rgressionR? est modi™ §e, et tester Hf reviert g
tester la r@gressiorR* sous H{ par rapport g R? sows :H §. Ainsi il sutt de pratiquer le test
dansla seuler§gressionR ™.

3

50A savoir F = %‘tﬂ% ou T d€signele nombre d'obsenations, 2p le nombre total de variable explicatives

et p le nombre de variables dont on teste la nullit @ simultan®e, et bien-s0r SCRy d#signela sommedescarr§sdesr@sidus
estim@s (i.e. la variance non-expliquée) sousl'hypothpseH. Si H est vraie alors F suit une loi de Fisher F (p; T i 2p).
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8 Travaux Dirig §s n*8

Enonc & de I'exercice 1

On corsidgre deux processs stationnairesX et Y vEri ant :
Y2

t (i l-lj-lL)Ut
Yo = ¢t g Xust (i L)V

O c est une constante et u et v sort deux bruits blanc ind§pendants de variancesrespecti
9 et 34.

+ Q1 Ecrire le vecteu (Xi;Y;)" sows forme d'un processs ARMA bivari§.
Donner des conditions sutsantes pour que (ug; v;)' soit I'in novation du processs (ce que |
supposerapar la site).

+ Q2 Montrer que Y; estenfait un processs Arma unidimensiomel.
D#terminer son ordre et montrer que sescoezxcients sort lisde manigre non lin§aire g c
introduits dans la d§ nition desprocesss.

+ Q3 Dfiterminer la pr@visionoptimale desvaleus futuresde Y; comaissan le pas$ de X, et V;.

Corrig & de l'exercice 1

+ Q1 Ona
H 0 ‘ﬂuxﬂ_u 0 1T+M _— 0 ﬂHU
i i AL Y T dli A 0 (i wb) iAy v
M 1 H
0 i fL 0
etonposedonc©(L)= ., 5 . & et£(L) = . - A

L AL 0 L AL

u p i i u T (i kL) i AL)
Alors est I'in novation du processs ssi jO(X)j = 1 AX etjE(X)j = (

\Y Y
X)L i X)(1i AX) ont tous deux leurs racinesde module strictemert®! sup$rieur p 1 (s
ssiji) < 1, jlej < letj j< 1)
+ Q2 SoitZy=(1j 'L )Y;.Ona:

Zi=cli A+ X e+ (0 wL)( i L)V

W0 ¥ v Moy
51 v estl'innovation de v ssi leurs racinessort de module suplrieur ou §galpg 1; mais comme v

est stationnaire, aucuneracine n'est unitaire.
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puis, commeXy; 3= (i pL)Uy 3 il vient La projection lin§aire optimale de Y comaissan le pas® de X et de Y s'ohtient alors
. . projetant : on a
Ze= i AT Hb)Vig (T LG T ADY
L Xl
Ma (1) Ma (2) ) P

. ) Y L3 0 L) (i AL X = s+ Y
En particulier (voir TD 3, exercice2 ) commeU et V sort ind§pendants, Z est k=0 ik
un processis Ma d'ordre au plus 2. et donc
Commeenoutre °;(2) = LAY 6 0, Z estun processs Ma(2). A |
Par consquert, Y estun processs Arma (1,2). Xt . . o o c
Soit @ 2 Ry[X] et~ bruit blanctelsqueZ = 3( L)" ;@ et 3% sort dftermin§s (voir D 2, EL KeYoci L7000 L) 0 0 AL XXy i Yy s = 1
exercice2 ) par les §quations de Yule-Walker en Z qui pour h 2 Z s'§crivert d'une part k=0
d'aprpsla d§ nition de Z et donc en appliquant l'op§rateur E (¢Xy; 1;:::; Yy 1;:00) il vient 53

COV(Zl;ZHh) = 12°Un 3i MUy 4(h) + OVti (l2+ AV 1+ oAV z(h)

, _ » P
S St EMWiXg 1 Yg i) = g5+ %0 0 wl)i i AT ol Yy«

et d'autre part d'aprgsla d§ nition de2( X) =2 o+ 2 ;X + 2 ,X? et~

?
Cov(Zi;Zivn) = Cov@o e+ 21 g1+ 22 2% 0 un+ 21 tyhia+ 22 tin2) )
L'@galisation de ces expressiors pour h 2 f0;1;2g conduit g un sysgme polyndémial en
a2 ,;2,:% qui s'expriment donc de fason non-lin§aire (en ral) en les paramgtres p, , .
uzoetfé\ 274 a Baire (en ghreiral) PATampres Enonc § de I'exercice 2
+ Q3 La pr@vision lin§aire optimale de Y conditionnellemert au sed pas$ de Y s'ohtient en trans- On corsidgre deux processs du secoml ordre (Xi)t, o €t (Yi)t, o tels que
formant la forme Arma (1,2) pr§diderte en une forme Ar (1 ) en Y. Mais pour obtenir celle s
corglitiongellemen aux pasgisde X et de Y, il faut dgterminer la prévision lin§aire optimale Xy = >5<ti 1t Ult
Yo = 2Yi1i 3Yh2i X1t M
de {,  conditionnellemen g sonpasd, cequi sefait entransformart la formulation Arma ! giiil guzl AurT R
vectorielle en forme Ar (1 ) vectorielle :52 ou U etV sort dewx bruits blanc ind§pendants de variancesrespectives¥% et %4.
u 1 u 1 1 On supposeenoutre que 8t < 0;X; = V= U =V, =0
£(L) o) )é = £(1)i? o1 0 A + \"/J + Q1 (a) V&ri erqueni (X{)so ni (Y))s o N'est stationnaire.
| — . . .
(b) V&ri erque(¢ X;);, 2et(¢ YY), »sort §quvalerts pdesprocesss stationnaires,et préc
Comme
q le casamﬁart Ieﬁlr forme&rma T
L i1 X U
g(L) ! = il o Onnotez = [ et2=
0 (i ) i AL
H (i wl)it 0 1 + Q2 Montrer gu'il existeun polyndbme (matriciel) A tel que
. il . A il
0 (i L) i AL) 8t>0; A(L)Z = 2
il vient . . .
m (o 0 u « q A . 0 ! m y 1 et endonner la représemation canonique du modgle
: P = . + 53Cette ex ionfai iori i ; Y e e - mai
X 3 . i1 . i1 . i1 1 X pressionfait a priori intervenir E(XjXy; 1;:::; Yi; 1;:::); mais comme le polyndbme en facteur de X
PP kL) AL (i kel) Y T AT w) (c1i A) v divisible par L3, seulesles valeurs pas§esde X interviennernt.
- - ) , _ Si ce n'§tait pasle cas,il faudrait d§terminer explicitement E (X jX¢; 1;:::;Yy; 1;:::) en projetant la forme Ar |
52Attention pl'ordre engBnfiral: £( L)1 ! et ©(L) sort desmatrices et donceng@nfiral £( L) '1£©(L) 6 ©(L)£ £(L) ! surX :( i pl)i 1X = U. Notons enn que cette dernigre est ind§pendarte de Y, ce qui est heureux.

. Cependart dansle casprisen £( L) est diagonale,donc commute avec ©(L).
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+ Q3 Montrer qu'il existeun polyndme (matriciel) A® de deg§ d*A i 1tel que A(X) = A1)+ (1
X)A®(X).
En d&duire qu'il existeune conmbinaisonlin§airede X etY qui estasympotiquemen §quvalerte
B un processs stationnaire.

Corrig ® de I'exercice 2

+ Q1 (a) ( i L)X = U donc (Xy)w o estune marche alatoire, donc non-stationnaire.
D'autre part, V(Xy 1 V) = (ti 1)3% + ¥4 car X, et \; sort ind§pendants. Or si
(par I'absurde) (Y;)i o §tait stationnaire, alors X 1§ Vi = i Yi+ 2Y 10 1Yy 2 serait
stationnaire, donc de variance constante, et il en irait de mémepour X ! Donc (Yy)w o
n'est pas stationnaire.
Autre m§thade :
S Y @tait stationnairealorsX j V = (i + 2L iL?)Y le serait§galemet; et commeV
est stationnaire et X et V sort dgcorls X le serait §galemen

(b) ¢ X = U estun bruit blanc, donc stationnaire.

Par ailleurs

5 1
¢Y, = 6(¢Y)ti1i 6(¢Y)ti2i Ui+ Vii Vs

D® nissors W, = j H + Vi, M; ¢, alors (voir
{2} [~z
Ma (0) Ma (1)

un processs Ma d'ordre au plus 1. Commeen outre °,(1) = | % 6 0, W estun Ma(l)

et donc ¢ Y estun processs Arma (2,1)

TD 3, exercice2 ) W est

+ Q2 Posors
A(X)—“ 1; X 0 T
B X 1j §X+%X2
Alors
3! X ﬂ_u U 1
AL) Y ~ Vv
et enoutre
M 1 u T 1
A = (1 Ol g o1 1
JAX)j= 2 X) 1j 6X+6X = @i X) 1; 2X 1j 3X

dont lesracines 1, 2 et 3 sort toutes de module sup@rieur (ou §gal) g un, de sorte que la
repr@semation est canonique.

+ Q3 A(X)i A(1) estun polyndme(matriciel) enX qui s'annule en X = 1, donc divisible par (1i X) :
on a enl'occuence
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u T M 1
A Am = TR le g
- H 1i X 0 1
Xiléilgx+%())(2 .
= (i X)£ i1 2 ix
H 1 0 1

Notons donc A® = ; A" divise A(X) i A(2).

il

wIN

i X
On a alors

2= A(L)Z = A(Q)Z + A%(L)¢ Z
Or ¢ Z est (asymptotiquemert) stationnaire 5 donc il en va de méme pour A(1)Z =
A%(L)e Z.

H 0 1
Or A1)z = X + %Y , donc en particulier
1
X +3Y
est (asymptotiquemen) stationnaire.
?
? 2

Enonc § de I'exercice 3

On corsidgreun processs vectoriel (V;),,, detaille n, dont on supposequ'il estint§gi§ d'or
1, et qu'il admet une repr@semation VAR de la forme:

O(L)Y =1 +2

ou 2 estlinnovation de Y et ©(0) = | d.
+ Q1 (a) En utilisant la dgcompsition ©(X) = ©(1) + (1 X)©* (X), montrer gu'on peut §crir
modgle sows la forme §quivalerte :
1
(i L)Yi=i0Q)Y; .+ (P L)Y+t +2

i=1

54Ce n'est pas tout-ja-fait §vidert : ¢ X et ¢ Y sort stationnaires, mais il faut encoremontrer que Cov(¢ X ;¢ Y,
ne d§pend pas du temps t : pour ce faire, on soustrait I'§quation en Y aux datest et t j 1, ce qui fait appare
CYi= 3¢V 10 2¢V2i ¢Xy1t E VL

Version du 20050121-11h02, r@vis§e le 17 fgvrier 2005



Ensae SE206 Enoncg et corrig® destravauxdirigbsn*l p 8 Sgarce 8

(b) Montrer que le rang de ©(1) estinf@rieur strictemert g n.

(c) On supposeque le rang de ©(1) est@galpr. Montrer qu'il existedeux matrices® et~ de
dimensiors (n;r) et derang r tellesque ©(1) = ® ©.

(d) Montrer que ~ %, est n§cessairemenstationnaire (les colomesde ~ sort alors appel§es
vecteus de coint§gration de y;).

+ Q2 On supposeque la reprsemation de Wold du processs Y estde la forme
(i L)Y=m+C(L)?

avecC(0) = I d.
(a) En utilisant la dgcompsition

CLy=c@+( i L)C'(L)

mortrer, en g&nralisant la dgmarde présen§edans TD 4, exercicel ,
quil existe une marche al§atoire®® (multivarie) T et un processs stationnaire S tels que
Y=S+T.

(b) Montrer qu'on a n§cessairemen: ~dm = 0 et %C(1) = 0.

(c) Soit ~? une basé® de I'orth ogoral de ~. D§duire de la question prédiderie qu'il existe
Me2 RM"et+2 M ((R) telsquem = "’mJ et C(1) = "7

(d) En d$®duire que T, s'exprime enfait commecombinaisonlin§airedenj r marchesal§atoires
univari§es(cesmarchesal§atoiressort appef§estendanes communesaux s§ries(Y,'), ).

Corrig & de l'exercice 3

+ Q1 (a) Comme©(X); ©(1) s'amuleent, il estdivisible par 1j X etsoitdonc©* (X) = CYU2W 2
R[X]; ainsi©(X) = ©(1) + (1 X)©* (X).
Alors (voir TD 7, exercicel )
©L)Y OLVEY+( jL)CO (L)Y
= OLEY+O'(L)xCY ¢
i
= OEY+ ©(O)y¢cY+ ©(L)j ©(0),¢Y
(1) 19_{5_? | ( ){'z ()}
©(0)i ©(1) i ©°(L)
= OVEY+( | ©OQ)ECY| ©(L)x¢Y
= OEY+CY| (OEY| ©OL)ELY)j ©(L)x¢Y
= ¢Y+ODQ)E LY | ©(L)xeY
et donc commepar ailleurs ©(L)Y; = * + 2, il vient en d§ nitive

SSAvecd@rive: ( § L)T =" on” estun bruit d'espfrancea priori non-n ulle .
56C'est-p-dire que les colonnesde ~? forment une basede l'orthogonal de I'espaceengend® par les colonnesde ~.
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Ppil
CYi =i OA)Yy 1+ Lii¢ Vit +2

P . -
ennotant ©(X) = ©(0)j © (X)= PLliX'.

(b) On a

X1 )

¢Y = ©Q)LY j jiL'¢eyY +1 +2
i=1

et donc

X1 )

OALY = je¢Y+ jiLley+1t+2

I 2 }

a( L)Y

Supposors (par I'absurde) que ©(1) soit inversibe : alors
LY = ©@) 3 L)eY +ol) 1+ o) 2

Mais commeY est int§g® d'ordre 1, ¢ Y est stationnaire, et donc LY, donc Y, se
stationnaire! %7

Commeon a suppost que Y Btait int®g® d'ordre 1, ©(1) n'est pas inversibe, i.e. est
rang au plusnj 1.

lesc¥atcients de la i-ipmeligne L; de ©(1) dans la base®. On a pour tout i 2 J1;nK

0 1
X _ ®;1
Li= i ® on QZ% : gZMn;l(R)
= ®;n
et donc
0 1 0 _ 1
Ls i ¢ 11 ¢ee n;1
owm=0 : k="@e w & £& :
Ln I _l;r ¢§_:7¢ _n;r
0
soit
©(1)=®"°

57En toute rigueur seposele problgmede la corr§lation de ©(1)' *3( L)¢ Y avec2. Mais commeY estint§gr§ d'or
1 (et pasplus), ¢ Y v@ri e une §quation Ar (d)e la forme A(L)¢ Y = ° + 2 de sorte queLY = B(L)¢ Y pour B(X
O) '@ X)+ AX)i °) .
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(d)

+ Q2 (a)

(b)

(©

(d)

Ona
©1)Yy 1=3( L)Y+ 1+ 2

Or ® estune base,donc ®® estde plein rang donc inversibe ; en multip liant par (Bf®) 1@°
il vient alors

(@) 'FoQ)Y,; 1 = (BR) '@ L)¢ Y + (@) @R + (@FR)' ‘e

et donc (BR)' @FO(1)Y est stationnaire.
Comme®©(1) = ® °celareviert g dire que

Oy est stationnaire

Comme C(X) i C(1) s'amule en 1, soit C*(X) = X8 2 M (R)[X]; ainsi C(X) =
C(1)+ (1; X)C*(X). On aalors

(i LY=m+C()2+( i L)C(L)?

D® nissors S = C"(L)2; ainsi S est stationnaire.
Soit alorsT = Y | S, montrons que T estune marche al§atoire (avec d§rive) : on a

(1T (iyYi(ibs

m + C(1)2

qui estun\b ruit blanc" d'esfrance m.
On a en multip liant la d§compsition de Y par ~©

LY = T+ TC@)2+ Y L)CH(L)?

Or ~% eststationnaire, donc E (" %;) = E ("%, 1) et par stite

0= E( iLzxC%Y)

= ECT i LY

= E(Cm+"C@2+ "9 i L)C(L)?
= I

En n, si (par l'absurde) "°C(1) 6 0,alorsZ = % | " C*(L)2 qui vErie( j L)Z =
~0C(1)? est une mardhe al§atoire, donc d'esgrance non-born§e dans le temps, et donc il
enva de mémepour ~ % qui estpourtant stationnaire! Donc ~%C(1) = 0.

Ona %= 0,doncm2 hi’?, et doncil existem, tel quem = ~? mQ.

De méme °C(1) = 0,donc C(1) 2 hi” etil existe+tel quem = ~? %0

Ona

(i LT m + C(1)2

= g )
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Soit donc M la marche al§atoire multi-v arie (de taille nj r) v@ri ant My = 0 et
(i L)M = md+ 2

_ i, ¢ _
Alors (i L)T="7( i L)M =( j L)il M , donc lesprocesss T et °M s
®gaw g une corstante (al§atoire) pras; 58 commedim("?)=nj dim(")=nj r one

T estun vecteu composg de nj r marchesal§atoiresunivaries

580n n'a pas nicessairemenT = M : notammert il n'y a aucuneraison a priori pour que To = Yo i C*(L)2%
®galp ~’ Mo, car une valeur de M, ad hoc n'existe pas forc§mert !
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