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Ensae SE206 Enond et corrig® destravauxdirig§sn*l g 8 Sparce 1

1 Travaux Dirig s n*1

Enonc @ de l'exercice 1

Soit (2¢)12z un bruit blanc (suppos dans L?) de variance 3% > 0.
Discuter dans chacun descassuvants de la stationnarit® de (X)¢2z.

Rappels:

{ Une suite de variables al§atoiresr§elles(ou processug X = (X;)2z estdite du second ordre
si chacune d'elles est de carr§ int§gralde.
{ Un processig X estfortement stationnaire ssi

ou Ly dsigrelaloi deY.
{ Un processs X est (faiblement) stationnaire ssi
1

.
’ 8t2 Z: E(X,) = E(Xo)
9°:Z! R"=8t22Z;8nh2Z; Cov(X¢; Xtn) = °(h)
{ Le processs X estun bruit blancfort de variance¥# , 0 ssi

—8t2Z;E(X)=0
—8t2Z; V(X = %

(X¢) esti.id
{ Le processs X estun brgit blanc (faible) de variance %% , 0 ssi
< 8t2Z,E(X)=0

8t2Z; V(X)) = %
8t2Z;8h2Z% Cov(X(; Xi+n) =0
+ Q1 Lorsque 8t 2 Z; Xi = 2j 2,17
+ Q2 Le processs (X)i>z d& ni pour (a;b;c) 2 R par
8t2 27, Xy=a+bi+c% 1

est-il (faiblemert) stationnaire?
Q3 Lorsque 8t 2 Z; X = 2%, 1, Si 2 estun bruit blanc fort ? Faible ?
Q4 Lorsque X esttel que8t 2 Z; X Xy, 1= ? (on supposeraen outre que 8t > 0;2;.lL X ) ?
Q5 Lorsque 8t 2 Z; X = % cos(t) + 2 ; sin(ct) pour c2 R donn§?
Q6 Lorsque8t2 Z; X: = ,."(%ii 2i 1), pour , 2 R (discuer selon, ) ?
Lorsque, 2] 1;1[, montrer qu'il existeun processs stationnaire Y tel que

L2
- .. ¥ .'
(Xei Yo ijrit (0).
+ Q7 La sommede deux processs stationnaires est-ellestationnaire ?

+ + + +
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Ensae SE206 Enond et corrig® destravauxdirig§sn*l g 8 Sparce 1

Corrig & de l'exercice 1

Rappels:

{ Une suite de variables al§atoiresr@elles(ou processug X = (Xi)i2z estdite du second ordre
si chacune d'elles est de carr® int§gralde.
{ Un processs X estfortement stationnaire ssi

ou Ly dsigrelaloi deY.
{ Un processs X est (faiblement) stationnaire ssi

15
8t 2 Z; E(Xy) = E(Xo)

9°:Z! R*=8t22Z;8h2Z; Cov(X;Xwn) = °(h)

{ Le processs X estun bruit blancfort de variance%# , 0 ssi

—8t2Z;E(X)=0
—8t2Z; V(X = %

(X¢) esti.i.d
{ Le processs X estun bruit blanc (faible) de variance %% | 0 ssi
8
< 8t2Z,E(Xy)=0

8t22Z;, V(X = 3%
8t2 Z;8h2Z% Cov(X¢; Xi+n) =0

+ Q1 Onapourt2Z
{ EXX)=20
{ V(Xy) = V(%) + V(%; 1) = 2%% par ind§pendance
{ En nCov(X; Xy;1) = % et8h, 2,Cov(Xy; Xy;n)=0
X estdonc stationnaire.
+ Q2 On a successiemert pourt2 Z :
{ EXt)=a+bE(})+cE(R;1)=a
{ V(X{) = 0+ PPV (%) + @V (%, 1) = (PP + ¢?) ¥4 car 2, et 2, ; sort non-corr§ls
{ Par ailleurs

Cov(X; Xy 1) = Cov(a+ bi+ ¢, q;a+ b3, 1+ % 2)
= BPCov(%;%; 1) + baCov(%;2% o) + cV (% 1) + Cov (% 1;%; 2)
= bc%

{ En n Cov(X¢;Xt+n) = 0; 8h, 2
Le processs X estdonc stationnaire.

+ Q3 On a de faeon similaire pour t 2 Z :
{ E(XXt) = E(3%)E(?; 1) = Ocar? et?;; sort non-corrglés
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Ensae SE206 Enond et corrig® destravauxdirig§sn*l g 8 Sparce 1

{ Si 2 estun bruit blanc fort, 22 estindgpendant de 22 et donc V (X;) = V (2)V (%, 1) = (¥3)°.
En revanche si 2, et 2, ; sort d&cort&le%’nals pasmdﬁpendants on ne peu rien dire : il existe
un bruit blanc faible 2 tel que E 2%2% ; d§pend det. *

{ En npour 8h 2 Z et si2 estun brwt blanc fort

COV(Xt;XH h) = (2t2ti 12+ n%t+ hj 1)
¥% sih=0
0 sinon

En revanche il existe un bruit blanc faible 2 tel que Cov(X; X+) d§pend det. ?
Le processs X estdonc stationnaire si 2 est un bruit blanc fort , et il existe au moins un
bruit blanc faible 2 tel que X n'est pas stationnaire.

+ Q4 X estune marche alatoire. On a plus pr&cigmen
{ OnaE(Xy)i E(i{,ti 1) = Oetdonc 8t 2 Z;E(X;) = E(Xp).

{ Parailleurs X; = 152+ Xo; Par corsquert

Xl |
\% 2ti i+ XO
i=0

X1

V(Xt)

V(2 i) + V(Xo) car Zf{zj'mxo

i=0 >0

t3/42 +V (X o)

En particulier V (X1) = 3 + V (X,) > V (X,) et donc X n'est pas stationnaire.
+ Q5 Pourt2 Zona
{ EXy)=0
{ V(X)) = %
{ Cov(Xi;Xt;n)=0sih, 2
{ Par ailleurs

Cov(X(; Xy 1) = ¥sin(ct) cos(c(ti 1))

= ?(sin(cu c(ti 1))+ sin(ctj c(ti 1))

= g(sin(c(Zti 1)) + sin(c))

En particulier pour que X soit stationnaire il faut et il sutt queu; = 8t 2 Z; sin(c(2tj 1)) ne
d€pende pasdet, donc en particulier que 8t 2 Z;u, = u; cequi s®crit 8t 2 Z;sin(c(2tj 1)) =

5 1Par exempleX 5 = letXote1 = % % ¢ la binbmiale qui vaut i 1ouldefason®@quiprobable.Alors E (X(X+1) =

14
¢2—t
= 32+ 317 = et E'X3, X5 = (ti 17+ %(i (ti 1))?=(ti 1) qui

E Xjgzess = 0 mais Elxzztxzztﬂ
d8penddet ptout t 2 Z. ¢
2Reprenart le cortre-exemple ci-dessuson a Cov (X op+1 ; Xot42) = E 22t St41 22t+2 = E 2 = (2t+1)%.
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Ensae SE206 Enond et corrig® destravauxdirig§sn*l g 8 Sparce 1

sinc soit
0 = sin(@ sin((2ti 1))
B .Lli (2ti1)ﬁ vt )
= 2sin #c cos fc

= j 2sin((t + 1)c) cogtc)
Y.
soit (t+ 1)c2 ¥Z outc 2 §4+ vZ

Cela®tant vrai pour tout t 2 Z il faut et il sutt donc que c 2 %“Z.
Donc X est stationnaire ssi ¢ 2 %“Z.

+ Q6 { Onapourt2Z

Xt = ,i(ztii i 2tiiil)
i i 1¢ t H 1 1
i LT 2000, %1 (tran sformation d'Abel”)

5

Donc E (X) = 0 et par ailleurs

A I
V(X) —_ 3/2 1+ ><t [ i iil¢2+ 2t H d rd
t) = 74 s s s par indgpendance
A = !
2 i ‘-1¢2 2 2t
= Y5 1+ R R T
A !
XLy ¢
= % 1+( )7 P+ "
i=0
p‘ 11 2t ﬂ
I 5
H . R 1l
_ 3 1+(1I,1)-'(-1I, )+,2t
1+ 2t+1
- 32 5
2/471_1_’

En particulier pour que X soit stationnaire, il faut que, = 1 ou, = 0.

RE&ciproquemert si, = 1,alors8t 2 Z; X = 2;j 2, et donc X eststationnaire.
{ Constatant que 242" ij il 2% onposeY;= &, (% i % 1) (qui existecarla

et

K74
1, "

sfirie est normalemen cornvergerne I1_:,arj,j < 1). On a par corstruction V (Y;) = 2
Onaparailleurs Y, = 2.+ (, i 1) = .11,
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Ensae SE206 Enond et corrig® destravauxdirig§sn*l g 8 Sparce 1

Par corsquert pour h 2 N° ona

0 P.i 1
2t+ (: I 1) i=1 » : 2t|| 1
Cov (Yt, Yt+ h) = COV@
2t+h + (, i 1) i;i ,Ii12t+hii
P . 1
2t + (> | 1) :-:]]__ 5 ' 12tii ’
= Cov@ P P A
2 +(1) hi 1 i1z +(1) +1 i1z
t+h s | i=1 » t+hj i s | i=h » ti (ii h)
0 P o 1
204+ (i 1) 5L,
= Covg, P i1 hi 1 hPar i §
tht it Cahe PGP DTRG0 D), j=1 a0 R
e )
A L !
= (i MVEY+H(GP DAY R
i=1
. 1
= (i DM
= i (L)%
et donc Y estbien stationnaire.
Autre m&t@aje: i =) ¢
OnaY = 5., LI(iL)yz2=" + ‘5 ( ", iYL £2etdoncY 2 estla transfor-

m&emoyeme mg,bile in nie du processs stationnaire 2 avecles c¥atcients f’:%) Gy L.
Commela sirie . (,'j ,''!) estabsolumert corvergere, Y eststationnaire.

En nona B
A xi !
V(Yii Xy) = V (il ,Iilztii"',tztil
i=t+1
xt
= JVEG DG L VTV (R )
i=t+1
= (D A
] .l ®
It\. I+|:.L 0
et comme
A !
Xt
E(Vii X¢y) = E (i 1) Vit 4 2
i=t+1
X1
= i1 HiE k. Y+ TE(2,.
(i )i—m’ FGy " Eliy
- =0 =0

=0
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Ensae SE206 Enond et corrig® destravauxdirig§sn*l g 8 Sparce 1

ona?

i V)it ©)

1

+ Q7 Non en g8nral : consid§rer par exempge X, stationnaire d'esprarce nulle, et Y; = (j 1)'X; :
alors E(Y;) = 0 et Cov(Yi;Yien) = (i D'(i DU "Cov(Xi;Xsn) = (j 1)"x(h) donc Y est

stationnaire, et de plus 1%
X, + Y, = ZXF Sit est pair
0 sinon
et donc Cov(Xi + Yi; Xien + Yien) = 4°x(h) 222 n22z Qui d€pend non-sedemert de h mais
aussidet.

En revanche la sommede deux processs (faiblemert ou fortemert) stationnairesnon-corr §l§s
est faiblemert stationnaire : si 8t; t’; X.IL Y,o alors

Cov(Xi+ Yi; Xien + Yien) = Cov(Xe; Xixn) + Cov(Ys; Yien) = °x (D) + °v(h)

La sommede deux processig fortemert stationnaires et ind §pendants est fortement station-
naire.

Enonc & de l'exercice 2

On conrsidare le processis d§ ni par
8tZZXt: a+ bt+ S; + Ug

opa;b2 R, (st)i2z estun processig saisomier (p®riodique) de p®riode 4 et (u¢);2z estun bruit
blanc de variance ¥# ind@pendant de s.

+ Q1 Le modgleest-il correctememn param@tr§? Proposerle cas§d@art une cortrainte naturelle (qQue
I'on supposerav@ri §epar la suite) portant sur (s;);.

On d& nit l'op@rateur

u u 1
Ma: (Z): 7! Zi+ Zyy1+ Zyyot+ 2y 3

4

et on corsidgre le processs Y = M4X.
+ Q2 Donner lI'expressionde Y; pour t 2 Z, et justi er l'int®ret de la transformation.

— _ i ¢ _
3La suite (Zn), o COrvergeversZ dansL? ssi kZ,k, ]rjni i+il! Z soitE 'an ir!!i i+il! Z soitV (Z,)+ E(Zn)2 iril!i i+i1!
&2 H EEE 52 FEEE -
ZSOItV(Zn)|A!||+|]: ZetE(Zn)|A!||+|i Z
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Ensae SE206 Enond et corrig® destravauxdirig§sn*l g 8 Sparce 1

+ Q3 Ond§ nit alorsZ=¢Y.
Montrer que Z est stationnaire et calcuer safonction d'auto-corr@lation.

Corrig & de l'exercice 2

+ Q1 Lescomposariessaisomigresnesort pasiderti ables: ene®etlesprocesss d§ nis par a;b;(s¢):
eta+ 1 b;(s;j !); sort §gawx pour tout * 2 R.
Il est nfammoins naturel de supposerque le processis saisomier est\centr " sur une p$riode :
i.e.
8tzzst+st+l+st+2+st+3 =0

(le processs s §tant de p#riode 4 cette quantit § ne d§pend de tout facon pasde la date t).
+ Q2 O0Onapourt2ZzZ

a4 pit (i 1)+(t41 2)+ (ti 3)

= (@i oo+ btr MO+ Maul

=0 par hypothpse

Y = + My(S): + My(u),

1 + bt+ v;

avec! = aj gb indgpendant det et v = My,(u) eststationnaire (c'est un Ma(3) mais pasun
bruit blanc). On a ainsi d§saisonalis§ la sfirie X et fait apparatre la tendance d§terministe
1+ bt

+ Q3 On aimm&datemert pourt 2 Z

Ui U,
C(Y)r = b+ ¢(V) = b+ = =12
Par consiquent
tE(Zy= Ei? 4 ¥2
{ V(Zt)= I@ = ) . ¢ 1 "
. ) - IUtiUtj4-UtihiUtihi4 - l;._ﬁ Slh:§4
{ Cov(Zi;Zyn) = Cov 514, 7 d sinon :
< 1 sih=
En particulier le processs Z eststationnaire, d'auto-corr§lation ¥z (h) = 2 = . | sih=
' 0 sinon

Version du 20050121-11h02, r@vis§e le 17 f@vrier 2005 7



Ensae SE206 Enond et corrig® destravauxdirig§sn*l g 8 Sparce 1

Enonc & de l'exercice 3

On considare le processs d& ni par 8t 2 Z X = 2 B 1 04 (3)2z €stun bruit blanc et
H2]i 1;+1[.

+ Q1 Montrer que X est stationnaire et calcuer safonction d'auto-covariance.

+ Q2 Soiert Ar; Ay, 1;1::; A lescoexcients dela sBgressionin@aire®r.; deX 1.y sur (X1; X1, 15151 X 1)

Ecrire les conditions d'orthogoralit® entre X141 j )bnl et< Xq;ii: X1 >
En d€duire que (Ay;:::; Ar) vBri e
8 . .
< ) 1+ IJZ)ATi WA 1 =l
i WA + L+ ) Acj WAq1 = O0pourk2 32T 1K
I+ PB)Ai A =jp

+ Q3 Dterminer (et si possille calcuer) la fonction d'auto-corr§lation partielle de X .

Corrig & de l'exercice 3

+ Q1 On a successiemert pour t 2 Z
{EX)=E®)i HE(*;1)=0
{VX)=VE)+ BV (1) = (1+ )% Y
{ Cov(X; Xtin) = Cov(Pi KBi1s2tini Mtin1)=
En particulier X est stationnaire.

_ P i
+ Q2 On a par d§ nition pourt2 Z )bnl = Ll AXk.
Alors pour k 2 J1; TK

i W4 sih=81
0 sinon

33

Cov Xrai Rra Xk = 0
XT
soit Cov(Xt+1;Xk) i ACov(X|;Xy) = 0
=1
XT
soit °x(T+1j k)j A°x(kil) = 0
1=1
cequi s'®crit compte-tenu de I'expressionde ° x
8 ; .
< +AL 3 P AAQ+D)Y (wE =0 lorsquek = T
+AG 1% P AL+ D) +AE =0 lorsquek2 2T 1K
i A1+ 1Y% +AwE =0 lorsquek = 1
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Ensae SE206 Enond et corrig® destravauxdirig§sn*l g 8 Sparce 1

d'op (puisque %% > 0)
8 . "
< L+ ) Arj PAr;1 = Hlorsquek=T
P WA+ L+ DA A1 =0pourk2 2T 1K
1+ B A pA Olorsquek = 1

+ Q3 Par d§ nition le c¥+tcient d'auto-corr§lation partielle d'ordre m est

(commeE (X;) = Oil n'estpasn@cessairelergressesur < 1; Xy, 1;:::; X; m > maisseuemert
sur < Xy 1,000 X m > ). Or il estaussi®galau c¥+tcient de X, ,, dans la régressionde X;
sur < Xii13:i 5 Xty m > .4 On a donc successiemert :

{ Calcu der(1) :
Projetant X, sur < X, 1 > onaE (XX 1) = AYX,, ; avecr(1) = AP,
Or d'aprgsla question prédiderte on a (1 + P2) A(ll) = j petdonc

U
1+ 2

rd) =i

{ Calcul der(2) :
Projetant X sur < Xy 1; X 2> ona E(X Xy 1 Xt 2) = A(lz)xti 1+ A‘f)xti > avecr(2) =

A(2)

A2 . Al A2
Attention : il n'y a aucune raison pour que A(l) = A(l)
On a alors

(1+ ) AP | pAY =i
i A + (1+ 1) AY = 0

soit 8 3'2 '2’
< @ip+r)) A2+AY =i
Q+p+ ) A2 AY =0

cedont on tire que u q
AD = | 1 L H
"2 1y pe ! 1epe e
soit )
_ . M
r2) =i T+ 12+ (F

Remarmue: on constate par ailleurs que A(lz) = ﬂ%% 6 A(ll).

4Une preuve en est donne dans\S @ries temporelles et modglesdynamiques’, C. Gouriroux et A. Monfort, V-D.2
page 161. Voir aussi exercice4
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Ensae SE206 Enond et corrig® destravauxdirig§sn*l g 8 Sparce 1

{ Calcul der(T) :
Projetant X sur < Xy; 1;::5; Xe; 1> onaE (XejXe 15055 Xy 1) = ADXy 1+ 666+ ASVX,
avecr(T) = A(rT).

On a alors 8
> (1+ HZ)AT i UAT , = iMlorsquek=T
BT+ 0 AT AL = Opour k2 2T IK
)

@+ ) AY; AT = 0lorsquek = 1
cedont on tire que par r§curence’ que
_ iy
") =i T2+ ooer 120
?
? 2

Enonc § de l'exercice 4

Soit (X¢)t2z un processs stationnaire du secom ordre.
Onnotepour m2 N°ett2 Z

X t!J+
X

I
m
—

—~~
X

=
- X

<7
><

5
+

R

N

EL (th mjl Xt, m+1;::"Xt| 1)

i ¢
On note ¥m) = Corr ' Xy i X i Xgmi X0
On note par ailleurs r(m) le c¥xcient d'auto-corr§lation partielle d'ordre m de X, et on cherche
g montrer que ¥Am) = r(m).
+ Q1 Onnotepourt2 Z
Xtm =apt alxti 1t ¢ee+ ami 1Xt1 m+1
thi = tb"' blxti m+1 t ¢ee+ h’ni 1Xti 1
(a) Montrer que (al; o ;q:ami 1)_: (hEi 1,000 by).
(b) Montrer que V ' = v :
En d§duire queV X;j X{7 =V Xt|m| X¢

+ Q2 Onnotepourt2 Z
Xy = G+ C Xy 1+ 0CC+ Cy Xy m + Uy

Ol Uy estorthogoral p< 1 X& ""_;th > ; alnqs:,l par d& nition r(m) = cp,.
(a) Montrer que Xt| X = ey Xti mi X{ o+ U
®Calcul non-d§taill§ ici. En utilisant exercice4 |, identier le c¥%zcient B/ * de X" % dans la rgressionde
X1i1SurL; Xy me1;iii; Xy 1, au c¥axcient aji ¢, de X4 %, | dansla rfgressionde X sur L,X1; 1000 X7 met
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Ensae SE206 Enond et corrig® destravauxdirig§sn*l g 8 Sparce 1

. i o i . ¢C i o ¢
(b) En d@duire queE  X.j X, Xiimi X¢' =6V Ximi X¢
+ Q3 En d®duire que 4m) = r(m).

Corrig & de l'exercice 4

+ Q1 (a) Remamue: bien-ertendu comme X est stationnaire “4m) ne d§pend pasde t et est donc bien
dé ni.
{ E IX o ¢ est la projection orthogorale de X; sur le souws-espce vectoriel engerdr§ par
(1'th 1,507 Xt m+1) pour le produit scalaire< XjY >= E(XY). Donc par d§ nition
(Xyi X“*) estorthogoralghl Xy 1000 Xy me1i, donc en particulier (X¢j X)L (1)
cequi s'§crit EI Xt ,¢X = 0.
De E(Xy) = E X{* ontire alorsque

E(Xi) = ag+ auE (Xy; 1) + ¢CC+ am; 1E (X¢; m+1)
et donc, (X;); §tant stationnaire,
a = (1j arj ¢0¢ am; 1) E(Xy)
- .. ) i ¢
Par ailleurs par d§ nition X" ona 8 2 J;mj 1K IXt i X7 L Xy ;. Autrement
dit pourj 2 J;m;j 1K
i o ¢ ¢
0 = E XH Xt ¢Xtij
soit E(X(Xyj) = aE(Xy) + auE(Xy; 1 Xy ) + €0C+ am; 1E (X m+1 Xy §)
soit E (XXq; j) = (1 aj ¢C¢ am; 1) E(X)E(Xy j) + a1 E (X 1Xy j) + ¢¢C
+am; 1E (X ma1 Xy §)
= EXYE(Xy j) + ay (E (Xy; 1Xy j) i E(Xy 1)E(Xy J)) + ¢CC
+am; 1 (E(Xt; maa Xt ) i EX; me1)E(Xy; 1))
soit °x(j) = a’x(i 1)+ ¢+ am;1°x(j i m+ 1)

Autremertodit en notant

1
°x (0) x(l) ¢ee x(mn 2)
imm:% x:(l) X0 et x(m 1)§ Cov(Xe 115 X o)
’x(Mj 2) x(mn 3) ¢ee x(O)

ona 0 1 0 1
°x (1) &

% : g =im 1%) : g
°x(mij 1) am;j 1

Version du 20050121-11h02, r@vis®e le 17 f@vrier 2005 11



Ensae SE206 Enond et corrig® destravauxdirig§sn*l g 8 Sparce 1

{ De fagonsimilaireonapourj 2 J;mj 1K

i . ¢ ¢
0 = E Xii X' Xy

soit E(XiXyj) = BE(X:) + BE Xy mer Xy ) + 00C+ by 1B (X 21Xy 5)
soit E(XiXyj) = (i bii ¢ by 1) E(X)E(Xy; j) + BE (Xy; me1 Xy j) + ¢C¢
+hn 1B (X 1 X4 )
= EMX)EMXj) + bu(E(X; maa Xt 5) i E(Xyy me1)E(Xy; j)) + ¢C¢
+hm 1 (E(Xt 1 X4 5) i EXy 1)E(Xy5))

soit °x(j) = b°x(i m+ 1)+ ¢+ by °x (i 1)
de sorte que 0 1 0 1
c>X(:l-) bmi 1
%} g = i mi 1%) g
’x(mij 1) oy
{ Orim, 1 estinversibe (sauf sile processs estpresqle-dremert d§terministe)® : ene®et
dans le cascortraire considgrons , 1;:::;, m; 1 NON tous nuls et tels que
0o Qi1 1 0 0 1
Xi 1 x (i
hi%) : E{ = %b : X
=1 °x (i m+ 1) 0
Alors pourt 2 Z
xi 1
8k2Jlmj 1K LiCov(Xy; ;X)) = O
i=1x
AD(i L !
soit 8k2 Jl;mj 1K Cov LiXe i X k = 0
X i=1
)i 1 AD(i 1 !
donc ,kCov LiXe i X k = 0
k=1 i=1 x
AD(i L !
soit V ,iXtii = 0
i=1

donc V(X rjXgiriniini Xeimi) = O

our estle num@rodu premier, , hon nul : ainsi le processs X est d§terministe (condi-
tionnellemenn g mj r valeus initiales)!

Par consiquert j n; 1 estinverside et

0 1 1
a °x (1)

1 0
b 1
© : K=(mD'® : x=B : X

am; 1 °x(mi 1) b

6Auquel casbien entendu tous les c¥stcients de corr§lation partielle r(m) sort nuls et I'exercice est trivial.
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SBarce 1

(b) Onapourt2Z
v xper

Par ailleurs

iy o @ i or @
V XT T+ V X X

= V(alxti 1+ ¢¢C+ %"ni 1Xti m+1l 10
til
= (aiham )VE® | AK®
00 xtim+1110 amil

til

1

K

1

= (mnin)VE %X%hﬂllﬁ

00 Xti m+1 110 bl
tl m+1 bm. 1
= (b LNV XX%
Xii1 by
= V(bm 1th m+1 + COC+ by Xy 1)

= v'xa

' ¢
V (Xy) carlxti XWX

= VXS AV Xymi X0

Par consiquent

V (X car X est statlognalre

1

X car X stationnaire

o+
t

¢
car Xt,ml X{TLX

i u+¢ [ u'¢

+ Q2 (a) Onapourt2 Z

i m+1) i metui

Xtu+ = EL (Xyj1; X500 Xy m+1)
= (gt G Xt 1+ CCC+ Cyy; 1 Xy m+1) + EL (met|
+ EL (UL Xy 150005 X me1)
= (C0+ Cl)(ti 1+ ¢+ Cmi 1xt1 m+l) + metni +0
Par consiquent

Xei X¢7 = Xij (G+ aXyj 1+ G0+ Gy 1Xy

= (Cmixti m+ U) i ¢metni

= Cm Xtimi thi + U

(b) Ona

3

ii L O _¢e i . 6
EUXG X Xy XS E o Xomi X

Or ue.ll < 1; Xy 15010 Xty me1 >, de sorte que u;.LL Xt, m i

Donc

i o
+ el Xiymi X'
X
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SBarce 1

i . Ci L6 , ¢
E Xii Xi XtimixtI = CmV XtimixtI

o

U
+ Q3 A moins que le processs ne soit dgdirg on a Vv IX“ mi X¢{ > 0etdonc

r(m) = cn  pard§ nifion
i s T . ¢c
_ E Xii :Xt Xtimiﬂ\xtl
. letim'h:Xfi e

’gov”Xti X{’*”; IXtimi X
Tyl ar ¥ 1 o

i o & i
= Corr  Xii Xi7 5 Xgmi X!
= m)

¢

¢e

i o © [ . ¢
carV X¢i X7 =V Xyimi X!

Autremert dit, le c¥axcient d'auto-corrlation partielle d'ordre m estle c¥axcient de Xy, ,, dans

deXij X{" avecXy mi X{b.
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2 Travaux Dirig §s n*2

Enonc @ de l'exercice 1

+

+

+

+

On corsidgre un processs X v@ri ant

7 3
8t2 Z; Xij éxti 1t éxti 2 = % (1)

ou 2 estun bruit blanc de variance 4.

Q1 Soit ©(X) = 1; IX+ 3x2.

Factoriser © et dgcompser©(X)i ! en §meris simples.
D&welopper chaque §&men simple en sgrie ertiprede X ou de(:t% selonlescas.

Q2 Montrer qu'il existe (a),,, 2 R* telle que Y = I 2z &t k 5 EXiSteet VBri e (1) .

V&ri erque8k < 0; ax 6 O et end®duire que 8t 2 Z; 8k, 1; Cov(?;Y; k) 6 O.
En d®duire que 2 n'est pas l'in novation de X .

Q3 Soit £ une sgrie ertigre absolumert corvergerte, et A un processig stationnaire quelcorue.

Montrer que le processs B = £( L)A existe bien et est stationnaire.
V@ri erque8! 2 R;fg(!) = jE (e" )jZfA(! ), ou f, d@sigre la dersit® spectralede Z.

Q4 Montrer qu'il existe un polyndbme ©° de deg 2, dont toutes les racines sort hors du cercle

unit®, et un bruit blanc ~ tels que
8t2Z;© (L)Y, ="

En d®duire gu'il existe (b)kon telle que

X
8t2Z: Y, = bt k
k2N

et que " estlinnovation de Y.

+ Q5 Montrer que la rgressionin§aire optimale de Y; sur sonpas$® n'est pas %Yt; 1i thi 2.

Corrig & de l'exercice 1

+ Q1 Ona®©X)= (1 3X)(1; %X) ; ON corstate que % estracine de © et n'est pas hors du disque

unit®. Remarmque: ConsidéronsE I'espacede tous les processusstationnaires; il est métrisable (pour

la distance V (¢j @) et complet (I'alg gbre des suites r&ellelsf_l,1 estun Badpach X 7! . ¢X ;_ X;Y 7!
X+Y;; X;Y 7 X E£Y). Enoutre si aestdansL? alors k27 A& Xt; k (o7 €ststationnaire.

E ! E
Xz 7 (Xt 1iaz

KLX k _ °x(0) —
SUPx 2 kxk — SUPX2E = (o) - 1.

L'op@rateur L : est un morphisme (voir question 3), de norme triple
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Considgronsalors F Iespacedesrﬂprphlsmesde E dansE, muni g sontour de Ifﬁ_l, structure d'alggbre

standard. Soit , 2 R et £§(X) = |5y, kXK. Alors la sfirie d'opBrateursde F ., , L¥ corverge
dansF ssila ﬁrie r&lglle K2N » converge puisquelL estde normel, soitsij,j < 1.
Dans cecas,comme .,y *X¥ = g ona:  ,\,L¥= (1i ,L)'* estlop@rateur inversedans
F de(1li ,L).
On a enl'occuence
(. 1
©(X) 1i 3X)(i éX) 0
6 1 1 1
= _ + = ¢ T
5 1j 3X S 1j 35X
Commei < lona
S 1k
1i X ‘o 2«
A linverse3 > 1 et donc
A
o - -
(Li 3X) 3 Xt
TH N1
= iz oy 7111t
3 X 1j 3 %
ST T T
= j= = = =
3 X L, X
Xt g M 1ﬂ
= | _k —
ey 30X
+ Q2 { D% nissors A
_ % sik, O
% = i 2% sinon
P
Alors par construction @(X) = oy aXk

P
Bar corwquert l'op@rateur ©(L) estinverside et dinverse®©(L) 1= © (L) =, aLk+
one & kFE o;,_l,F d&&gre&op&rateu avance.
Soit donc Y = k2z &2t k o PAr d® nition Y = ©(L)' 12, c'est-gr-dire ©(L)Y = 2.

{ Parailleurspourt2 Z etk, 1onaCov(%;Y, «) = I: 228 t=tiki] Y8 = & ¥4 6 0.0r si
2 §tait linnovation de Y, alors8t 2 Z; 2, = Yy Y™ L < LYt 1;:::>.
Donc 2 n'est pas l'innovation de Y.

+ Q3 { A est stationnaire donc 8t 2 Z; 8k 2 Z; kaxAirkky - jaxgjkAky = jakj°a(0) + E(Ao)2
et comme la sfrie £( X) est absolument corvergene, la sirie £(L) £ A est normalemert
corvergerte. = =
En n Cov(B¢; By h) = ij2z iy Cov(Aii i Atinij) = i 5788 °a(hj 1 J) ned§pend
pasdet 2 Z.
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{ Soit , 2 C, et montrons tout d'abord que 8! 2 R; f(, ja(!) = j1j ,e" jzfA(! ). On a
tout d'abord pour h2 Z *
ciah)y = Cov(Ari A1 Auni Atin)
iCOV(At;@\ti h) i . COV(AGAG h 1) i, COV(Ay 1;AGn) +,, Cov(Ay 1Ay hy 1)
1+,i% °a(h)i °a(hi 1)i ,°a(h+ 1)

Donc pour ! 2 R

1 X o i'! h
foioalt) = o, (i .La(h)e
*h2z
1 X i : '2¢o . o . . "o ¢ il h
= o 1+,j° ca(h)i ,°a(hi )i ,°a(h+1) €
4hZZ
|| oD ¢ HI — il ¢ il
= op, 1+t et el (b’
21/4hzz y
1 O _ . ¢ :
= o Lie' 1 el ca(he
£ _ h2z
= 1i .e" “°a(h)
Par suite, pour tout polynébmeP 2 C[X], P estscindgets®crit P(X) = (1 , 1X) ¢e¢(1 , X),
donc
feya(t) = 1 €' lzf(li_,2X)¢¢(dli w0a(t)
= 1 ,.€ %0l ¢ “fa()
- ple 2,0

Pour toute fraction rationnelle F = 552 2 C(X), ona

— i, %

Q€ “fruall) = fouyrwall)
= feya —
= P'd 2fa()

etdonc fr ) = jF (€'Rj°fa(l).

§oit enn £(X) = o7 %X une shrie absolumert corvergerte; notons Ay (X) =
ik N X< Alors 8N 2 N; fe wya(') = jEn (€ )ji’fa(l). Or £ estabsolemen corver-

gerte, donc j£ \ (€' )j2 admet une limite “nie lorsque N ! +1 , p savoir j£ (€' )jz. Donc

feywa(l) admet unelimite lorsqueN ! +1 ,etona

fecya(t) = J€ (€)% fa(!)

"Attention : Cov (¢ @ est une forme hermitienne sur les variables al§atoires complexes,i.e.
8t 2 C; Cov(X;tY ) = TCov(X;Y) et past Cov(X;Y).
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Autre m&thajl_e:
Soit £(X) = ,,, &XX une sBrie absolumert convergerte. Alors
A !
X X
°ecya(h) = Cov A, A
X j2z IZ,Z
= aaath+1ij)
jl2z
et donc
A !
1 X X _ i h
fecya(t) = >, aa’ath+1ij) €
“hoz lezA |
1 X L .
= o a & oa(h+ 1 jeth car les friessort absolument sommabes
4] 12z ~ h2z7
A !
1 X X 1
= 5 @a Ca(me M
K2 "V7A A !
1 X il i X Tl X i! P
= o ae'! ae"! A(me' ™ idem
ki ji2z _ 12z m2z
X 2
= 2 g€ !Tfa(l)
_122 _
- tle fall)
+ Q4 Soit donc £ une sgrie absolument corwergene et corsid@rors le processs Z = £(L)Y. Alors
< g%,
fz(') = £ é & fv()
= _£ el f©(L)' 12(I )
£ (¢')7
= — f2(!
o@) ()

Or si * est un bruit blanc de vanance% alorsf- (1) = 2% wz o (h)e! = 21/ Et comme
pour tout processs A on a °a(h) = 2% [0:2/4 fa(l)e " dl, la rciprogue est §galemen vraie

(un processs estun bruit blane ssi sadensit$ spectrale est constarte).

En particulier, si £ esttel que —©Ee,. )—estlnd&pendante de!, alorsZ estun bruit blanc.

¢i ¢
C'est pourquoi on corsidgre ©°(X) = 1i §X 1 %X : ©" atoutes sesracineshorsdu cercle
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unit® par construction, et enoutre ennotant ~ = ©°(L)Y ona
f-(') = EE (e.“ )?ﬁ
_©O(e') 2V
_ A e R
- 1 3t 2Ys
- E}ei! “3e " | 1?%
3 _ 1j 3¢ 2%
_ A%
- 3w
1%
T 92y
Ainsi

~ estun bruit blanc de variance% tel que ©°(L)Y =~

©" ayant toutes sesracinesde module strictement sup@rieur g 1 il admet un d§weloppemert en
sfirie ertigre g indicespositifs uniquemer, g savoir

1 1 1
= (2 +3
e - AT IX  T17 IX
Xt 4 Xt 1
— . k k
= i2 ZX+3 5X
k=0 k=0

Posors donc pour k 2 N
b = 3¢2! kPi 2¢3
Alors par corstruction 8t 2 Z;Y = ©* (L) = o Bt ke
En particulier, © estl'innovation de Y.
+ Q5 Par d& nition del'innovation onapour tout t 2 Z, " = Y; i EL (YijY;; 1;:::). Donc
EL (VijY 15::) = Yii "¢
= ((1j ©°(L))Y),

5 1
= —VY:q1i =VYs
6 ti 11 6 tj 2
7 3
6 éYti 110 éYti > eng@riral
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Enonc & de l'exercice 2

On considgre un processs stationnaire du secom ordre X v@ri ant
8t 2 Z, Xt = th[ 1t 2t

op 2 estun bruit blanc de variance ¥%.

On supposeque I'obsenation de X estimpr@ciseet qu'on n'obsenequeY = X + ", oy~ est
un bruit blanc d§cor§i® de 2 et de variance %% = %%, %> 0.

+ Q1 Montrer que2+ ( j 2L)" estun processs Ma(l).

+ Q2 Montrer Y estun processs Arma (1,1), et donner sa relgrﬂsemagon canonique.
+ Q3 Montrer qu'il existeune s§rie absolumert corvergerie  ,, a telle que

X
8t2Z; Y,=e+ a Y k
k2 N®

ou e d#sigre I'in novation de Y .
Justi er l'int@ret d'une telle repr@setation.

Corrig & de l'exercice 2

+ Ql SoitV=2+( i 2L).
Onapourt2 Z E(V) = 0etdeplus

Cov(Vi;Viin) = Cov(3e+ "ti 2415%nt tini 2tini1)
< (1+54% sih=0
i 2%% sih=81
0 sinon

Ainsi V est stationnaire et safonction d'auto-corr§lation est celled'un processs Ma(l).

Soit alorspu2 R et® un bruit blanc de variance 3£, et notonsW = ( j HL)?.
Cherchons p etg# tels que °w = °v.

< 1+ ¥)¥% sih=0

Ona°wy(h) = i W4 sih=181.
’ 0 sinon
Fixons donc 8 r
. G OAE
% = 2

1;1/:/2i (1+ 21/2) il

Version du 20050121-11h02, r@vis®e le 17 f@vrier 2005 20



Ensae SE206 Enond et corrig® destravauxdirig§sn*l g 8 SBarce 2

Alors® par construction 1, .
Wi Su+1=0
et %= oo ¥
soit A
1+ )% = (1L+54%
i uE= i 2%%

etdonc °y = °w.

En particulier, commele polyndbme Ma d'un processs M a se d§duit de sesauto-corr§lations
par les §quations de Yule-Walker, V et W suivert le méme processs Ma : V sut donc le
processis Ma de polyndbme (1 pX). °

D& nissors donc © = ( j uL)i 1V ; alors par construction © est un bruit blanc de variance

Y8 = 3.
AinsiV v8ri e

V=(iW)°
op © estun bruit blanc de variance ¥ = 5 %.

+ Q20naz2=( j 2L)X etdoncV=( j 2L)x(X +7)=( i 2L)Y. Autrement dit

(i HWL)?

(i2)Y

et donc Y sut un Arma (1,1) (car u6 2).
Cependart le polyndbme®©(X) = 1j 2X admet
cette reprsemation n'est donc pas canonique.

De la m&émefaeon que dans exercicel on d§ nit ©*(X) = (1 %X).

Notons»= ( j WL)©% (L) ; alors » estun bruit blanc de variance

NI

pour racine qui n'‘est pashorsdu cercleunit$ :

s
OO )Ty i ¢ Zop . Ly
©(e') 1 2¢ 4

Ainsi Y sut I'Arma (1,1) sous forme canonique

(i L)Y =( i pL)» op» estun bruit blanc de variance %%

+ Q3 D'aprpsler@sutat pr&dident I'in novation du processs Y est». Par ailleurs la fraction rationnelle

Y I 1+51/2q72.
8| e choix de 2% (21+ ) i1 plutdt que 2= (21+ ) i1 permet de garartir quejyj < 1.

9En toute rigueur, il faudrait pr@alablemen montrer quesi un processusX stationnaire a sonauto-corr§lation nulle g
partir du rang g, alorsil suit un processusMa d'ordre au plus g. Pour cefaire, il faut d§ nir le polynbme moyenne-mobile
¢ issudes@quationsde Yule-Walker, puis vErier quefq )i 1.x (! ) estconstarte, ce qui garartit que ¢(L)i *+X est
bien un bruit blanc. Voir aussi TD 3, exercicel

Version du 20050121-11h02, r@vis®e le 17 f@vrier 2005 21



Ensae SE206 Enond et corrig® destravauxdirig§sn*l g 8 SBarce 2

P
7% estd@weloppable en sfirieertipreet ona 1 =, HX* de sorte que

H 1 1
» = (i W)yt Ly
A A2 I
H 1 1 X
= i =L £ L Y
A 2 k2N I
= i Wiz MORLNowy
2 k, 1

. i ¢ P
et donc end® nissart pour kK, 1lay = IUi % ilona8t2Z; »=Yj kllakYtiketdonc

P
8t2Z; Yr=m+ ;&Y

P
En d'autres termeson a pour tout t 2 Z EL (YijYy; 15::0) = ;& Yy k. Cette représeration

permetde prédire enmoyeme sars erreu la prochainevaleu deY compte-tenu de'obsenation
desonpas$.En outre, la sfrie§tant ggonftrique le nombre de termesn§cessairepour atteindre

une prgcision+ donn®e ne cra®t que logarithmiquemert avec cette pr§cision (et bien-sir avec
°v(0)).*°

Enonc § de l'exercice 3

Etant donn§ un processi stationnaire X, si % (1) esteleealors X; est\assez"correl avec
Xt 1 et Xy; 1 avec Xy; 2; par consfquert il senble naturel que X, soit \relativ emert" corrgi§
avec Xy, », c'est-grdire que ¥4 (2) ne soit\p astrop" faible.

L'objet de cet exerciceest de d§terminer pr&cigmert le domaine de (Y& (1); % (2)). On d§ nit
B cet e®et

R=f(x;y)2[i L1P=y, 2x*; 1g

+ Q1 Soit X un processs stationnaire quelcorque (du secom ordre).
Montrer que (Y (1); % (2)) 2 R.

+ Q2 On sedonne r&ciproquemert (%;%2) 2 R et on cherche X stationnaire tel que (% (1); % (2)) =
(Y2; %2).

On corsidare pour celale processs X d& ni par
8t27Z; Xy = Alxti 1t Azxti 2+ %

OH (2¢),,, €stun bruit blanc de variance ¥%.

. : . P . . .
OAttention, l'erreur sysmatique due g la troncature de la s@rie rgelle ’I:‘=1 n'a rien g voir avec l'intervalle de
con ance de cette prvision, qui donne un domaine raisonnable pour r@§alisation de Y;.; fond§ sur la S§rie complgte.
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(@) Onnote©(X) = 1j A X AX2
Donner une condition n§cessaireet sutsante sur (Aq; Ay) pour que X soit stationnaire.

(b) On note P l'ensenble des (A;; Ay) tel que les racines de © sort hors du disque unit;
d§terminer P. Que peut-on dire de2 si (A;;A) 2 P2

(c) Calculer (Y (1); % (2)), et end§duire I'expressionde (A;; A;) enfonction de (Y& (1); Y& (2)).

(d) Conclure.

Corrig & de l'exercice 3

3 ’ 3
2 2
+ Q1 On abien-sor 8m 2 N; 1/;>( (m)2 = 'COV(C(‘XT)“ m) . YEOVBum) =g
Notons j n(X) = Cov%% §§ pour m 2 N°.

Xti m
Alors pour tout m 2 N® j ,(X) estpositive (c'est un produit scalaire); en particulier jj mj , O,
cequi s'®crit lorsquem = 2

9

1=
°x(0) °x(1) °x(@) =
@ °y (1) °x(0) °x(1) A=

x(2) °x(1) °x(0)

°x (0)* + 2°x(2)°xi(1)2i °x (0)°x (2)? ¢2°x(0)°x(1)2
°x(0°(Li % (2) 1+ % ((2)i 2% (1)?

0

Ji 2(X)]

5

S °x (0) = 0, le processs est(presqe siremert) d§terministe et par Cauchy-Schwartz °x (1) -
5. (0)° = 0; ainsi dans tous lescas(1| % (2)) (1+ % (2)i 2% (1)2) . 0

Supposors alors par I'absurde que (1+ Y% (2)i 2% (1)?) < 0; alors j% (2)j , 1, et donc

Y% (2) = 1.Maisalors1+ 1 2% (1) < 0, soit ¥ (1) > 1!

Par suite

1+ %(2)i 2%(1)%, 0

Remarque: (Y% (m)),,,\ €st donc soumiseq une in nit  de cortraintes (polynomiales); voir aussi
\S@riestemporelleset modglesdynamiques', C. Gouri§roux et A. Monfort, 5.2 p 155.

On notera en particulier que pour que % (2) = 0l faut que j¥ (1)j - pl—é
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+ Q2 (a) Pour que X soit stationnaire, il faut eﬁ il sutt qu'aucune racr'gne de © ne soit unitaire.

i Ati - A2+4 A, ot I+ = i Av+ AZ+4 A

22 3% , avec la corvertion

Or lesracinesde © sort !'i =
X = ip i xsix<O.

S les racines sort complexesconuguesz et z, alors jzj? = jzj°> = zZ = | 75;. Donc si

Ag + 4A, < 0 une condition n§cessaireet sutsante est que A, 6 | 1. Sinon, les deux

racinessort r§elleset alors

M q_ 1
jt%je1 i A8 A+ 4A, 6 4R
g+l aht; aie so Bvak
, 7 o | 4A;6 82A; AT+ 4A,
q

, A§+2A2i ZAgG §A1 A§+4A2 ¢

R 4R AR+ ARG AR BAYE RAZ+ 4A,

. K+ A KA 260

,  (A,6 00uA 8 81)etAsj A2j 200+ 160 (carA,=0, ©OKX)=1; AX)

(b) Ona ) )
{ S A2+ 4A, < 0: enparticulier A, < 0 et de plus

P
A1§ I (A%"‘ 4A2): S
2A -
, AZ; (A%'+4A2)>1
4h5

LI

1

j18j>1

) i 1< AZ <0
{ SA+40=0:
S A, = OalorsA, = 0, et inversemen si A, = O alorsA; = 1; danscecasX = 2.1
Snon!i =1* etona

psj>1 , AT

o
N

11Ce casd§dinB® est exclu par la suite : ¥ (1) = Y% (2) = 0 et X ne corvient pas sauf bien-0r si%; = % = 0.
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(©)

Ainsi danstouslescasj! §j> 1, jAj- 1.
{ SA+4A>0:SA=0A60et!i =1*=2 doncjl¥j>1, 0<jAj<Ll.
Snon, ! <1 * etdonc

j1%j>1 , 1*<jlou!i>+1 )
A2+ 4A A1<,1ouiAli A+dh
’ y 2A, ! 2A,

2 . P - P . .
SA>0: pA§+4A2<A1i 2A, OUpA]2_+4A2<iA1i 2A,
1 SiA2< 0: A§+4A2> A1| 2A2 ou A%+4A2>iAli 2A2
% " " . . . . . . .
SA>0: A+ 4h< (A 2A)° ou A+ 4A, < (A + 2Ay)°
' SA2< 0: A%"‘ 4A2> (Al| 2A2)2 ou A%"‘ 4A2> (Al‘l' 2A2)2

., A Al>1ouA+ A> 1
, Ai jAj>1

Conclusion : une condition n§cessaireet sutsante pour que lesracinesde © soier toutes
de module sup®rieur p un est:

A+40<0 et j1<A<0
ou A+ 4A =0 et jAj<1
ou A2+ 4A,>0 et A< 1j jAj

0 0O0O0O

Bien entendu lorsque cette condition est vri §ele processs X est d§crit sous forme Ma
canonigue et donc 2 estl'in novation de X .

X @tant suppodiestationnaire et sous forme canonique, on a

°x (1) Cov(A Xy 1+ AoXyj o+ 205 Xy 1)
= AV (Xy 1) + ACov(Xy; 2; Xij1)  car?ell Xy 150

= A°x(0) + Ay (1)

et donc

%(1) = £

Par ailleurs

°x(2) = COV(Alxti 1t AZXti 2+ 2 Xy 2)
= ACov(Xy 1 Xy 2) + AV (Xy; 2) car2ill Xy, q;:::
= A°x (1) + A°x(0)

et donc % (2) = A% (1) + A i.e.
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U (2) = S+ A
X 1 A 2

Remamue: d'une faeon plus g&nrale le d§veloppemert de Cov(©(L)X¢;2;) assureque pour
m, d= d*©, ¥ (m) suit la r§currencelin§aire de polyndme caract@ristique ©. En particulier il

Exprimons alors (A;; A;) en fonction de (Y& (1); % (2)) : on a

Y A
w1 = gy
%(2) = AlQ)+A
soit v p
A= R A)
%2 = %O 1 Ao+ A
soit ( A = HOQ %)
1 B Li ¥ (1)2
A = H@im?
2 1i ¥ (1)
(d) Sot C (i %)
A= e
< Uy 1/ 2
A = /12511/:_212
et d§ nissors le processs X par 8t 2 Z; X, = A;Xy, 1+ AXy 2+ " on” estun bruit
blanc.

Or (%;%) 2 R, et donc*? (A;A;) 2 P, de sorte que X est stationnaire et sous forme
carmonique. Par corsquert, (Y& (1); % (2)) = (%4, Y2).

?
??

Enonc & de l'exercice 4

On corsidgre un processis X stationnaire du secom ordre, et on note pour k 2 N
00 11

Xt 1
ik=COV?@?@ : &X

Xti k

+ Q1 Justi erquej estindgpendante det 2 Z et qu'elle est positive.
Quedirede X sijjxj =07

2Calcul non d§veloppg ici . ..
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On sedonne dsormaisk 2 N et on supposeraque jj xj > O.

+
Q
N
0O
D
O
c
(0]
-
o)
(9]
3
=~
I+
o,
D
=
(7]
o]
.
£
o
(0]
)
=
sl
o
-
)
[9)]
®,
o
>
o
(]
X
o
1
m
—
S
X
X
-,
X
;
N
(%))
s
N

+

Q3 Calculer 3%, la variance de I'erreur de prvision X, j X;.
Q4 (a) Montrer queji e1j = %ii ui.
(b) Montrer que (34),,,- €st dBcroissate.

En d&duire gu'elle admet une limite “nie lorsque | ! +1 , et que cette limite est3¥§ =
V (Xt EL (X1 Xy 1;::2)) la variance de I'in novation du processs X .

(c) Montrer que 1 logjj ij i Ui log¥% .

+

=+

Q5 Application : on considgre un processs du secom ordre X v@ri ant X = (1 HL)2 pour
m2]i L 1[, ou2 estun bruit blanc de variance %%.

(a) Montrer que X est stationnaire et calcuer °y .
(b) Calculer jj gj-

(c) V&ri er que? estlinnovation de X et que i logjj kj i ii log¥%%.

Corrig & de l'exercice 4
+ QlOnapourk2Nett2Z
0

V(Xti 1) COV(Xt;Xti 1) cee COV(Xt;Xti k)
COV(Xti Z;Xti 1) V(Xti 1) cee COV(Xti l;Xti k)

Cov(Xti.k;Xti 1) Cov(Xy; ki Xt 1) ¢¢;1: V()(.tI k)
1
°x (0) °x (1) e °x (ki 1)
% °x (1) % (0)  eee (ki 2)%

w(Ki 1) °x(ki 2) 666 °x(0)

En particulier j « ne d§pend pasdet et estsym@trique r§ellep diagorale positive, donc positive.
Par ailleurs, si k esttel que jj«j = 0, alors commeil est montr§ dans TD 1, exerciced

sOremert dgterministe.

+ Q2 Notons X[ = ap+ a3 Xy; 1+ CCG+ an, 1X¢; m+1 ; ONentire tout d'abord commeX eststationnaire
queag = E(Xy)(1i a1 ¢¢¢j a). Par ailleurs X est caractrish par'?

(Xei XP)Llet8 2 JLKK (Xii X{).LX,

Bvoir aussi TD 1, exerciced
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cequi s'®crit pour j 2 J1; kKK

i ¢ ¢
0 = E X¢j X ¢Xy

soit E(XX¢j) = @E(Xy) + aE (X 1 Xy j) + €6+ ay; 1E (X me1 Xy )

soit

E(thti j)

soit

(i ari ¢¢ am; 1) E(X)E(Xy;j) + aE (Xy; 1Xy; ) + ¢¢¢
+am; 1E (X m+1 Xy )

= EX)EXy )+ ar(E(Xy; 12Xt 5) i E(Xy 1)E(Xy; j)) + ¢ee
+am; 1 (E(Xt; maa Xt ) i E(Xt; m+1)E (X 1))

°x(J) = a°x(i 1)+ ¢+ ay; 1°x(j i m+ 1)

et donc en d& nitive

+ Q3 0Ona

Xii X{

0 @1 = EMX)@igui ®¢ )
aQ °x (1)
©: K = (W't : X
a °x (k)
0 1
Xtil
Xei @i (a;:ia) £
Xtik
0 1
Xtil
Xii (EXp)i aaE(Xy1) i ¢ aE(Xy k)i (any:iia) £
Xt;k
Xti1i E(Xy1)
Xti E(XXy) i (ag:ia) £ :
Xtiki E(Xtig
3 0,i1 Xtili E(Xti 1)

Xei EX))i Cx@)iinox(k)E i £ :
Xtiki E(XXti k)
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Or E(Xi) = E(X{) et j x estsymitrique, donc

o [ n2¢
V(Xii X{) = E X¢i X{)

S E'gi B
xtili E(Xti 1)
2B E(X)) 6Cx ()i x () E (1) E @ s K
3 _ Xiiki E(Xti k)
(Cp @) x (k) (k) !
3 Xi1i E(Xyi 1)
- % £ E@Xq1i EXyiiXgki EXyi) £ ® ; KK
+ | {Z Xtiki E(Xti k)
0 1 i k
°x (1)
§ £ (i k)i1% : %
' °x (k)
8
V (X4) 0 0
xtili E(Xti l)
% 20k @ik (K E (0T E ERX E(X0) 6@ 5 KK
Xiiki E(Xti k)
= | {z -
0 1 (°x (@)= x (k)
°x (1)
% @) G0te K
*x (k)
0 1
°x (1)
= VXOi Cx@iex k) 0B K
*x (k)
+ Q4 (a) Ona 1
°x(0) | °x(1)eeecy (k)
i k+1 = °x (1)
: i k
°x (k)
puisque j x de d&pend pasde la date t corsid§r§e.
Soit alors (, 1;:::;, k) 2 R* et comsid@roms A(,) = j 1 i ,1Coi ¢0¢ , «Cys1 OMCisy =
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0 _ 1
*x (i)
°x(? i 1)
‘x (i 2) estla i-ipmecolome de j x+1 .

*x(ii k)
Alors JA(, )i = Ji k+al-
Or la premigre colome C, de A(, ) s'®crit

1
°x (0) i L1°x @) eeci | °x (k)
0 () 1 E
CA: X
%3 : X [ GCuiiiEix
°x (K)
x(l)
Posorsdonc (, 1;:::;,k) = %) EE(. k)' il vient
°x(k)

1
°x (1)

0 0 1
% (0)i @ KEG0)E Cx@:ox(K)
o (K
Ca = 0o 1
0
B X
0

de sorte que *

0 0 1
°x (1)

B0 B KE G TE Cx@iox ()X 6]

°x (k)
Y% Gii

Par corwquart pour tout 1 2 N° jjj = 3/1? ¢Ce34i 4 = e/fgi L ¢6¢% °x (0)

Ji k+1]

x(1)
4 i« estsym@itrique et %) : X £ (k) g (°x (D);:::;°x (K)) estun r§el (donc §gal p sontransposg) et donc
°x (k)
0 1 ” 0 1
°x (1) g °x (1)
Q@B KGO @i ) = @ Cx i) 1B K =
°x (k) °x (k)
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371%+1 = V(X¢i EL(X{jEk+1))
= min V(X{j Y)

Y 2Eg+1

A VXY

V (Xti EL(XiE))
= 371%

La stite (¥4),,- ©Stdonc dicroissare et minor§e (par 0), donc convergerte.
Notonsen n E =< 1; Xy, 1;:::>; alorspour tout | 2 N®

% = V(Xii EL(XJE)) = minV(Xei Y) - minV(Xii Y)= %

Et r@ciproquemen, (34 ¥4 ) - KEL (XjB)i EL (X{jE; )k? iji i! 0 de sorte que

1

Rijiil %A

(c) On aalors

. Ji k+1]
lim log——
11 g Jikl

X

i ¢
log' %2

- Iog“._“%J par C&saro
b il

= |im
11

I

Ji j+1j

.1
= lim —~log —
11 = il

|
. 1 jil+lj
= |lim —-log——
iz gJilJ

1. . .
= |||[n|—(|ogn|+1u logj°x (Oj)

- i 1I .
= I'[nl— 09Ji 1+1])
+ Q5 (@) Onapourt2 ZE(X{)=0etpourh2 Z
8
< (L+1¥)% sih=0
°x (h) = i B4 sih=81
) 0 sinon

En particulier X est stationnaire.
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(b) On apour k 2 N°

0 1
1+ jp O  ¢o¢ 0
in 1+ g 0
= ¥ . E
0 i 1+
0 ¢e¢ O in 142
On atout d'abord ¢
o Jid= 1+ 8 %
Y - .
i N VN N VI DR SR
Jio= % 1+ 2 = 1+ 2+ ¥
puis pour k , 2, ennotant Ay = 55«
0 1=
— 1+ |jp0cee0 —
. i M _
JAkJ - 0 -
: Ak 1 _
= 5 -
(en d@veloppnt par rapport g la premi%e colonne) =
— iul O 0 ¢¢ 0 -
i ¢ IV VO V| 0 =
= (DM I AGH GG O iR 1He 0 &=
0] 0 i Hol+

(en soustayant la %emipre ligne g Iald%ux'pme)
- i 1 | 0¢eeO _

i ¢ . i M
= 1+ PP jAG+t R o
Akiz

0
i 2¢. . 2. .

= 1+ JAgdi WA 2l

Soit alorsk , 3tel que 8l < k; jA)j = 1+ 2+ ¢¢¢+ 2. Alors
JAK]

i ¢ ¢ i ¢
!1+ 2 "1+ W+ CeC+ pki 2 p2¢|1_+ 2+ e+ pki 4 ¢
L+ 22+ 2+ 00+ 2P 2 2 P geey (P 2
1+ 12+ ¢ee+ 2
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2k +2

Ainsi 8k 2 N 1 = 1+ (2 + Gog+ (2 = LT

En dg nitive

8k 2 N° i = L9

(¢) jJW < 1 donc l'unique racine %1 de 1 pX esthors du cercleunit® (si elle existe, i.e. si
pn6 0); donc 2 estbien I'in novation de X ..

Par ailleurs
X i, | ., i ¢ i, 6C
« logjij = P log 1i 127 log 1 1+ log %
1=1
2k+2 loa(1; 2
o iuk i g(k. ) 4 log32
ceoe 3/2
W log¥s
2
? 7
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3 Travaux Dirig §s n*3

Enonc @ de l'exercice 1

On corsidagre deux processs stationnairesdu secom ordre X et Y v@ri ant
Ys

A €
8t 2 Z, X,

AlYti 1+ aXt + Ut
AXy 1+ Vi

op U et V sort deux bruits blancs dgcor@isde variancesrespectives % et %% .
On supposeen outre que 0< jAjj< let0< Ay < 1.
+ QL Soit W= ( j AAL)( j AL)=Y.
Montrer que W est stationnaire et calcuer °yy .
En d®duire que W estun processs Ma que I'on d§termineral®
Application num@rique: a= 1.5, A; = 0:4, A, = 0.6, % = 0:016et 3% = 0:036.

+ Q2 Montrer que Y estun processis Arma que l'on d§terminera.

+ Q3 Determiner la pr@visionoptimale Y," = EL (YY;; 1;:::) et la variance de I'erreur de pr&vision
Yii Y

Corrig & de l'exercice 1

+ Q1 On atout d'abord pourt?2 Z

Yi = AlYti 1+ aX+ U
donc (( i AL)Y), = A(@i AL)Y), +a( i AL)X) + (Ui Al i)
= A(@i AL)Y),  +avi+ (Ui AUy )
cestqrdire  (( i AL)( i AL)Y), = avi+ Ui AU
soit Wy = avi+ (( i AL)U),

Alors
{ EW)=0 8 i

< a¥¥ + (1+ A)¥% sih=0
{ pour h2 Z Cov(W;;Wysp) = i ALY sih=81

0 sinon

i ¢ .
150n supposerapour ce faire que a?¥%§ + "1+ A2 g > 2% .
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En particulier W est stationnaire (et sa fonction d'auto-covariance est celle d'un processs
Ma(1)). Cherchons donc £ et 2 bruit blanc telsque W = £(L)2 et £ de degr§ 1.
Donnons-nous pour ce faire un bruit blanc 2 de variance %% > O et , 2] 1 1], et soit Z =
( i ,L)?2; cherchons p d§terminer2 et , defasonpcequeZ = W.

L'@galite®°; = °\ pour h 2 f0; 1g conduit g

1

" as )%

% + (1+ K) %

i Y =AY
soit
< 292 + (1+A3) ¥
L2 - %A’(zs/%_Z)és 1 :Q
3/3 = %
q 2
23++’23i 232 4+ (1+ A2)3 i'3 A .
Soit donc 26 | = 2 4 (14 45)% (;2/3% (1+£)%)'i 443 ;ainsi, 2] 1;1[. Posors alorst’ 2 =

( i .L)''W :2estpar construction un bruit blanc de variance %2 = 2% et de plus

W=(i.,)?

Application num@irique: On a a?% + (1+ A2)3% = 0:10276> 0:0192 = 2A,%. Il vient
= 0:.095et 3% = 0:101.0n v@ri e quej,j < 1 et que la repr@semation de W est bien
canonique (donc que 2 est bien I'in novation de W).

+ Q2 On aimm§datemert ) )
(i ALY i AL)Y =( i ,L)?2

A supposerque, 6 A, et, 8 Ay, Y estdonc un processs Arma (2,1) (sinon c'estun Ar (1)) ;
enoutre cette reprsemation estcanonique.

Application num@rique: ( j 06L)( j 04L)Y = ( | 0:099.)2.

+ Q3 Soit ©(X) = (1i AX)(1i AX); lesracines z- et = de © sort toutes de module sup§rieur g
un; dgnc (voir TD 2, exercicel )Y admern un d§weloppemen ensgriep c¥tcients positifs
Y: = k. o &2t k, et en particulier 8t 2 Z; 2¢.ILY;; 4;:::. Par consquert 2 est l'in novation de
Y et enparticulier Y j Y" =2
On entire successiemen que
V(i )= %

. . . . . . a?vg + (1+ A3) %
18| esdeuxracinessort de mémesignecar leur produit 1 estpositif, et cesigneestpositif car leur somme%“’(%ﬂ

" 2 .
est positive. Le produit desracinesvalant 1, la plus petite desdeux est de module inf§rieur p 1, g savoir w.

. . . . A, 2 . . .
7pParmi tous les bruits blancs possiblesde variance %% = Ro¥ n'y en a qu'un seul qui corvienne, est c'est
nBcessairemenz= ( i L) 'w.
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et de plus que

Y® = Y2
i ¢
= oW i L)ty ,
i i . ¢ Xt '
= i A+A)L+AALZ KLk Y
A k=0
i2 A A A '¢X1 ki k
= i L L (AAFA)FAA C LYY
" o T T
= j,%0 = e( i L)t o=y
8

P
< Ve =Yu1i 024y 00 1045 | 0:095yy «
Application num@rique:

et par ailleurs V (Y; i Y;") = 0:101

?
??

Enonc § de l'exercice 2

8i2J;nK ( j “L)X'= U

ou%2]i 1;1[et U' estun bruit blanc de variance %% indgpendant'® de tout U’ pour j 6 i.
Ondg nit Z = X 1fr ¢¢eX " ; on cherche p dterminer la pr@visionoptimale de Z+., fondg§esur
'obsenation desX' aux datesT; T 1;:::.

Q1 Montrer que pour toust;t°2 Z eti 6 j 2 J1;nK X', estind§pendant deX o .
D&terminer Z7%, = EL (ZrspjX Yr;i X0 XA 40 ;X "1 15::0) et la variance Vx de l'er-
reur de pr@visionassaieen fonction desvariancesdesU'.

+ Q2 Montrer que Z satisfait une relation de la forme

=+

£(L)Z =¢(L)»
ol £ et ¢ sort despolyndbmes(de degiis nis) et » estun bruit blanc (on discutera selonque
les % sort deux-p-deux distincts ou non).

Q3 En d®duire que Z estun processs Arma dont on d&terminerala forme canonique.

Q4 Donner une condition sutsante pour que Z soit un Ar pur.
On d#taillera en particulier le casn = 2.

=+

+

18Et cep toutes dates: 8t;t%8i;j; (t 6 tui 6 j)! U', estind§pendart deU! 1o
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+ Q5 Dans le cas g@rral, dterminer la prvision optimale Z;%, = EL (Z1+1jZt;Z71, 1;:::) fond§e
sur les obsenations agrédies.
Donner la variance V; de l'erreur de pr@vision ass@ieen fonction desvariancesdesU'.
Comparer Vz g Vy et corclure.

Corrig & de l'exercice 2

+ Q1 Pour tous i 6 j et toutes dates t; t°, U‘F;U‘ti 1, U Ul ;U ULy 5 Ul Ul o 4 sort tous
deux-p-deux ind§pendants. Donc X' et X! sort indgpendants.
En particulier

A !
X

Z7h = EL XX X0 Xy i Xy g

X

= EL'X'rajX 13X 1 100
i=1
= X4+ 600+ XMy

= | %X + ¢+ X" | puisque | %L estsous forme canonique car % < 1

En outre
A !
| o @ x X
ViZiai i =V X141 i Vo X 't
Alzl i=1 I
P ¢ X o
=V owXipr U WX
Alzl | i=1
=V UiT

i=1
Y5+ 00+ %4

=+

+ Q2 ObsenonsqueZ = ( i %L) "U + ¢¢¢+ ( j %4L)' *U", de sorte que pour tout polyndbme

£ ona

£(L)Z = £(L)( i %L) "U' + ¢ee+ E(L)( i YaL) ‘U" ()
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En particulier dgsque £( X) estun multip le detousles (1 %X) l'expression(2) est polyno-
miale desdeux cot®s. Soit donc £ le ppcm (au sers de la division euclidienne de polyndmes)
delj »nX,...,1i %X. Alors Z v&ri e

X |
£(L)Z= o L)V

i=1

opai(X)= = =18 Y2 f14:10 1 Yag (1 ¥X) estun polyndbmede deg®n; - nj 1.

Consid§rons alors V' = a;(L)U' tous stationnaires, et soit V = V1 + ¢¢¢+ V",

Alors
Cov(V;; Visn) = °ya(h) + ¢¢¢+ °yn(h)

En particulier Cov(V;; Vi+1n) estind®pendant det et donc (commebien-sir E (V;) = 0) V est
stationnaire. En outre °y,(h) = 0 dgsqueh , max n;, cequi caract§riseun Ma d'ordre au plus
max; n;.*°

de variance %% ; notons ¢( X) = 1j HX | ¢¢¢; X9 Alors I'§galit ®e(Ly = °v reviert pun
sysgmede d + 1 §quations (a priori non-lin§aire)

©
B :%¢)y (h) = °v(h) pour h2 JO;dK

Soit alors ¢ °(X) = 1+ £ X + ¢¢¢+ £ X", et notons ¢ le polyndbme canonique assai (celui dont
toutes les racinessort de module sup$rieur g un, voir TD 2, exercicel ). D® nissors
en n»= ¢(L) V. Alors par construction » estun bruit blanc, et enoutre V = ¢( L)».

Ainsi

E(L)Z = ¢(L)»

avecd*£ - netd*¢ - maxn; - nj lettouteslesracinesde£ et¢ sort de module sup®rieur
(ou §gal)p 1.

+ Q3 On sait que 1 n'est racine d'aucun 1j %X, donc n'est pasracine de £( X). Montrons que par
ailleurs V n'est pasint§gr§.
Attention :
Il ne sutt pasque Z (et donc £(L)Z) soit stationnaire pour interdire que £ ait une racine
unitaire : X = ( j L)? estpar exemge stationnaire TD 1, exercicel ...
Dans le cas cortraire, soit s I'ordre de multip licit§ de la racine 1 dans ¢, et soit ¢( X) le

polynome £ ; on note » = ¢( L)».
Soit alorsN 2 N; comme(1 X) No XK= 1j XN*! onadune part
A !
X i ¢ T
LY xVvi= 1; LN L)Y P xy,
k=0

BAttention, sik =l et°a(kj 1)+ °g(lj 1)= OalorsA+ B estun Ma d'ordre apluski 1...
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et d'autre part A I A I
oo D' _
Lk xV, = Lk £ o;(L) £U';
k=0 i=1 k=0 ,
°p
Considgrons donc pour i 2 J1;nKet N 2 N le polyndbme E:o XK @;(X); commelesracines
de @ sort parmi les¥%,, 1i X nedivise pas®a; et donc .
A ! A !
i ¢ X X
1j XN*1 = X* (1i X) nedivise pas XK m(X)
k=0 k=0
Notons pour tout polyndémeP °(P) le nombre de c¥tcients non-nuls de P : alors® (&;(X)) , 1
caro; estde degén; , 1.Par corsBquert pour N | n;ona?
A I I

= XK @i(X) , Nijn

k=0
Donc en particulier
AA)@ k! i! ’\)Q-ni 2 [ i ¢ “ o JF 'ﬂz 2
\Y k=0L £ oi(L)xVy = ~ |V Uy ., (Nin g]é[}]@] “igiil +1
Autrement dit pour tout t 2 Z Vii i LN+1¢S>_>t¢iNiIiH +1 .
Soit donc = | i L’\"’lq:si 5= ! i LN+1¢SilﬂL)>>:’ est stationnaire puisque » est un

bruit blanc.
OrV(ti "tinj1) iNiii! +1 ,etdonc° (h)jjii! +1,etdonc
1 +1 ht +1

o P '
v(h) il +1
Pourtant, les U' sort ind§pendants donc °y (h) = . °a,(Lyui (h) et donc comme chaque

a;(L)U" estun processs Ma son auto-covariance est nulle g partir d'un certain rang (n; en
'occurence), et en particulier

o h R !
v (h) il 0
_2°Soit P(X) = : E:O ax XX un polyndme de degf P n'admettant pas 1 pour racine, et d§veloppons successiemert
XIP(X) il vient
1 X X2 | ¢o¢ XP Xp+t ¢ee XNip ¢e¢ | XPN

P (X) ag a a, | ¢ee ap 0 ¢ee ¢ee 0

XP(X) 0 ag a; | ¢ce ap; 1 ap ¢ee ¢oe 0

o X'P(K) 0 2 e | a

koo XK P(X) @ [ a0+ & ¢ee¢ | ap + CCC+ a, | ag + C¢C¢+ a, | ¢CC | ap + CCC+ a, | ¢CC ap

iP ¢
Le polynﬁmel E:O XK iiP X) est ge deqfﬁ au plus N + p, et au moins N j °(P) monémes X* ont pour c¥z+cient
ap + ¢¢¢+ ay. Donc si ° E:o XK 'P(X) < N j °(P), alors au moins 2°(P) + 1 c¥zcients sort nuls, donc l'une au
moins de N j (P) colonnesa; + ¢¢¢+ a, estnulle. Dans cecas,P (1) = 0, i.e. 1 estracinede P ! Or 1 n'est pasracine

de @;, donc® koo XK mi(X) , o(m)).
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Ainsi, (1 X)® ne peut diviser ¢( X); on mortre de fason idertique qu'il enva de m&émepour
toute racine de module 1, de sorte que V n'est pasint§gr§.

En conclusion,

Z estun processis Arma (p;r), oup= d*€ etr - max n;

Notons quelesracines%; i % de£ sort toutesde module inf@rieur p1; enoutre par construc-

tion il enva de mémepour cellesde ¢.

En n, comme£( X) estle ppcmdeslj %X, il n'admet aucune racine commnune avec ¢ (car
sinon, ¢ admet par exempe %, donc il en va de m&éme pour ¢ © car j%j < 1, et on montre
quelj X divisetous lesa;(X) cequi viole le fait que £ soit le ppcmdesli %X). Ainsila
repr§semation est canonique.

Notons en n que siles(%); sort deux-p-deux distincts, £( X) = (1j ¥X) ¢¢¢(1; ¥aX) et Z est
un Arma (n,n-1).

Remarmue: Le r@sultat reste vrai si I'on substitue p 1 %X un polynbme canonique R;(X) quel-
ponque: £( X) restele ppcm desR;(X), et s'ils sort tous premiersertre eux Z estun processusArma (
n + +
i=1 OFR;j, max; d*a; ).

sysigmede Yule-Walker B, : °¢(1)»(h) = 0 pour h 2 J1;dK .
Notons alors & (X) = ,{+ ,}X + ¢¢¢+ | X", avec, | = 1. Alors pour t 2 Z

XX
\/t = 5 :(Ult| k
i=1 k=1
et donc pour h2 N
X X o P , ¢
Cov(Mi; Viin) = ke 1Cov Ul Ul

10 - n 0- k n;
0- 1 nj

X X

[ 3/2
s ks | 1=] tik=tihil/f1

XX i )
= s ks Kij Nz
i=1 k=h

Par corsiquert Z estun Ar pur ssi

P, i . . ¢
8h2JLnK ., o, 5t C0C+ | 3% =0

i nii hs nj
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En particulier dans le casopn = 2et% 6 Yaona£(X) = 1i (v2+ %)X + %%X?,
a.(X)=1j eXeto,(X) =1 %X.
Donc Z estau plus un Arma (2,1), et c'estun Ar (2) pur ssi %!

1/33/% + 1/23/§ =0

+ Q5 Commeaucune racine de £( L) n'est de module 1, » estl'innovation de Z, et donc 8t 2 Z;» =
Z.i Z.%;enparticulier

°Z . _i. il ¢
Z22=27i»= i ¢LEY) Z

op £( X)i 1 admet un d&weloppemert en puissarcespositivesde X.

Par ailleurs 1 n'est pas racine de ¢, dong,toutes lesracinesde ¢ sort de module strictemert

suprier g un; on d§ nit donc 35 = 1 & X*. Notons que &y = 37k = § = 1.1l vient
alors

i .,
V; = V Zyai 4%
= V£»T+1) _ ¢
=V e(L) May(L)Ut+ 666+ o (L)UT
AA ! !
X Xt |
= \Y; al Uty
i=1 A k=0 |
XXt

- 4" %

= Y5+ C0C+ 37
= VX

Ainsi la pr@visionfondg§esur lesobsenations agr§diesest moins bonne que cellefondg§esu les
obsenations individ uelles, et ce alors mémeque lesU' sort ind§pendants!
Notons en n quil n'y a §galith que si pour tout i 2 J1;nK 8k 2 N a, = O c'estgdire si
¢( X) = 1;(X), soit nalemen si

Y = ¢0C= %

?
??

i ¢ i ¢
?!La condition s'§crit pour h = 1:\ ' 1+ 313k + ', 2.2+ 52 3= 0" cestadire, compte-tenu de ce que
h=let =%\ 24%+ 2%¥%B=0"
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Enonc & de l'exercice 3

On considgre un processs stationnaire X v@ri ant
' ¢
i 2vcosl + YAL2 X =2

opu¥22]i 1;1[, u2]0;%4 et 2 estun bruit blanc de variance %%.

+ Q1 Soit (Up)n2z 2 R? la suite r@ele d§ nie par

b
Uo; U; 2 R donn@s

8t2Z; uj 2¥cospuy, 1+ YU =0
Calculer le terme g&rféral de u.

Justi er I'expression\ u est quasi-pgriodique".

+ Q2 Montrer que 2 estl'in novation de X, et calcuer ° .
Application num@rique: Tracer°x lorsque 3% = 1,%= 0:8 et u= 2—31/4.

+ Q3 Etudier la dersit§ spectralefx de X, en particulier lorsque 2!  1i .

18 I I I I l
o= 0:8 ——

16 - Yo= 05 -~
o= 0:85 ——

14}

12 -

10 -

8_

6_

4%

2_

0= SRR el | | !

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5

Graphede! 7! ——1

j1+2%d +12e2! j

Corrig & de l'exercice 3

H i T . q
+ Q1 Soit U; = u”t ot A = 2/zclosu 63
ti 1

Al £ Uy. Or les valeus propres de A sort les racinesde Ax(X) = 1 2¥%cosuX + ¥X?, g

. Alors A estinversibe et de plus 8t 2 Z; U, =
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| _ Hen o
savoir Y2éW et 1.&™. Soit donc P inversible telle que A = Pi 1 £ 0o yew EP alors
p 1A ot it ﬂ
=pitg M0 by d ien @ tel
U=P 0 Lbai it b, donc soiert ®;  tels que
8t2 Z;u, = et + T1hei
En particulier on a A
i ®+ ¢ = Ug
1 ®aM + @ M = W
d'op on tire 3
— Uiy 1 .
= TLaewi Uo
= Upj ®
et donc nalemen ' 0
_ . — . uq Uo . . .
2 Z;up = v +i(® )% = Utk + ' v ' v
8t 2 Z;uy = (® )%acostu)+i(® )¥esin(ty) = uo”2coqty) vsinn! tanp sin(ty) Y9 sin(ty)
2R
4
Un
3 —

4 \ \ !
0 5 10 15 20

(Un)n2020k lorsquep = 2% %= 0:8 et up = Up = 1

L'expression\qu asi-griodique” tient g ce que u estborngeet que , est p&riodique.
. 127

+ Q2 Lesracinesde ©(X) = 1j 2¥cosuX + ¥8X?2 = "1 1/zé*x¢'1i 1&"X  sort demodule £ > 1;
par consBquen la repr@semation \©O(L) £ X = 2" estla repr§semation Ma canonique, et 2 est
I'in novation de X .
En particulier, pour tout h | 1 2; estindgpendant deX;; , cequi s'&crit

[ ¢
8h, 1, Cov'li 2YosUXy; 1+ YBXy 2, X h = 0

soit encore
8h, 1;°x(h) = 2¥cosyx (hi 1)+ ¥&°x(hi 2)

et donc
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°x sut la r@curence de polyndbme©

En particulier d'aprgsla question pr§diderte °x est quasi-@riodique.
Pour d§terminer explicitement °y il restep d&terminer °x (0) : onaenl'occurencelorsqueh = 0

i ¢ )
Cov X 2¥cosuXy 1+ ¥8Xy 2,2 = V(3) = ¥

cequi s'§crit encore
°x (0) i 2¥cosiCx (1) + ¥8°x (2) = %%

Pour calcuer °x (0) il sutt de corstater que °x est paire et donc en assaiant |'§quation de
récurencepour h 2 f1;2g il vient

8
< °x(0) j2%cosp °x (1) +¥  °x(2) Y%
°x(1) i 2%cospu °x(0) +¥%& °x(i 1)

°x(2) i 27cosp °x (1) +% °x(0)

i1
o o

cequi s'§crit encore

8
< °x(0) | 2%cosp °x(1) +¥% °x(2)

i 2vcosp °x(0) + (1+ %) °x(1)
7 °x(0) i 2%cosp  °x (1) °x (2)

73

I
[N e]

cedont on tire que

1
Y% i 2¥cosp Y& —
0 1+% 0 A-
0 j2¥%osy 1 1=
— 1 i 2vcosp B —
Q@ ; 2Ycosp 1+ 0 A-
Y5 i 2vcosu 1

Ya (1 + 15)
(1+ 18) + 44 (cosp)® | ¥ (1 + 1B) + 413 (cosp)?

58

I
ey

°x (0)

% (1+42)
1+ ((2 cosp)?i 1) (¥4+13); ¥
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-2
-3
-4 \ \ |
0 5 10 15 20
°x lorsque¥% = 1, p= Z* et di®§rentesvaleursde %2
1 T
o= 0.8 ——
0.8 Yo= Q5 -
¥o= 0.9 ——
0.6
0.4
0.2
0 .................
-0.2
0.4
-0.6
-0.8
-1 \ \ !
0 5 10 15 20

°x lorsque¥$ = 1, p= ¥ et di@frentesvaleursde %

On obsene que °x est psewlo-p@riodique et que le facteur important est sa\vitesse d'aplatis-

semef' Y2
+ Q3 Onapour! 2]i %Y
) = —+ %
jo(e" )j* 2%
7 1
T 2Yq1; 2vcospe! + e |
_ %, 1

2V, (1i 2¥cosucos! + Y8cos(2 )2+ (j 2¥cosusin! + YBsin(2 )3
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Soit donc g(! ) = &' iy s il vient
o)

1+ 4% (cosp)? (cos' )2+ 1/5(005(2' N?i 41/zcosucosl i 2¥%5cos(2)
i 2% cospcos! cos(Z) + 413 (cospl)? (glnl) + 14 (S|n(2I )?%i 248 cosusin! sin(2! )

2'1+ 43 (cosp)®+ ¥4 | 4¥cosucos!
i 2¥5cos(2)i 225 cosp(cos! cos(2 ) + sin! sin(2))

a(')

2

Or 8a;b2 R; cogaj b) = cosacosb+ sinasinbdonc

' ¢
g(')= 2'1+ 48 (cosp)®+ ¥ | 4vcosucos! i 2¥3cos(2! )i 28 cosucog3! )

Donc
gX!) = 4cosusin! j 4%sin(2! ) 6% cosusin(3!)
En particulier g° s'annule et change de sigre sur ]0; %4, de sorte que g admet un minimum en
0 2]0;%4.?2 Donc fx admet un extremum en! ¢

¢
Lorsque %l 1,©(X) corvergenormalemern versl. 2CoSpX + X2 = X ed X e™ dont
toutes lesracinessort unitaires. On peut mortrer enoutre?® que ! o '1/'1 .1!_ M : ainsi dans le cas

limite op X deviert un processs int®g, la densit§ spectralede X cornverge(simplemert) vers
la massede Dirac sur fug + 2%Z.

22| e calcul explicite de ! o, par exempledans le casop p = %‘ est tout-ja-fait passionnan et lais$ p la sagaci® du
lecteur.

23Essettiellement, (Y1) 7! g!) est Cl, et p est l'unique racine sur ]0;%4 de gi(! ). ! o vEri e lorsque 2! 1 :
4cospsin! gj 4sin(2! o) i 6cosusin(3! ) = 0 dont l'unique solution sur ]0; Y] est! o = W
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4 Travaux Dirig §sn*4

Enonc @ de l'exercice 1

L'objet de cet exerciceest de pr&sener la m§thode de Beveridge-Nelson  pour reprsen
ter tout processs mémeint§g® commesommed'une marche al§atoire et d'une composarie
cyclique (stationnaire).

+ Q1 On corsidgre un processi auto-r§gressifint®g® X v@ri ant

(i DAL)X =2

op A estun polyndbme sars racine de module un et 2 un bruit blanc de variance %%.

(a) Montrer que quitte g substituer g2 un bruit blanc ~ de variance plus faible, on peut sup-
poser(ce que I'on fera par la suite) que touteslesracinesde A sort de module strictemert
sup@rieur g un.
gn d®duire que A(X) admet pour inverseune sirie absolumert corvergerie A(X)i 1 =

oo X,

(b) On supposed®#sormaisque la sgrie @@ X 7! ﬁ est absolumert corvergerte. 24

3

Montrer qu'il existe une sBrie corvergerie (de rayon au moins 1) A telle que

L1 s
A(X)l—m*‘(ll X)A(X)

Calculer sonterme g&réral.
(c) Montrer qu'il existedeux processs T et C tels que

X=T+C

et oy T estune marche al@atoirev@ri ant ( j L)T = ﬁz et opu C est stationnaire.

(d) T et C sort-ils corr§ls?
+ Q2 On sedonne un autre d§composition de X

8
< X= M+S
(ibM= U
S= B(L)V

oy B estun polyndbmedont toutes lesracinessort de module strictement sup@rieur p1 et U et
V sort dewx bruits blancs (pas n§cessairemend§cor§is) de variances¥§, et % .

73

(@) Montrer que $V (Xo) ijii! aqye:

_ R
Montrer que ¥ = zqy-

(b) Soit Y = ( j L)X.
Exprimer Y en fonction de 2 et en d§duire I'expressiondefy .

24j.e. de rayon de convergenceau moins 1 et absolumern corvergerte enx = 1.
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(c) Exprimer alorsY enfonction deU et V.
En supposart que U et V sort d@corf§lis,en dduire I'expressionde fy en fonctionde ¥4
et ¥%.

(d) D®duire de I'@§tude de fy au voisinagede 0 que pour certains polynébmesA(X), U etV ne

pewert pas etre d§cor@s (on pourra par exemge corsid@rer le casop A(X) = 1§ ¥X
ou %2> 0).

Corrig & de l'exercice 1

+ Q1 (a) Lemonbmelj ., X ®tant inversibe ssij, j < 1, posors

oM TR

a i
A'(X)= 1< @i LX) i1 1i —X

5 |

op L1 = dfsigrert lesracinesA.

Ainsi A°(L) estinversitle.

Soit © = ( j L)A®(L)X ; alors (voir TD 2, exercicel )~ estun bruit blanc, de
variance — 2%

|j,ij>l,i

On peut donc supposersars perte de gérralit®, quitte p substituer A p A et” g2, que
toutes lesracinesde A sort de module strictement sup@rieur g un.
Dans cesconditions, notant A(X) = (1 , 1X)¢e¢(1; , ,X) il vient

A ! A !
1 Xl Ky k Xl k v k Xl k
— = X*  ¢ee X = a X
s 1 s N
A(X) k=0 k=0 k=0

P . .
aveC8k2 N, ak = i1+¢¢.¢in=k,ll ¢¢¢> :‘ln'
(b) Ona
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Or pour M 2 N*

~

A !
hd b ) . e
aXk = a + a X1
k=0 k=0 k=0
X! i N
= alf + a0+  a(Xj 1) 1+ X+ ¢e¢+ xkit
k=0 k=1
X M oK1 _
= al“i (1i X) a X!
k=0 k=1 4=0 |
M il W -
= al'i @i X) a X
k=0 j=0  k=j+1
PM

Par ailleurs A est corvergerte donc
et on posepour j 2 N

k=]

+1 & admet une limite nie lorsque M !

=i

P,
k=j+1 K

Notons if¥ = j P

. Mo -
g = I ac
j=0 j=0 k=j+1
o
Jak)
= Ja) + Jax]
0-j<k- M+1 M+2- k- N
0-j<k
W-Fl - - Xq - -
= Kjayj + Kjay]
k=0 k=M +2
»l . .
= Kja]
k=0
X1 Mt 1 1
Kiagj — x7! — = ka, XX estabsolumert corvergerie.
_Kad g AG) T K@ g

donc g la limite lorsque N !

E=j+1ak; alorspour tousM 2 NetN , M + 2

+1 etpourtoutM 2 N

X1
kjay]

+1 ,
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P .
de sorteque la srie ; b X! est corvergerie de rayon au moins 1.

_ N : . P
On posedonc A(X) = jjO b X! ; alors par construction comme ﬂ"zo a 'Mi ﬁll) ona
A(X)it= A(l) + (1 X)A(X)
(c) Soit T la marche alfatoire d'origine O et v@ri ant 8t 2 Z;Tyj Ty, 1 = ﬁzt, et notons

C=Xj T.Alors

(i L)C = (ilb)x(XjT)
= ﬁ(Li”Zi (i LT
= m"‘ i L)K(L) 27 (i DT
= (i L)A(L)?

En particulier, il existeun variable "xe Z telle que 8t 2 Z; C; = A(L)? + Z, et donc C
est stationnaire. 2°

(d) Onapourt2Zz

Ty = A(l) (2c+ CCC+ 27, N) + TN
= @p? + @2 1 + CCC
Or T2, pour h, 1etdoncpour tout N, 1

( P P
K g o COVi2)

Cov(Ti;C) =
( t t) +COV Tt| N 11 k=0 ®( ti k + COV(TM N j 11Z)
+ + X
w?ﬁ% + ®KCOV(T“ N 1;2t1 k)
A(l) k=N+1

donc nalemen

i ¢
Cov(Ti;Cy) = ﬁ' ALY

En particulier T et C sort corr§@sp toutes dates sau bien-sar si A(X) = (1).
+ Q2 (a) Onapourtoust2 Z etN 2 N®

V(Mg = V(U + 606+ Up) + Cov(U + 08¢+ Ug; M, 1) + V(M. 1)

%8 + Cov(U; + ¢t¢+ Ug; M, 1) + V (M, 1)

250n ne peut pas choisir Z qui est ertipremert d§termin§e par la d§ niton de C = X | T; en revanche on peut
supposerque Z est d§corr§iede tous les ;.
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donc par Cauchy-Schwarz

P p
%7 V(U + ¢+ Ug) V(M 1)+ V(M )
3§ + Cov(U; + ¢¢+ Ug M 2) + V(M)
78+ V(U + 606+ Ug) V(M 1)+ V(M)

Soit
q P
7 lV(t%ﬁf V(M 1)+ VM, ,)
— e
p3_
tt +1 i
9§ + CO\é(Ut + ¢¢¢+ Ug; M, 1) + V (M, 1)
p4
9§ + I V(t%ﬁi VM, 1)+ V(M)
— e
pa_
tt +1 i
et donc
3/2
V(M) tf +1 e

OrV(Xy) =V (M) + 2Cov(M¢; S) + V (S;) et donc

VM) 20 VMY, VS + V(S) - V(X)) - V(M) +2 V(MY V(S + V(S

et commesS est stationnaire (donc de variance V (S;) ind§pendante de t)

VX | vV (My)

+1

En particulier

V(X il %>0

Or X =T+ C ouT estune marche al§atoire asseifep ™ = rll)Z et C stationnaire, donc

de fason similaire L L
- —— 3/2
AGORIERH A2 Z

En particulier

Version du 20050121-11h02, r@vis®e le 17 f@vrier 2005 51



Ensae SE206 Enond et corrig® destravauxdirig§sn*l g 8 SBarce 4

Ainsi, quelle que soit la dgcomposition retenue la marche al§atoire est assaiep un bruit
blanc de variance zy,%.

(b) On aimm@datemernt Y = ( j L)X = A(L)i 2 et donc 2¢

. _ 1 %
M e T ez

(c) On a par ailleurs
Y=(CiLM+(jLS=U+(jL)B(L)V

Or psupposerque U et V sort dgcor@@sil enva de mémepour U et( j L)B(L)V, donc
pour tout h 2 Z,

*ur@ai vBLyv(h) = u(h) + °@; vV (D)

de sorte que
f (l) = iXZL o (h)e+i! h
y U 21/4h:0 U+ L)B(L)V
1 1
= Zil/:jo (h)e+|l h + Zil/x @ L)B(L)V(h)e+i! h

= fu(! )"' fa; L)B(L)V(I )

% , %
21/, i e 8le 2Ya

(d) Soit donc A d§ nie sur R par

< 1 N
S!NQN”:f—Tﬁ%:%+ﬂhé!B@¢%@
JA (€' )]

Alors pour ce qui concerre la deuxipme@galit§

S e
&2Qﬂué!8@¢{o

et donc
8! 2 R; A'), A0)

Or par ailleurs A(0) = A(1)2 et donc

1 1
AP A

2
26" estun bruit blanc de variance ¥¢ ssi 8! 2 R; f- (1) = %‘

Ln‘peollcatlon dfcoulede ce que f- (1) = ﬁ hoy O (M) M = 0'259), et la r@ciproque de ce que Cov('t; ¢ n) =
2% I 1/4+1/4{f (1)e ' hdl = of- (0) (par sym@trie de lint§gralesur ] %0 et ]0;%).

8 2R
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Considromns alorsle casop A(X) = 1j ¥X op?%> 0:ona
JAG Dj%= j1+ %P = 1+ 2%+ Y5> 1§ 2%+ Y5 = jA(1)}?

cequi corntredit le r§sdtat pr§didernt, de sorteque U et V ne pewen pas €tre d§cor§s.
Cecirestevrai plus g§riralemen si %22 C avec<(¥} > 0: notant 2= a+ ib il vient

- H 172ﬂ:2 _ 1,2 p
= - = Yo = jl+ W= 1+ 2 a2+ P+al+ P> a’+ P+ 1j 2a= jA(L)}?
Kz 1%
puis de fason plus g&rralesi A estun polyndme quelcorgue (sous forme canonique) dont
lesracinessort toutes de partie r§ellepositive.
Ainsi, il n'est pas toujours possille de dgcompmserun processs Ma int§g® en somme
d'une marche al§atoire et d'une tendance dont les bruits blancs ass@i§ssort d§cor§is.
En revanche la d§compsition de Beveridge-Nelson  esttoujours possille (sous rsene
gue AYX) soit corvergerte).

Enonc § de l'exercice 2

En 1978 Robert E. Hall propose et fonde empriquemen dans \Stochastic Implications of
the Life Cycle-Permarent IncomeHypothesis: Theory and Evidence" un modgle selonlequel
la conrsommation des m&nagessuit ...une marche al§atoire! L'objet de cet exerciceest de
pr@serer trgsbripvemert ce r@sutat.

+ Q1 On corsidgreun agern dont l'utilit $u(9 pchaquedatet dgpend uniquemert de saconsommation
G. Sessoucesde reverus sort le travail, qui lui rapporte w; entre lesdatest ett+ 1, et le
capital, qui lui rapporte rk; opr d@sigre le taux d'int§ret r§eldu march® (supposf constant) et
k; le stock de captal accunul§ p la date t.

(a) Montrer que la cortrainte budg§taire de I'agernt p chaque date t 2 Z s'§crit
Keew i ke = (rke + W) | Gy

(b) On supposeque lesreverus du travail pla datet+ h sort incomus g la date t, et mod§lis#s
par la variable al§atoire Wy, ; on note | I'ensenble d'information de l'agert disponible
g la date t.
Montrer que le choix p la datet du processis de la consommation future de l'agernt est
d®termin® par le programmede maximisation

E ma)@;ctﬂ o E (U (Cta Ct+l e )J I t)
S.C. 8h 5 O; kt+ h+1 = ((1+ I’) kt+h + Wi+ h) i Ct+h

Version du 20050121-11h02, r@vis®e le 17 f@vrier 2005 53



Ensae SE206 Enond et corrig® destravauxdirig§sn*l g 8 SBarce 4

(c) Ecrire le lagrangien assai et en dgduire les®quations d'Euler

@il ) 1
. @t+h —_
8h, L @Ujl) 14 r
@:t+hi 1

(d) On supposeque l'agent a une pr&frerce pour le présem de+, 0.
Donner l'utilit § intertemporelle U (Cy; Ci4q;:::) tir§e du processs de consommation
(Ct; Cran i)

(e) En supposart que l'utilit § u(® de l'agent est quadratique et que = = r montrer que le
pro | de consommationfuture anticip § g la date t estconstant : 8h | O; Cf, = C

(f) Montrer que pour tout H , 0

Ctuih X Wien 1

(1+ r)h = (1+ r)kt+ - (1+ r)h | (1+ r)H

K+ H+1
h=0

(g) En faisart I'nypothgsequ'il n'y a pasde cavalerie (i.e. limp; ﬁihf)lh = 0) mortrer nale-
mert que

Xl

r
ot+1 . ot _
Cliti cit=

W (E(Wt+ h+1jI t+1) i E(Wt+ h+1j| t))

h=0

+ Q2 On supposetout d'abord que les salairesfuturs suivent un processg Arma de la forme
¢(L)W = £(L)2
ou ¢ et £ sort sows forme canonique et 2 est un bruit blanc. On supposeen outre qu'a toute

datet, | cortient 2;;2, 4;:::

(a) Montrer qu'il existeune sfrie absolumert corvergerie A telle que W = A(L)? et que 2 est
I'in novation de W.

(b) Calculer E (Wi+n+1jl t) €t E (Wit hs1jl t+41) pour h | 0.
(c) En d&duire que C estune marche al§atoire.

+ Q3 On supposecette fois que les salairesfuturs suivert un Arma autour d'une tendance d§termi-
niste, de la forme
8t2 Z:; ¢(L)W, = A(t) + £(L)?
opAestCt, ¢ et£ sort sowsforme caronique et 2 estun bruit blanc.

(@) Montrer quil existe une sBrie absolumert corvergerie A et une fonction A telles que
W = A(t) + A(L)?, et calcder E (Wi+p+1jl t) €t E(Wesh+1]l t+41) pour h, 0.

(b) Montrer que C est une marche al§atoire.
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+ Q4 On supposeen n que lessalairessuivert un processs Arima autour d'une tendance d§termi-
niste,?” de la forme

8t22Z; (i L)e(L)W, = Alt) + £(L)?
avecles mémeshypothpsessur ¢, £, Aet?, et avecd, 1.
(a) Montrer que si deux stites rellesu et v vBri ert 8n 2 N;( j L)%, = v, alors
X1 X
8n 2 N; u, = Co( i Dug + Gy

1=0 i=1

(b) En d€duire que C est une marche al§atoire; p quel bruit blanc est-elleassaie?

Corrig & de l'exercice 2

+ Q1 (a) Lesreverusdel'agert enre lesdatest ett+ 1 sort lesreverus du captal rk; et du travail
w;, le sed empoi §tant la conrsommationC; entre cesdates.Le ° ux net de reveru estdonc
la variation du captal entre lesdeux dates, soit

Kiver i ke = (rke+ wp) i Gy

(b) Compte-tenu desinformations | ; en sapossessiom la date t un agen rationnel cherche p
maximiser sonutilit § intertemporelle es@re(car il estneutre au risque) E (U (Cy; Ci+13))
par un choix judicieux de consommatiors futures, sars nammoins violer sa cortrainte
budgBtaire p aucune date future (il n'a pasac@sau cr§dt).

(c) Le Lagrangien s'§crit

L(Ci;Crarsiiniko ke iins, o0, 15i:0) = E(U(CH Craasii)jly)
Xl
+ sh(Keener i A+ 1) Keen i Ween + Cian)
h=0
Onapour tout h, 1 52— = (‘i@gﬁ'h‘) +onetgE—=(1+1), i ,n

Une condition n§cessairelu premier ordre est donc que

@jl 1)
@Ct+ h+1 - s h+1 — 1
@Uil) A+
@Ct+n

2’La th§orie macro-§conomiquesuggare en e®etque le Pib est en e®etint§gr® d'ordre 1, et que la croissancedes
salairessuit celledu Pib.
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(d) L'utilit § attendue p la date t d'un choix de consommationfutur C;Cis1;::: est?®

U(Ci;Crr;iil) =% 2, ﬁu(cﬁh)

(e) u §tant quadratique, uqx) est proportionnel g x ; commepar ailleurs

M q
@@(X 7EUE g) = x 71 LI

@
il vient pour h, O
_1 __C
(1+ H)h+I t+h+1 _ 1
ﬁCt+h 1+ r
c'est-grdire commex = r
8h, 0, Ct, =C
(f) On a successiemen pour H | 1
Ci = W, + A+ nke Ki+1
Cin1 = Wi+t + A+ r)ker i Ki+2 £ ﬁ
Ci+n = Wi+ H + L+ kw0 Kene Eﬁ
P P
donc  [Loae = bomgr 0 @Dk 0 Kens
(g) En l'abserce de cavalerieil vient
1 o 1 .
X Ct-&h — X E(Wt+hJ| t) + (1+ r)kt
h h
e
cequi s'§crit encore
1 Xt E (Wi )l
. Ctnt - ( t tht) + (1+ r)kt
1i o+ o (AtT)
soit .
Cut: rk +X rE(Wt+hj| t)
t t o (1 + r)h+1

et donc nalemen, commek.; = (1+ r)k+ W, j C

P . . -
Zle c¥atcient + sert p normaliser ;:10 (1+l¢)h = 1. De tout fason puisqu'une fonction d'utilit § de Von Neumann-
Morgenstern est d§ nie p une transformation atne positive prgs, celane changerien g la suite.
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+ Q2 (a)

(b)

()

+ Q3 (a)

o R . _
Citi C' = 15 g (EWesnadl 1) i E(Wesnaajl )

¢ ®tant suppost sows forme canonique, sesracines sort toutes de module strictement

sup@rieur foun et donc (voir TD 2, exercicel ) il admet uneinversesous la forme
¢(X)t= i @ ¢
Soit alors A(X) = ! ;:10 ®X* £(X) : A est absolu*ne'g con/erg%ne car £ estde deg®
Tnijenoutre W = ¢(L)i 1£(L)2 = A(L)? et la sBirie ' X ®XK £(X) est absolumert
cornvergerte.

P _ o
De fason simil@re £ estinversible et en notant ¢( X)E( X)i ! = f;lo XKl vient pour
t2Z W; = ’ 1 kWi k + 2 et donc 2 estl'in novation de W.
Notons A(X) = 2 acXk.
On atout d'abord pour h, 0O
Xl
Whiiher = At el k
k=0
et donc
v P "
E(Wt+h+1]| t) - k= h+1 Ak t+h+1j k
De faeon similaire on a
. P +1
E(Wt+ h+1]I t+1) = k=h a-k2t+ h+1j k
Onapourt2Z
AA 1A I
X1 r b X1
C1i C = @+ aPteheli ki A%+ hel | k
h=0 % % k=h I ~ k=h+1 "
1 AAXl ! Axl I
= X ;hl Ak + h2t+1i k i A+ h2t+1i k
h=0 (1+71) k=0 k=1
— Xl r a-h2
= A L ohil GhTt+l
oo (1+7r) |
= 241

h+1
oo ()M

et donc C est une marche al§atoire, qui plus est asseifeau bruit blanc Li 12,

Posors A(X) = ¢(X)i X£(X) (dBweloppfie en sBrie absolumert corvergerie) et A :
(t 7! ¢( L) *At)) : il vient

8t2Z; W, = A(t) + A(L) £2
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En outre 2 estl'in novation de A.
Par ailleursonapour h, 0

Y2 . X P +1
E(Wt+ h+1JI t) = A(t +h+ 1) + Fx=h+1 ak2t+ h+1;i k
EWirnejl v1) = A+ h+ 1)+ 2 aluna

(b) Onapourt2Z
- LR |
Xl r Xl ) Xl h

Ci G = @+ At+ D)+ alunaik 00 Alt+ 1)+ APt hel k
!

=0
K, .
_ Fan 2
- ht1 U+
o (11 T1)

k=h k=h+1

et donc C est une marche al§atoire, encore asseifeau bruit blanc Li 12,
+ Q4 (a) Montronstout d'abord par r§curencesur d, 1 que

X 1 | X
Un = Cn+| ( i L) Uo + Vig
1=0 1 ig¢¢¢ ig- n

{ Lorsqued= 1 onaimm@datemert (avecla corvertion C = 1)
X
Unj Unj 1= Vn ' Up=Up+ Vi

i1=1

{ Soit alorsd, 2 tel quela formule soit v&ri §elorsque ( i d_)di tu, = v,
Alors en appliquant le r§sdtat pour d=1g ( j L)% tu, il vient

xXn
(i L% uy=( i L) tug+ Vi,

11=1
_ , i 41 P, ¢
donc en appliquant 'hypothpsede rcurencepu et ( i L)% "Uo+ o Vi, |l
vient
A I
X 2 X A M1
Un = G i L)'uo + (i D%+ v,
1=0 1 ig; 1°¢¢¢ i1- n ig=1
X 2 | X o1 X
= QHI( i L) Uo + ( i I—) 'TUo + Vig
1=0 b ig; 1°¢C¢ ig- n 1 1 ig-¢¢¢ ig- n
X 2 X _ X
= Gu( i Duw+ @ A (g L) g + Vig
1=0 1 ig; 1°¢¢C ip- n 1 ig-¢¢¢ ig- n
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Or pour p;g2 N ona

X
1 = jf(ag;::;@)=1- a;- ¢¢- a, - qg
1 ip-¢¢e i1 q
= jf(aa+ L:isjap+ pi 1)=1- a; - ¢¢¢- a, - qgj
= jf(biinp)=l- bp< ¢e< b, - g+ pi 1g
= Gupin
Donc
X | i1 di 1 X
Un = Cf|1+|( i I—) Up + cﬁ'lf'di 1( i l—) 'TUp + Vig
1=0 1 ig-¢¢¢ ig- n
X1 | X
- CTI1+I( i L)uo + Vig
=0 1 ig-¢¢¢ ig- n

cequi achpwe la rcurence.
En n, comme

0 1
X X0 X X
Vid = @ 1A Vid = (:f(;h Vid
1 ig-¢¢c-i;- n ig=1 ig- igj 1°¢¢¢ i1- n ig=1
il vient
P, P
Un= 1o G i Do+ G Ly

(b) Soit A(X) = ¢( X)i LE( X); alors
8t2Z; (i L)Wun=A®t)+ A(L)%:h

Donc d'aprpsle r@sdtat prédidert pour tout h, 0

X 1 X1
8t2 Z; Wiapey = Al L)'w+ Gl (At+ 1) + A(L)2w)
=1 1=1
Or
XI
i X' = Cfi X
k=0

donc pour h, Oett2 Z (avecla corvertion G ! = 0)

X X1
Wis ey = GLIGG DM Wy + GEE (At + 1) + A(L)20)
0- k- I-dj1 =0
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OrpourO- k- |- dj 1ona
EWi kil t+1) i E(Wekdl ) = Wy ki Wi;k=10

P,
Donc ennotant A(X) = 1 aXX

E(Wt+h+£\j| tAl)i E(Wt+h+1j|—_t) ! A _ Il
X S - Xt -
= Cﬁ-li-l E akWt+|+1; k—lw1 i E akW'[+I+1i k—1lt
1=0 % k=0 k=0
X1 Axl X1 '
= Cﬁiﬂl Wi+ 1+1 k i Wi+ 141 k
0 ksl k=1+1
A
= Cgi+1:L q t+1
1=0
Donc nalemern
A A [ !
Xt e
Cni G = W C#Ll a %
K:O 1=0 |
X1 r 1
) @+ r)h+t qwjlﬂl A
h=0 1=0

En particulier,

C estune marche al§atoire, assaifeau bruit blanc Li 12

Ainsi, aussi ggriral gue soit le modgle lin§aire r§gissah lesrevenus du travail, la consom-
mation reste une marche al§atoire; la seue hypothpseforte est de nature §coromique, et
postule que la fonction d'utilit § instantan®e est quadratique.

?
??
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5 Travaux Dirig §s n*5

Enonc @ de l'exercice 1

L'objectif estici de mettre en pratique les m§thodes habitu ellesde traitement des sgriestem-
porelles.ll s'agit en particulier de mettre en %auvre I'identi c ation, I'estimation et la s§lection
d'un modgle pour une sgrie brute donn§e.

Remamue: Les programmes Sas r§alidgs pour traiter cet exercicesort p ervoyer g l'issue de la
shance(doment indent§set commen$s) p Guillaume.Lacote@ensae.fr .

+ Q1 (a) Fermer les applications qui ne sort pas strictemert indispensaldes g |'§tude des sgries
temporelleslin§aires(ce qui exclut Risk, lcq et Micr osoft Outlook ...).
T®®darger depuis http://ensae.no-ip.com /SE206/ le chier de donn§esDonneeslau
format Sas.?°
Lancer le logiciel Sas, commercer un nouveau programmeet importer cesdonnges.

(b) Repr@serter graphiquemen la sirie XM.
Commerter.
Mettre en ®vidence la saisomalit® &ventuelle de XM, et d& nir le cas&h®art DeSaison
la sBrie d§saisomalis§e.

(c) Etudier lesauto-corrlogrammegpartiel et inversede la sfirie DeSaison.
Est-elle int§g@e? DE nir le cas§ch®art Deslint , la sBrie di®Brercifede DeSaison, et
r@it®rer le processis tant que n§cessaire.

(d) Etudier lesauto-corrlogrammegpartiel et inversede la sgrie Desint .
Proposerdesordres maximum p°,d” et ° vraisenblables pour la s§rie DeSaison.

(e) Estimer le modgle le plus g&rral Arima (p°; d”; g°) suivi par DeSaison.
VE&ri er que ce modgle est valide.

(f) Rederdher s'il existe dessows-madglesvalidesdu modgle Arima (p°; d”; g°) pour la Sgrie
DeSaison.
Quel modple proposez-wus nalemern de retenir pour la sBrie XM?

+ Q2 En suvant une dgmarde analogue, proposerun modgle valide pour la sirie cortenue dans le
~ chier Donnees2.sd2

+ Q3 (facultative) Etudier les sriescontenuesdans les chiers Base92.sd2, Champ.sd2 Lait.sd2
Pari2.sd2 , SNCF.sd2 TauxLongs.sd2, Traffic.sd2 et Viande.sd2.

29e "chier Donneesl.sd2 est au format Sas version 6 , le “chier Donneesl.sas7bdat au format Sas version 8
et le chier Donneesl.txt au format texte prét p &tre import$§.
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Sparce 5

Corrig & de l'exercice 1

+ Q1 (a) On supposeici que le chier Donneesl.sd2est enregistr§ dans le dossierW: nSas
Le programme commerceradonc par

LIBNAME Td_SAS'W :nSa<' ;

DATA table;

SET Td_SAS.donneesl;

g la sute de quoi les donn§escortenuesdans la table table erregist§edans le chier
W: nSashdonneesl.sd2 sort accessitessows le nom table .

(b) L'atc hagegraphique sefait au moyendela PROGSPLOTde la facon suivante :

DATA table ;

SET Td_SAS.donneesl;

time = _N_/* Permet de nommer explicitement I'axe desabscisses/ ;

PROC GLPOT ;

PLOT XM * time /* Trace XM en fonction du temps */ ;

SYMBOL [=JOIN ;
RUN ;

On obsene que la sBrie senble p@riodique, de p§riode 12.
On d& nit en corsiquence la sBrie d§saisomalisfe DeSaison au moyen de la fonction
retard LAG de la fason suivante : 3°

DATA table ;

SET Td_SAS.donneesl;

DeSaison= XM - LAG12(XM) /* LAG[(Y)(t) = Y(t-n) */ ;

(c) Publi-information :

Auto-corrglation Ar (p) Ma(q) Arma (p,q)
: d€crdt exponertiel- : d€crét exponertiel-
1
Directe %h) lemert vers 0 nulle p partir deg+ 1 lemert vers0
Partielle r(h) | nulle g partir dep+ 1 (?) nulle p partir dep+ 1
. , dScrét exponertiel- d€crét exponertiel-
1
Inverse¥;(h) nulle p partir dep+ 1 lemert vers 0 lemert vers 0

30Un fason habituelle de d§saisonnaliserserait d'§tudier la sBrie moyennBesur une p@riode M XM = ( + L + ¢0¢+
LIHYX M (voir TD 1, exercice2 ); cependart sousr@sene quel'on parvienne g mod§liser DeSaison = ( j L¥?)XM
sousforme Arma le modgle nal en XM seraplus simple, et c'est la dgmarde retenue ici. Cependart le reste de I'§tude

pourrait porter sur M, X M.
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Lesauto-corrlogrammedirect, partiel et inversepeuen &tre visualisgsau moyenl'option
IDENTIFY de la PROM\RIMA de la fason suvante :

PROC ARIMA ;
IDENTIF Y VAR=DeSaisonNLAG=50 /* 0<= h<= 50* ;
RUN ;

L'option NLAGpermet de splici er le nombre d'auto-covariances(inverses)p calcuer.

On obsene que les auto-corr@lations inversestendert (exponertiellemert) vers z§ro; la
sBirie DeSaison estdonc apparammert stationnaire. Pour s'enassuer, on d§ nit Deslint
la sBrie de sesdi®frercespremigresde la fason suivante :

DATA table;

SET Td_SAS.donneesl;

DeSison= XM - LAG12(XM) /* LAG[n](Y)(t) = Y(t-n) */ ;
Desint = DeXison- LAG(DeSaison) /* LAG = LAGL1* ;

gue I'on §tudie g nouveau:

PROC ARIMA ;
IDENTIF Y VAR=DesInt NLAG=50 /* 0<= h <= 50* ;
RUN ;

On obsene que les auto-corrlations inversesne d§croisseh pas exponertiellement (mais
plutdt lin§airemen) vers z&ro, ce qui suggare que la sBrie Desint est sur-di® §renci §e,
cequi corrobore la stationnarit® de DeSaison ervisadée auparavant.

On seproposedonc d'estimer un modgle Arma pour la sirie DeSaison. On sait qu'une
shrieY suvant un modgle Arma (p,q) esttelle que sonauto-corr§lation partielle est nulle
g partir de l'ordre p+ 1 et son auto-corr§lation directe est non-sign cative p partir de
l'odre g+ 1. On redcherche donc les premiersordres au-delga desqiels les auto-corr§lations
(respectivemert partielles et directes) sort toujours en-decr du fractile g 95% de la loi
normale (a savoir 1:96), ce qui conduit g proposerpour la s§rie DeSaison desordres 3!

d°=0,p°=3etq =2

(d) On cherche tout d'abord g estimerle modgle le plus g&rral Arima (3,0,2) pur pour De-
Saison , au moyende l'option ESTIMATHEle la PROGARIMA:

3lCette identi cation pr§liminaire ne sert qu'm §viter d'estimer ensuiteun modgledont la plupart desc¥+cients serort
non-signi cativemen non-nuls. En toute rigueur, mieux vaudrait retenir les ordres plus consenatoiresp® = 7etq" = 7
quitte p s'assurerensuite par un test statistique que les c¥.xcients au-dela de 3; 2 sort non-signi cativemert non-nuls.
Par soucide simplicit§ on se place directemert dans|'hypothpseou cestests auraient d§ja §t% e®ects.
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PROC ARIMA ;

IDENTIF Y VAR=DeslInt ;

ESTIMATE METHOD = ML PLOT P=3 Q=2 ;
RUN ;

L'option METHOD=M}lectiome la m§thode d'estimation du maximum de vraisenblance;
l'option PLOT permet d'obtenir les auto-corr§logrammesdes r§sicus estims, a n de
cortrdler la validit® du modple.

Il faut en premier lieu s'assuer que le modgle estim§ est bien un Arma , ce qui revient
p s'assuer que le r§sidu estim@ est compatible avec I'hypothpgsede bruit blanc : Sas
pratique p cet e®etle test de Porte-Manteau dont le r§sutat estindiqu§ dans la section
Autocorrelation  Check for White Noise . 32

Dansle casprsen le test de Porte-Manteau conduit gacceper I'nypothgseselonlaquellele
résicu estun bruit blanc, de sorte que la mod&lisation Arima (3,0,2) est statistiquemen t
I®gitime. En outre, les tests individuels de nulliti  des c¥+tcients du modgle sort tous
rejet®sau seul 5%, de sorte que le modgle estim$ est §galemen valide.

(e) Sachant que le modgle Arima (3,0,2) est valide, on chercheen np- 3etq- 2 telsque
le modgle Arima (p,0,q) soit valide. Pour cefaire on estime successiemert
{ un modgle Ar .
On cherche p mod§liser DeSaison par un modgle Ar pur, dont on sait que l'ordre
#ventuel estau plus 3. On calcue donc

PROC ARIMA ;
IDENTIF Y VAR=DeslInt ;
ESTIMATE METHOD = ML PLOT P=3 /* Implicitement, Q=0 */ ;

RUN ;
L'hypothpseselonlaquelle les r§sidus ainsi estim@ssuivert un bruit blanc est accep$e,
donc on peut I1§gitimemert admettre que DeSaison suit un modgle Ar d'ordre au plus
3. Cependant le test individuel de nullit § du c¥tcient ass@i§ au troisipmeretard est
rejet § au seul 5%.
On r@estimedonc un modpgle Ar (2) :

PROC ARIMA ;

IDENTIF Y VAR=DeslInt ;
ESTIMATE METHOD = ML PLOT P=2 ;
RUN ;

dont le r§sidu estim@ est toujours un bruit blanc (c'est heureux!), mais dont le seconl
retard n'est toujours passign cativemen non-nul.

32L.a colonne Prob donnela pj value assi§e: I'hypothgseque la variable est signi cativ emert non-nulle estaccepe
g li pvalue %. Par exempleune valeur de 0:023 indique que la variable est signi cativemert non-nulle \|a 97%", tandis
gu'une valeur de 0:452 laisseentendre que la variable n'est pas signi cativ e p 54%.
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On estimedonc nalemen un modgle Ar (1) :

PROC ARIMA ;

IDENTIF Y VAR=DeslInt ;

ESTIMATE METHOD = ML PLOT P=1 ;
RUN ;

qui est toujours valide et dont tous les c¥tcients sort, cette fois, sign cativemen
non-nuls.
Ainsi la sBrie DeSaison peut I€gitimemen &tre mod€lise par un modple Ar (1).

{ un modgleMa :
On cherche g mod§liser DeSaison par un modgle Ma pur, dont on sait que l'ordre
#wventuel estau plus 2. On calcue donc

40 PROC ARIMA ;

IDENTIF Y VAR=DeslInt ;

ESTIMATE METHOD = ML PLOT Q=2 ;
RUN ;

L'hypothpseselonlaquelle les r@sidus ainsi estim@ssuivert un bruit blanc est accepe,
donc on peut I8gitimemen admettre que DeSaison sut un modgleM a d'ordre au plus
2; enoutre tous les c¥xcients sort sign cativemert non-nuls (au seul 5%).
Ainsi la sgrie DeSaison peut Iggitimemert &tre mod&lide par un modgle M a(2).
En d§ nitive, la srie DeSaison peut etre mod§lise par trois modplesstatistiguement
valides,p savoir Arima (3,0,2), Arima (1,0,0) et Arima (0,0,2).
Le critpre de parcimonie, selonlequel un modgle comprenant strictemernt moins de c¥%z-
cierts est toujours pr&férable, conduit n§nanmoins g rejeter le modgle Arima (3,0,2) qui
estun sur-modgle strict g la fois du modple Ar (1) et du modgle M a(2).
Pour arbitrer en n ertre cesdeux derniers modgles,on peut recouir g un critgreinforma-
tionnel, qui met enrapport la vraisenblance du modgle estim et le nombre de paramgtres
n§cessairepour I'estimer. Le critpre d'Akaike ( AIC) arbitre enl'occurence en favewr du
modgle M a(2), que I'on rentiendra nalemer.

(f) En corclusion, on peut raisomablemert proposerpour la sgrie d'origine le modgle

(i L)(XM 0;377)= ( | 0,286 + 0;231.2)2

oy 2 estun bruit blanc de variance¥% ' 0;233.
+ Q2
+ Q3
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6 Travaux Dirig §s n*6

Enonc @ de l'exercice 1

On corsidgre un processs (X+); o V8ri ant le modgle Arima  canonique
(i L)E(L)X = ¢(L)?

de condition s initiales Z donn§es® et orthogoralesp (*t); o, bruit blanc de variance 3.
On s'int®ressen la pr@vision lin®aire optimale d'horizonh , 0

+ Q1 Montrer que (:Xt+n)ysq SUt la récurencelin@aire de polyndbme (1 j X )9E.
Application num@rique:

En d@duire (:X+n),,y POUr h | 1 enfonction de X; et (X1 lorsqued = 1, £(X) = (1 %X)

et ¢(X) = 1j 2X.

+ Q2 Soit e, = X+n i tX¢+n l'erreur de pr@visiond'horizonh ;| 0.

(b) Montrer gu'il existe une sute (ap),, telle que
8h, 0; & = ap?w+nh + CCC+ an; 12141

et que (ah)h’ 4 Sut la rcurence de polyndbme (1 j X)4E( X).
Application num@rique :

Calculer (ay), dansl'exemple pr&didert.

(c) Calculer (V (en)),,y €t endonner un §quvalert pour h! +1 lorsqued, 1.
Application num@rique :

Calcuer (V (en)),,y dans I'exemple prédidert.

+ Q3 En supposart que 2 est un bruit blanc gaussien d§terminer un intervalle de pr&vision de X

d'horizonh , 1 able p 95%.
Application num@rique :

Donner l'intervalle d'horizon 2 g 95%lorsque x; = 12, X;+1 = 10et 34 = 1.

337 estdonc un vecteur comprenart d+ d*£ valeursinitiales de X et d*¢ valeursinitiales de 2.
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Corrig & de l'exercice 1

+ Q1 Notons (1 X)d = Pragy - P ‘
i X)E(X) = Pl@Xxiete(X)= 9, %X
Alors pour tout h, 0
X d Xd
Xteh = i ®Xt+hi i+ ﬂ2t+hi i

et donc pour tout h > g

Xtoh = EL (Xenj Xg;::00 X0 Z) 0 1

I
()
m
—
X
T

x

X Z)+ REL @2 ] t;::{ixo;%A
i=1 i=0 =20 Zi

car 2 estl'in novation de X

X d xa
[ ®txt+hii+ 0 Carh>q
i=1 i=0

Ainsi pt X8 (X+n), sut pour h > ¢ la r@curence lin§aire de polyndbme caractristique
(Li X)UE(X).

Application num@rique:

E(X) = (1 %X) est bien sous forme canonique car 2 > 1 est sa sele racine, et il en va de
meémepour ¢( X) = 1j £X.

Par ailleurs (1 X)E( X) = 1j gx + %XZ donc pour h | 2

3 1
tXt+h = étXHhi 1i étXHhi 2
Donc il existe®; tels que pour tout h, 0
H 1ﬂh
Xien = @L"+ >
Desvaleus initiales pour h 2 f1;2g on tire alors
Ya _
h=1: ®+ 1 = X
h=2: ®+ Z_:txt+2
d'ou Y%

(_R): l("rtxt+2i tXt41)
3 (X1 i tXe2)

et donc nalemen

8h, L Xewn= 3B X2 i Xer1) + ggrrz (Xesr i 1 Xte2)
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+ Q2 (a)

(b)

Onapourh, O

& = Xgrhi tXt+n

Krd min%;hi 1)
®(Xt+h1i i tXt+hii)+ $2t+hii

i=1 i=0

P
ennotant ¢( X) = 1, X34
Or s

O sih- i
(Xt+hiii tXt+hi i)=

€;i Sih>i

donc

P P
e = m|n(hp+d)®ehl m|n(qh. 1)+2t+h i

Procdons alors par rcurenceswr h, 0:
{ on a e = 02 MRyq;ii:;2 t+h| g0

cequi achpwe la rcurence.
Autre m&thode :

On sait que Xi+p 2 FPip; il car? estl in novatlon de X . Par ailleurs, EL ﬁ(]zt,. 1) Btant

la projection orthogoralede Y sur Fy;:::i, (Y i EL (Y]j3;::0) 2 Ry;c

Or 2 estun bruit blanc donc (3¢+h;::3) estunefamllle orthogorale, et donc dans e p; i

l'orth ogoral de F?y;:::i esth?p;:::;%+11 de sorte que nalemen

Onaeg = 0Oete = 2,,. D& nissors donc par récurence (an)nan par

8
< d = 1
P . D+ i
a = rg(h'p V(4 + ®an ;) sih2Jd1q+ 1K
a, = _min(h;p+d)®ah_. sinon
i=1 i

Montrons alors par rcurencesur h que 8h | 1; &, = ap?i+n + ¢CC+ ap; 12141
{ Onae; = 241 = ap?+1 puisque ag = 1 par d§ nition.

342 est'innovation de X , donc Xy 150000 = 1By 45 :0ti, doncil n'y a pasde terme en?i.p, |

lorsquehj i -

0.
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{ Soit alorsh , 2tel que 8l 2 JO;hj 1K g = ag?.+, + ¢¢C+ a; 12+, ; montrons que
€ = Ap%+n + CCC+ ap; 12141 .

Alors
min%;hi 1) min§{|;p+ d)
& = ik2t+hik + ®enii
k=0 i=1 0 1
min%;hi 1) min§{|;p+ d) (h)(i)i 1
= H2eh kT ® @ & 2t4(hi i) ,-A par hypothgsede rcurence
k=0 i=1 ]=0
min%;hi 1) X X
= ik2t+hik + ®a|ii2t+hi|
k=0 1- i min(h;p+d) i-1- hj 1
min%;hi 1) N 1 X
= H2en kT ® & i 2ten; |
k=0 =1 b i~ min(h;p+d;l) 1
min%;hi 1) N 1 X
= Htehk Tt @ ® a A 2tehi |
k=0 0 =1 1 i min(I;p]J: d) 0 1
min%;hi 1) X N 1 X
= @ik"' ®aki iA2t+hik+ @ ®aliiA2t+hi|
k=0 1. i- min(k;p+d) I=min (g;hj 1)+1 1. i- min(l;p+d)
X1
= an; K2ts hi k
k=0

cequi achpwe la r§curence.
Ainsi lorsque h | ¢, la suite (an), stit la rcurence lin§airede polyndme (1 X)9E( X).

Application num@rique :
On atout d'abord

Hy g a1 Mg 4!

e = éxt i éxti 1+ 241 gzt i éxt i éxti 1i 5

cedont ontire ag = 1.

De méme
= §e + 2 H f’z
€ 581 t+2 1| 5 t+l

— 3 . 4 _ 7
etdonca; = Sai &= 13

Puispour h |, 3onaan = 3an 1

3 Or lesracinesde 1 j
donc il existe®; tels que pour tout h

an

5

Nw

i 2 X i iX%sort 1et i,
0

(VR [
a,= @1+~

NI =
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et desvaleus initiales e

ontire nalemen

(c) Onapourh, O
AN L !
\ ak2t+ hj k
k=0

X1,

V(en)

5 ¢
aV (2eeni k)

-0
le !

al %
k=0

3
P ..
Il ne resteplus alors qu'a d§terminer un §quivalent enk de a,, puis enh de E':ol a’ .
Corr;me(ak)kZN suit la rcurencede polyndme (1 X)E( X) dont 1 estracine, on mortre

P ..
que E':olak2 Wt 41 ®h%i 1 gvec®> 0.
Notonsene®et, 1;:::;,,r - p, lesracinesde£( X), *®etsoit o; 1;:::; 2 R[X] telsque

8h, g an= o(h)1"+ "4(h), 0+ ¢¢e+ ~(h), I, avecd* o =dj let8i 2 J,rKd*; - p.
Alors pour h, O

~

w1 X 2
V(e = IO RN (SR
k=00 i=1 A | 1
XL X Xt XX 2
= %O Ty(k)?+2 o(K) i (k). + k), A
k=0 i=1 k=0 k=0 i=1

Notons alors Y2le c¥atcient de plus haut deg (dj 1) de o; ainsicommed, 1lona

_ P, .- _
o(h) N 41 yoHi 1. Soit par ailleursi 2 J1;rK; montronsque i o(K) (), K =ni 41
3 : ’

P, ,_
0 o o(k) .
Soit m; un majorant de tous les c¥atcients de ; (en valeu absolue), et notonsd, = d* ;.

35prises deux-g-deux distinctes ; ellessort en outre toutes de module inf@rieur g 1, et notammert di®§rertes de 1.
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Alors - _
e R S BN
— o(k) i(k), = - o(k) dimik®™
k=0 k=0 % X
AN1 ! AN1 !
dim; “o(k) S
k=0 k=0

— P hi 1,,d k 36 —
En n,comme | Lyk% {=n +1 O(1) ** ona nalemen

A !
X1 X1
oK) i(K), ¥ =4 41 O “o(k)
k=0 k=0
; . P hi1i— k¢2 _
De la mémefasononapouri 2 JL;rK Ly i(k),{ "= +1 O(1), et donc
A !
X1 X 2 X1 i ¢,
(K, ¢ - max 2 (k) T = 1 OQ)
k=0 i=1 ! k=0

En d§ nitive, comme o(k)? n 15k% 1 on a (par C$saro)

+1
V(e P a2 Vet 1
ht +1 k0 © ht +1 Wt
3%0n a
1 K1
kd, ko kd, K
k=0 k=0

Or endivisant X% suivant les puissancescroissartes il vient qu'il existe (°¢;:::;%;; 1) tel que 8k 2 N;k% = °ok(k

1) 6061 + °5(kj 1)(Kj 2)¢6¢l + ¢e¢+ °4, 11 et donc

)1 ®1 dki 1 ‘
k4, K = o j Ikl K
s ] s
k=0 k=0 j=0
)1 di 10 H @ i ) Al
= i @ * 7xt (i)
k=0 j=0
& 1 M @ M 1
= °% — x7' —/—— (,i) carla srie corvergenormalemert
=0 @ 1j x
i L
= Oj(li ,iy 1ij
j=0
< +1
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Autrement dit, il faut selimiter p deshorizons de pr§visionraisomables.

Application num@rique :
Onaicipourh, O

) Xh UZ 31ﬂ2
Vien) = 5% 52
o AuT 1 u.T, !
—SUADLER o LTRSS -
— 5 5 52 5 4
I_Oﬂ A TR !
2 1 2 1
= 2 Tpgp e 2310 Z .+ 8™ L IR
5 551 1 ﬂ5 1 1
H
4 12 1 1
- _" 3P + == . T 32
5Nt o5 21 i ¥

P
+ Q3 Onapour h, Og, = 0 Yai2..n; i, et 2 estun bruit blanc gaus5|en Donc *7
A A |

X 1
(Xti Xewn)=en; N 0 a ¥
i=0
Par consquent un intervalle de con ancel g(h) d'horizon h, qui esttel que
P(Xt+h2legh)=1; ®

est

. qpi
lo(h) = Xi+n 8 qN(Zl) i=0 a1%

OU Qe (2 1) dgsigre le fractile p 1 j % % de la loi normale certr §ergduite.

Application num@rique :

On a
Xz = (2¢10j 12)+ l(12I 10)= 9
et de plus X
_ 2, 2732 _ ’ = 149 ' 122
V(e) = ag+a; % = 1+ 10 ¢1 = 1:49 1.2
et donc

|95%(2) I [778, 10'22]

37La sommede deux normalesind§pendartes est une normale, d'espfiranceleur sommeet de variance leur somme.
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Enonc & de l'exercice 2

¥ Partie 1
On considgre un processis X stationnaire v@ri ant le modgle Arma (1,1) canonique

(i ALX = ( i w)?
op 2 estun bruit blanc de variance ¥%.
On s'int§ressepour t 2 Z g la pr@visionlin§aire optimale d'horizon 1
Xtr1 = EL (Xes2 J X5 Xy 150702)

P P,

Q1 Montrer qu'il existe une s§rie absolumert corvergerte |, a telle que (X4q = k:11 aXt+1; k

et donner sonterme g&réral.
Q2 L'obser\%tion de (X{)«< o Btant impossibe, on d& nit pour t 2 N la pr@visionlin§aireemprique

t%tﬂ = LJ;ll X 41 k-

Exprimer X1 en fﬁnction de X; etﬂi X

3 :
2

+

+

+

Q3 Ond® nit ¢ = %E Xii t Xy I'erreur relative de la pr@visiontronqu@e.

Exprimer ., enfonction de g,.

Q4 Calculer °x (0) puis ey.
En d®duire I'expressionde (& ).

+

s T
Q5 Quedire de l'erreur de la pr&visiontronqueE X | e lorsquet! +1 ?

+

¥ Partie 2
On corsidgre d§sormaisp un processs (X); o v&ri ant le modgle Arima (1,1,1) canonique

(i L) i AL)X =( j pL)?

de condition initiale Z = (X; 1; X, 2;2; 1) orthogorale f(?;): o bruit blanc de variance ¥z

+ Q1 Montrer qu'il existe une sBrie absolumert corvergente |, a et une fonction f : N! RS2 telles

que
X
8t 2 N; X; = aXykt 2+ ZET(L)
k=1
Montrer qu'en outre Z £ f (t) i .le (0).
. P t+1

+ Q2 On d§ nit de nouveaula pr&visionIin&aireemp’riquet)QHl = o1 AXie1j ke

Exprimer t)@ﬁ en fonction deﬁ(t;xti 1 ety 1 XL
. 0
2

+ Q3 Soit ¢ = %E Xii 1)@ I'erreur de pr&visionrelative.

Exprimer e.; enfonction de g, et en d§duire I'expressionde .
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s T
+ Q4 Quedire cettefoisdel'erreur dela pr@visiontronqueeE X | e lorsquet! +1 ?

Corrig & de l'exercice 2
+ Q1 Onapout2ZzZ

Xte1 = EL (X jX ¢ Xy 15:10)
EL (AXt+ 200§ B X e Xy 15000)

carFee;:iii = WXy o
Par ailleurs

—

2= (i H)'EC i ALK,
S

i X
= (i AL WLe £X,
k=0
X1 i
= Xit MG A)X
k=1
Donc en d& nitive
Xl
Xer = (Ap WX 1 Wi AXy «
k=1
X1 .
= KA Xy«
k=0
Xl
= Uki 1(Ai WX+ 15
k=1
et on posedonc pour tout k 2 N
ac= WAL W)

. P .
La sBrie |, ,a estalors absolumernt corvergere car jyj < 1 car le modgle est sows forme
canonique.
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+ Q2 O0Onapout2N

- )Ql . 4
Ko = AT WX+ YA DX«
k=2
. X
= (A WX+ WA WXk
k=1
= [(Ai X+ Hy X |
+ Q3 Onapourt2N
M3 n|l
1 2
€41 = ZE Xeer i Xent

[ ws s |
= %E X i (A WXy Ut)etil

T 3 n
= 5E Kuri AX)+p X Xy 1

T : R
= %E ez i )+ M Xy Xy

1° i , 3
= o V(e B)F 2000V 2 i G Xe i R IRV Xei g ok

2
= (LD + 2 LoV g2 IX Y + e
i 22

= [@i )+ 1Pe |

+ Q4 Onapout2N

°x (0) V(Xt)

= E Xt

= E (AXt| 1t 2i MRy 1)

= E (AXt| 1t %0 My 1)

= AZE XZ, +0j 2AI-E (X125 1) + E (2t i My 1) car 2L Xy g
= AR°x(0)i A%+ 1+ V74

Par corsiquent commejAj < 1 (car le modgle est canonique) il vient

"x (0) = H2510 9
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Par suite, on a
1 Mo Y

2
€& = %E Xoi ;1Xo

1. i,,% :
= 35E X6 car; 1Xo = EL (Xoj;) = E(X0) = 0
°x (0)
V%
_ 1 2uA+ P
B 1) A2

Or par ailleurs e41 = P& + (1§ 2) cequi s'§crit encore
(&1 i )= (ai 1)

de sorte que
a= (i 1)+ 1
Donc en d§ nitive

g = 1+ 2 W A2

1; A2

33
+ Q5 En particulier, I'erreur absolue de la pr@vision d'horizon 1 tronque E X j 1)@
corvergevers¥% lorsquet! +1 , puisquejyj < 1 puisque le modgle est canonique.

Remarqwons en outre que la vitesse de convergence est gionfitrique (i.e. rapide), et que
l'erreur esttoujours sup@rieue p %% si u> 0.

Notons en n que I'erreur maximale 1+ “1‘: ﬁlz est une fonction croissartie de p 2] 1;1[ et
deA2]i 1;1[. 38
+ Q1 On apourtoutt 2 N

Xe= (A+ D)Xy 10 AXy 2+ 20 1

P
Construisons par r§curence (ay)kon €t (f (1)), telsque 8t 2 N; X = |t<=1 aXykt3+ZE

(1), o 1 o 1
A+ 1 A+ 1

{ OnaXe=2+ (X, 1;X, 22 1)£ @ ;A A etonposedoncf(0)=@ ; A A
i p i u

{ Ona

X1= (A+ 1)Xoi AX; 1+ 21 2o
Or par ailleurs 25 = |2, 1 + X (A+ 1)X, 1+ AX, , et donc “nalemer
i o1
) PA+ 1 A
Xi= (A+ 1] pXo+ XX 22 1)E@ HA
i

%8Elle est d@croissate en A au-delade |, maisA< 1< =
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et on pose - 1
PA+ P A
a=A+1ljp et f)=@ A
i P
{ Soit alorst , 2tel que a;;:::;a; soient construits et f (0);:::;f (t) d§ nis; supposors en
outre que 8l 2 J3;tK a = pay; 1. °

P
Construisorns alorsag+; etf (t+ 1) telsqueagy = Hay et Xiyq = f::ll aXir1jkt 2t ZE
f(t+ 1).
On a

X1 = (A"‘ Xy AXu 1+ 21 IJZA |

) ) Xt
= (A+ DX AXgjr+ 2 i B Xi aXgki ZET(L)
k=1
) ) Xt
= (A+1i “)Xt'l'(uali A)Xti1+p~ akxtik+|JZ£f(t)+2t+1
k=2

Posors donc a;+; = pa, et f (t+ 1) = uf (t); alors par construction
Xrl

Xt+1 = al(Xt+1ik+2t+1 +Z£f(t+ 1)
k=1

cequi achpwe la r§curence. p
On corstruit ainsi (ax)k, o et f telsque 8t 2 N; X = L:l a Xy, k0+ 2+ ZE£f (tl.
LA+ pj A

En outre, onapour k , 1aw = Pila, etpourt, 1f(t)= i@ i PA

B i W
En particulier, la sgrie | a, estabsolumert corvergerte puisque jij < 1 (le modgle §tant sows
forme canonique).
Par ailleurs pour t |, 1

kZ £ f (t)k, - ju' 'kZ £ f (1)K, i i+ii 0
carZ born§et jy < 1, c'est-grdire

Zef()ifil (0

1

39Cette hypothpse,gratuite lorsquet = 2, est ncessaireconduire la rcurrencedgsquet , 3, car le calcul ci-dessous
requiert la forme explicite desax pour k < t.
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+ Q2O0napout, 2

31
X = X+ 15 k
k=1
31
= yXi+ X+ 15 k
k=2
Xt
= yXit A1 Xy k

i !
Xt
= aXi+ azxti 1+ ak+1xt1 k

k=2

Xt
= X+ aXy 1+ DI ZaX
k=2

[ ¢
= aXit+ aXy1t K @z Xy«
¥=2
= Xt X1t oy 1>Qt i X1

= ‘ arXi+ (a2 a)Xy 1+ My X ‘

+ Q3 Onapout, O
Xirr = (A+ DX AXg1+ 2 i 2y

etdoncpourt, 2

Xt i Rer = (A+ 15 a)X+ (@i ari AXy 1+ py X+ 201 i R

Or par d§ nition dea, a; = A+ 1 peta, = pa;j A donc

3

X1 i t%tﬂ. = M Xei g 1>et + 2000

et donc
e = e+ (1i 1)
Par consiquent
1

0
1 il
a= P (ei 1)+ 1= “'”% E xl.o>€1 11§+1
}
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+ Q4 En n,

E Xii 0)61

el zefay?

i , . ; ¢
= E (3142 1+ (u+ pAj AX, 1+ pAX, p)?

. ¥ 1, O i ¢ 1
(u+ pA; A2 E XZ1g
L2A2 E'X2,
(¥ + 1) V%
= £
i 20A(+ UAI ',5\) Cov(X; 1;X; 2)
i 28(n+ AT A) Cov(X; 1,2 1)
283(u+ PA| A Cov(X; 2;2 1)

Ainsi en gréral memesi I'erreur de pr@visionabsolue X ¢, e corvergevers %%, elle d§pend
A horizon "ni non sedemert de ¥ mais ausside la variance-cowariance descondition s initiales
Z.
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7 Travaux Dirig §s n*7

Enonc @ de l'exercice 1

On conrsidgre une s@rie relleobsere (yi)i2 50200« PpOur laquelle on cherdie une représemation
stationnaire, et dont la repr§semation estla suvante :

I il ] L1] H- 1] h il {F] H ] | 'l 1 | [} 5 i 1§ ] | fl-|
+ Q1 Justi erle modpleoyu y estla r@alisationd'un processis Y non-stationnaire v@ri ant
8t2Z;0OL)Y,=1+ t+2

op 2 estun bruit blanc de variance ¥4 g d§terminer.
+ Q2 Montrer qu'il existe un polyndbme©” tel que Y v@ri e

8t2Z;¢Y, =1+ t+AY, 1+ O (L)C Y, + 2

ou¢ = j L.

matres est la suivante (op LX dsigre la sirie (Y;; 1),,, €t LY i d@sigre la sgrie (¢ Yy, i),
) :
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Analysis of Variance
Sum aof Mean
Source DF Squares Square F Yalue ProbsF
Model 10 2.16857 0.21686 20.901 0.0001
Error 179 1.85724 0.01038
C Total 189 4.02581
Root MSE g.10186% R-square 0.5387
Dep Mean 0.17388 Adj R-sa 0.5129
c.v. 58.58278
Parametar Estimatas
2 Paramater Standard T for HO:
Variable DF Estimate Zrror Parameter=0 Prob > | T|
INTERCEP 1 0.063825 3.92139593 2.983 0.0033
T 1 0.006102 0.002064649 2.982 0.0033
LX 1 -0.034870 2.01233214 -2.990 0.0032
LYl 1 0.727153 9.07300056 9.961 0.0001
LY2 l -0.050103 9.39109175 -0.550 0.5830
LY3 1 0.1649678 9.090465962 1.5649 0.1009
LY4 1 -0.101392 0.09078450 -1.117 0.2656
LYS 1 -0.00001205¢é 0.09050397 -0.000 0.9999
LY6 1 -0.043771 0.08985815 -0.487 0.6268
LY? 1 -0.000901 0.98964794 -0.010 0.9920
LY8 1 0.077040 0.07315238 1.0S3 0.2937
La modglisation propogie est-elleraisomable ?
+ Q4 Justi erle modpleou y estla r@alisationd'un processs Y stationnaire v&ri ant
8t2Z;¢Y, =1+ t+AY; 1+ ACY, 1+ 2
On s'appuiera pour cefaire sur
(@) Letestde Ay, , = ¢¢¢= A,y , = O dansle modplep 8 retards :
The SAS Systam
Dependent VYariable: Y . £ value: 0.7061
CES s SO 11 S R R
(b) Larggressiorde ¢ Y; sur hL; t; VY 1;€ Yy 150005 €Y, sl
Analysis af Yariance
Sum of Mean
Sourra OF Sauaras Sauare F Value Proo>F
“]orlel ' 2.24814 0.37802 36.277 o.no6G1
mrne 87 LoWasL 1 51247
i EAL 23 gLivS
‘apt MSE {1303 T-sauars 0 e
De2p Maan B.1539G “g3 *-sg P -3:31
C. N, 40 .06933
Parameter .stimatass
Parametar Standard T for HO:
Yariahle JF Estimate Error Parameter=0 Prob > [TI
INTERCEP 1 0.062633 0.0LB8G7919 3.389 0.0009
T 1 0.005271 0.00187704 2.808 0.0055
LX 1 -0.031451 0.01128994 -2.786 0.0059
LYl 1 0.7640109 0.07085748 10.445 0.0001
LV?_;' 1 -0.060813 0.08868608 -0.486 0.4938
LY3 1 0.166091 0.08863652 1.525 n.l0587
(c) LetestdeAcy, , = ¢¢= Asy, , = O dansle modplep 8 retards :
The SAS System
Dep=ndent Variable: Y
Tast: Humerator: 0.0068 DF: 7 F value: 0.6597
Denominater: 0.010376 OF: 179 Prob>F: 0.7059
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(d) La r&gressiorde ¢ Y; sur hL;t; Yy, 15 € Yy, 1i

Analvsis of Variance

Sum of Mean
Source DF Sauares Square F Yaluas Prob>F
Model 3 2.227642 n.76247 71.3a88 a.nool
Error 193 2.00731 0.0L040
C Total 195 6.23673
Root MSE n.10198 R-sauare 9.5260
Dep Mean 0.17070 Adj R-sa 0.5186
c.vV. 59.74365
Parameter Estimates
. Parameter Standard T for HO:
Variable OF Sstimate Error Parameter=z0 Freb > |TI
[NTERCEP 1 0.057673 0.01745812 3.292 9.0012
T L 0.0Q582¢6 0.00171041 3.405 0.0008
Lx 1 -0.036630 0.0102805¢6 -3.373 0.0009
LYyl 1 0.713834 0.04962322 14.505 1.0091
(e) Lesauto-corr@lations directesdu modgle nal
Autncorralations
Lag Covariance Correlation -1 9 8 7 6 5 6 3 2 1 1236567891 Std
0 0.010189 1.00000 | HEUER NN SR EE RN G ERSN |
1 0.000164042 9.01380 | . ) I 0.071267
2 -0.0006064  -0.03989 % 0.071261
3 0.00l171% 3.11498 | T 20.071376
@ -0.0002071  -0.02032 | 0.072308
5 -0.0001937 -0.01%01 ! i 0.072337
§ -0.0006445  -0.04382 | * . 0.072362
7 -0.0005004  -0.04911 | LTI 0.072497
8 0.00047225 0.04635 | x 0.072666
9 0.00030035 1.02948 | » . 0.072816
L0 -0.0000979  -0.00961 | ; 0.072876
11 0.00085498 0.08391 | Xt 0.07238%
12 ¢.00006212 0.00610 | " . 0.07337.
I3 -0.0007829  -0.07684 | ™ 0.073374
14 0.00032983 0.03237 | « 0.07378L
15 0.00058924 0.05783 " | * 0.073853
16 -0.0000947  -0.90929 °| 0.074083
17 n.00019926 0.01956 | . 0.074089
18 -0.001339]1  -0.13142 x| . 0.076115
19 1.00028753 0.02822 | % . 0.075288
20 0.00009309 0.00914 0.075342
21 -0.0006792  -0.06666 ! € 0.075348
22 0.00099193 0.09735 L sl 0.075¢46
23 -0.0006671  -0.06566 * . 0.076200
24 0.00027936 0.0274¢1 0.076564

" L
marks twe standard errors

(f) Lesauto-corr@lations inversesdu modgle nal

invarse Autacorrelations

I ag Carra
1

lation -1 3 8745632101 23655 3291
-0.05452 | L
a33a7

2 a. ! (R !
1 el

. i i

: i o .

. ; a5 ‘

; 2.u5139 * !
a -0.037%6 ¥ |
7 -0.06734 % |
L0 -0.02248 |
11 -0.06l62 % i !
12 0.02220 4 |
i3 0.07866 ¥ |
14 -0.00582 - |
15 =0.09994 *% . |
i6 0.00537 . |
L7 -0.02800 *l . |
18 0.12947 *WR |
19 -0.00012 iy |
20 -0.01547 |
2l 0.03619 * |
22 -0.09868 *x | I
23 0.08316 | ¥% |
26 -0.06172 1 |

(g) Lesauto-corr@lations partielles du modgle nal
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Partial Autocorralations

Lag Correlation -1 987 6563 21012345678+91
0.01380 . 5

1
2 -0.04008 - . ¥ =
3 0.11632 A %,
G -0.02618 . ¥ 3
5 -0.00875
6 -0.05951 *
7 -0.04355 *
B 0.04756 *
9 0.03607 *
10 0.001&7
1l 0.07362 %
12 -0.00746
13 -0.07370 *
14 0.02050
15 0.06359 *
16 0.01179
iz 0.02093 i
18 -0.14741 A%
19 0.02405
20 -0.01415
2l -0.01533 p
22 0.09851 . LA {
23 -0.08730 LR i 1
24 0.04548 | i I

(h) Le test de Porte-Manteau du bruit blanc du modgle nal :

Autncorralation Chack Ffor White llui_sa

Ta Chi Autocorreiations

Lag 3auars OF Prab
: . . -0.9640 0.115 =-0.020 -0.01% -0.044
g Bae il T T b e b
5 1638 3% 0825 0928 0.009 -0.067 0.097 -0.066 0.027
+ Q5 Montrer que le modgle retenu s'§crit
(i %DYe=1+"t+ ALY, 1+2
et exprimer Y2en fonction de A.
+ Q6 Tester'hypothpse H} : ~ = 0 et .= 1" en utilisant lestables suivantes:
Dependent Variable: Y
(a) ™ Mumerator . 0.0i0801 B 1 Bl 3083
, TABLE |
Esertrical, DistRuM 1108 OF .-.,,, FOR(a.p) = (0. 131t ¥, m w5+ p¥,_y + ¢, SRR

{Symmeuric Distribution) EmpiricAL DiSTRIBUTION OF 1, FOR (a, fi,p) = (0,0, )¢ ¥, = a + Bt +pY,_+e.

(Symmetric Distribution)

Probability of 2 smailer value

Sample
l-:r — P e 099 s.':’h Probabilicy of & soualler vilue
25 2.20 161 .97 341 e o o5 Lidg =
50 213 .56 2.39 118 15 .77 J.20 3.59 405
100 217 2.54 236 n 50 2.75 314 347 387
250 216 2.5) - 2.34 319 i o 100 .13 111 142 118
500 .16 152 2.83 318 250 .73 109 3.39 3.74
8 500 1 .08 3.38 3.72
© 216 .52 2.8 3 - n 308 338 m
(b) s.e. 0.003 0.004 0.006 0008 . se 0.00¢ 0.005 0,007 0.008
TABLE INl
Escriricat DISTRIBUTION OF 14, FOR (a, A,p) = (0,0, )i ¥, =a + fr +pY,_  + ¢ TABLEY
{Symmetric Distribution) EstrricaL DisTriuTioN oF @, FOR (a, B,0) = (0,0, 1) ¥, = a + fr +pY,_, + ¢,
Sampte Probability of 1 tmaller value Sumple Probability of  smaller value
wize size
- 0.50 093 0.973 0.9 @ 0.0 0.013 0.03 0.10 050 0.93 0313 099
25 1.39 133 3.25 14 25 061 075 089 110 467 568 675 821
30 218 281 218 .60 0 062 077 091  LI2Z 431 513 594 102
100 138 279 .14 3.53 100 063, 077 092  LI2 416 488 559 650
250 238 279 n 349 250 063 037 092  LI3 407 475 540 622
500 138 278 an 343 500 063 077 092 113 405 471 535 615
) 138 .73 pR1 345 © 0.63 0.77 0.92 .13 401 468 551 609
se. 0.004 0.005 0.006 0.009 se. 0003 0003 0003 0003 00l 002 003 005

(€)
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(d)
(e)
+ Q7 Tester nalemert I'hypothgse H3:1 = 0;” = 0 et %= 1" et corclure.
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Corrig & de l'exercice 1

+ Q1 L'obsenation de la sfrie fait apparattre une tendance d§terministe lin§aire : la sgrie obsere
est\assezproche" d'une certaine droite ¥, = a+ bt.

S I'on admet, commele sugggre son graphe, qu'a cette composarte d§terministe prgselle est
en outre stationnaire du secom ordre, alors le processg Y dont elle est la r@alisation admet
une repr@semation auto-rgressie in nie de la forme

OL)(Yii aj bt) =2

P .
Or, g supposerque ©(X) = ;jo A XX ainsi que sad@rivesort de rayon sup§riewr g1 on a

Xl
©L)(b), = b A(ti k)
K;’(l [ AX1 [
= b A tib kA
k=0 k=0
= o)t oY1)

Comme®©(L) +(a) = ©(1) £ ail vient ennotant * = aj bOY1) et = bO(1)

OL)Y =1+ t+2

En pratique, on se cortente de chosir © de deg# ni mais assezgrand pour que 2 soit sign -
cativemen un bruit blanc.

+ Q2 A n de tester la prsemre $wvertuelle d'une racine unitaire, on cherche p factoriser "de force"
©(L) par | L (transformation de Beveridge-Nelson , voir TD 4, exercicel
) : pour cefaire on e®ecte la division euclidienne ©(X) par 1j X cequi s'§crit, commel est
racine de ©(X) | ©(1) 4°

©(X)i ©(1)

O = =3 %

2 R[X], d'© - d*©j 1

Alors
©(X) = ©(1)+ (1i X)©"(X)

40Cette op&ratign n'est normalemen d§ nie que pour les polynbmes,i.e. lorsque© estde deg§ ni. Sid*©= +1 on
d§ nit ©y (X) = E:o A XK dont on tire ©} (X) pour N , 1, dont on montre qu'elle estcorvergerte de rayon suprieur
pl.
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+ Q3

+ Q4

et donc

OL)Y = OLEY+( i L)toO (L)zY

= OEY+E (L)reY .

= OME Y+ PO £¢Y+%)f@+(L){'Z©+(O?£i¢Y

©(0)i ©(1) i ©°(L)
= O)EY+ (@i OL)ECY| € (L)£¢Y
= ¢Y+ OQALY | ©(L)x¢Y

et commepar ailleurs ©(L)Y; =t + t+ 2, il vient end§ nitive

CY,=1+ t+O%(L)EYii ©OQ)Y; 1+ %

qui est bien le modgle recherch® en posart A= | ©(1).

Notons que par construction ©°(0) = 0, donc ©°(X) ne cortient que des puissarcesstricemen
positives de X, et donc ©°(L) + ¢ Y; ne cortient que desvaleus pas$es¢ Y;, 1;¢ Y, o;::: de
¢Y,.

Tester si le modgle est int§g®, c'est tester si ©(1) = 0; sows cette forme celareviert juste p
tester si le c¥xcient A de Y:; 1 estnon-sign cativement non-nul.

Il aurait §t® possibde de pratiquer une telle rgressiondirectemert sur I'§quation en Y, au lieu
de celleen ¢ Y; ; maiscommeY n'est pas stationnaire, Cov(Y;; Yi+n) estsign cative pour tout
h, donc la rgressioraurait d0 comporter une in nit& de variables explicatives(Y;; n), ; ..-A
l'inversesi ¢ Y est stationnaire, un nombre ni d'explicativespeut sutre. ’

Il esttout d'abord n§cessairale d§terminer © tel que le modgle soit v&ri §. Pour ce faire on
choisit un degi§ arbitrairement grand pour © (ici 9) ** et on v@ri_ e que le modple estim@ par la
r§gressiondes moindres carr§s ordinaires #2 est statistiquemen valide; dans le cas pr&sem, le
R? ajust® (qui vaut 0;5129)assue que le modgle capture une part sutsante de la variance, et
donc que sutsammernt de variablesexplicatives¢ Y, 1; ¢ Yy, 2; 10 ont §t® introduites.

Remarquns que lorsque ¢ Y eststationnaire, lesc¥stcients de la rgressiorsort donc aympto-
tiguemen normaux, cequi justi e l'emploi du test de Studert pour tester leur sign cativit §.43

(individuellemen) passign cativemen non-nuls (colonne Prob > | ¢| ).
Ainsi la mod@lisation proposfe est valide mais le modple estim§ ici n'est passign  catif.

(@)
(b)
(©)

“Car 8= d*©" = d*©* = d*©; 1.

42puisque 2 est cend etre un bruit blanc.

43En toute g§n@ralit§ il serait possibleque ¢ Y ne soit pas stationnaire, auquel casl'emploi du test de Studert serait
inadapt$§.

Version du 20050121-11h02, r@vis®e le 17 f@vrier 2005 86



Ensae SE206 Enond et corrig® destravauxdirig§sn*l g 8 SBarce 7

(d)
(e)
()
(9)

(h) On seproposedonc de d§terminer le sous-madgle minimal qui soit totalemert sign catif.
Remamue: Bien quel'on obsene p ce stade que le c¥+cient enYy; 1 estsigni cativemert non-

nul, on ne peut pas en d§duire qu'il le seraaussidans le sous-malgle oy tous les c¥tcients
sort signi catifs.** Il est nfcessairede d§terminer ce sous-malgle et d'y tester la signi cativit §
du c¥z*cient enYy; 1

{ Compte-tenu de la rgressiompr@didene, on teste la nullit § simultan §e desc¥z*cients
de ¢ Yt, 4011 ¢ Y, g dans la régression En lI'occurence, 'hypothgseHg :\ Awti .
¢ee= Ay, , = 0" estaccepBecar la statistique de Fisher asseifevaut 0,7841 .

{ On e®ecte donc la regressionde ¢ Y sur hL;t; Yy 15 ¢ Yy 150005 €Y, 4l, et on obsene
gue le modgle ainsi estim§ est valide (ce qui est heureux).

Il apparat cependant que lesc¥axcients de ¢ Y;, , et de ¢ Y;, 3 sort individuellemen t
non-sign cativemert non-nuls.

{ On e®ecte donc le test de la nullit § simultan§e de cesc¥axcients en formulant I'hypo-
thpseHo :\ Acy, , = ¢0¢= Ay, , = 0"

Remarque: Noter que tester successiemert

dansla r&gressmnsur ht; t; Yt. 1, ¢ Yt, 1,000 ¢ Yy; sl

dansla r&gressmnsur hL; t; Yt 1 ¢ Y 15000 ¢ Yt, 3l

En I'occuence, I'hypothgse est accep&e car la statistique de Fisher asscie vaut
0,6597

44| a statistique de Student du c¥atcient ~ dansla r§gressionordinaire
Y=@&X'+ " X%+°X3+U

est
A —
tXZ = —qg

0 1
®

ou % d@signele terme diagonal de la matrice de variance-covariance§ de @ ~ A

Or rien ne dlt que cette matrice ne d§pend pas de X 3, méme si ° ¢est non-signi cativemert non-nul : comme ™ =
(X 20)( 2)i )&2 et * = (X3%3)i 1X3% pour peu que Cov 'X2;x3" 6 0, la matrice § d@pendra de * (au sensou
Cov'8§i3;2 6 0).

En Ioccurence on sait (voir TD 2, exercice3 ) comme ¢ Y est stationnaire que ¢ Yy; 1 et ¢ Yy, ; sort
certainemert corr§ls.
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{ On e®ecte donc en d§ nitiv e la r§gressiorde ¢ Y sur hl;t; Yy, 1;¢ Yy, 10, et on obsene
gue le modgle ainsi estim@ est valide. On constate en outre qu'aucun c¥+tcient n'est
individuellemen non-sign catif.

On procpde donc pl'id erti cation du modgleAr (voir TD 5, exercicel )
enc¢Y sur lesexplicativest et LY .

On obsene en l'occurence que les auto-corr§lations directes d§croisseh \exp onertielle-
ment" vers 0 (en l'occurence, elles ne sort plus sign cativemen non-nulles dgs I'ordre
h, 3); enoutre le test de Porte-Manteau permet de corclure que le r@sidu estim§ 2 est
non-sign cativemen di®grert d'un bruit blanc.

+ Q5 Le modgle estim@ s'§crit
CY,=1+ t+AY 1+ AC Y, 1+ 2
op A; estle c¥+cient en X de ©°(X), cequi ser§crit encore
(0@ 2DYi=1+ t+ ACY,1+2

enposart %= 1+ A
+ Q6 (a)
(b)
(©
(d)
(e) Sous H} le modgle ser@crit

Yy=1 +Ytil+A1¢Ytil+2t

La statistique de test asseifeest cellede la table VI , selonlaguelle le fractile g 5% vaut
6,34 (on retient la valeur pour 250 obsenations #°) ; compar§ep la valeu empirique de
F-Value : 5,83 on accepe donc I'hypothgseH .

+ Q7 On corstate que H3 ! H}; commeH}] estaccepable on seproposede tester H3.
Sous HZ le modgle ser§crit
Yi= Y1+t Al Y+ %

La statistique de test asseifeestcellede la table V, selonlaquelle le fractile p 5% vaut 4,75 ;
compar§ep la valeur emprique F-Value : 10,75 on rejette donc I'nypothpseH 3.

?
??

4Splutdt que celle pour 100 obsenations, car le test est ainsi plus restrictif : si on accepteH o avec le fractile p 250
obsenations, on l'accepterait a fortiori avec celui p 100 obsenations.

Version du 20050121-11h02, r@vis®e le 17 f@vrier 2005 88



Ensae SE206 Enond et corrig® destravauxdirig§sn*l g 8 SBarce 7

Enonc & de l'exercice 2

3
z
On corsidgre un process stationnaire multivari® X 2 (R")” , n, 2, qui sut le modgle
auto-rggressif
©O(L)X =2

ou 2 estun bruit blanc de variance-cwariance § supofed§ nie positive. On supposeen outre
gue le modgle est sous forme canonique, c'est-@rdire que les racines de Det© sort toutes de
module stictemert sup@rieur g un. u q

X 1
On sedonnem 2 JI;nj 1Ketonnote X = ~Z : 21 m on cherche p donner un sers
|
A l'expression\y estla causex". 46 q
- AL | AL2 | m
Dans la suite pour toute matrice A de M ,(R) seranot§eA = AZT [ AZ2 lnim:
' ' |

¥ Partie 1 D& nition de la notion de causalit §

+ Q1 A uninstant donr, l'intuition suggareque si X ? causeX ! alors X 2 intervient sign™ cativemen
dans la valeur de X !; en particulier la pr@visionoptimale de X ! n'est dans ce caspasla méme
selonque I'on coma?t X 2 ou pas. On dit donc que X 2 ne cause pasinstantan§men X ! au sars
de Granger, et on note X 2sA X1, ssi EL (XX 32; Xy, 1;::1) = EL (X3 Xy, 15:00)

(@) Montrer que EL (XX 2; Xy, 1;:::) = EL (XX, 1;::0) + EL (3322)
(b) Montrer que

XEA X, 8%=(0), XIsAX?
(on dit dans ce caspar symitrie que X 2 et X ! ne secausert pasinstantan§men au sers
de Granger).

+ Q2 Par extension on dit alors que X? ne cause pas globalemen X!, ou simplemert que X?2
ne causepas X ! au sers de Granger (ce que I'on note X 21ZA X 1) ssi

8t2 Z; EL Ixtljxti 1 :¢: EL Iththli e :¢
On cherdhe p morntrer que
X2\ X1 ©X)¥? = (0)
(op ©(X)%? dgsigre le bloc sup@rieur droit du polyndme matriciel ©(X)).
(@) Montrer tout d'abord que ©(X)*2 = (0) ! X2%A X1,
(b) Ecrire dans le casg@rral la dgcompsition de Wold de X  sur F??; 22,

(c) On supposeque X 2%A X *; montrer qu'2! estalors I'in novation de X *.
(d) En dduire que si X %A X1, alors ©(X)%2 = (0).

46| a dgmarde proposeest tir §e (de fason tr gssimpli §e) destravaux de Clive W.J. Granger, co-lauriat avec Robert
F. Engle du prix Nobel d'§conomie2003. C. Granger fut laur§at non pas pour la notion de causalit§ qu'il d§ nit
(utilis §e pour §tablir la thpsepol§mique du rEchau®emen de la plangte), mais pour sesr§sultats de coint®gration. Voir
http://www.nobel.se/economics/ | aur eat es/ 2003/ ecoadv. pdf
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¥ Partie 2 Test de la notion de causalit §

On seplacedansle casogm = nj m= 1, et on note p= d*©.
On supposede plus que©(0)=1d.

Q1 Montrer que X v@ri e aussile modple

+

(L)X =

pour un certain polyndbme matriciel 2 (de degt p) et un bruit blanc ~ g d§terminer

+ Q2 Montrer que la rggressiorR par lesmoindrescarrsde X sur hXy; 1;::1; Xg pl est®quivalerte
aux deux estimations sfparesR* de X{ sur X[ ;X7 4005 X8 iXE et R? de X2 sur
XEXE GXE i X i XE

+ Q3 On corsidare 'hypothgseH, : " X 1A X2 "
R@#crire lesrgressios R et R? sows Hy,.
Montrer qu'a supposerqu' 2! est gaussien le test de I'hypothgseH, seramgnre g un test de
Studert que I'on explicitera.
Q4 On corsidare I'hypothpseH§ : " X 2%A X 1"
En supposarn qu'?2 estgaussien proposerune procgdure de test de H.

+

Corrig & de l'exercice 2

+ Q1 (a) Le modgle §tant sous forme canonique, 2 est I'in novation du processis vectoriel X : par

d® nition del'innovation 2, = X i EL (XjXy 1;:::) et donc en projetant pour i 2 f1;2g
_ i ¢
= X{i EL IXt'thi 10
(22 estl'in novation du processts X 2jX 1)
¢
¢¢
¢

2 ¢| 1
EL th Xt,Xt. et s X
= EL X] 2?,25 Lo ;IXtil,
= EL X Lje2. ! X¢ 1;::(f':;xtlil,...
= EL'XY22: Xy 1501
AL

Or 8t 2 Z; 22U hXy, 1;:::0 donc FB2; Xy, ;000 = P2 © hXy; 15010 et donc
. ¢ ¢ ¢
EL'XEX2Z Xy 1 = EL X322 © EL XXy 111

i ¢
EL'XHX2 Xy 1511

Or
)f@
Xy = O Xkt %
k=1
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et 2.1l hXy; 1;:::1 donc en projetant
i 1'22¢ — i21'22¢
EL X{?f = EL )3
et donc nalemen
EL (XX 32 Xy 15000 = EL (X Xy 15000) + EL (31j22)
(b) Par d§ nition pourt 2 Z
2 1 [ livy 2. ¢_ [ 1; ¢
XA X; , ELiXtJ)&t,Xtil,... = EL X{jXy 1500
. BLEE S0
. Cov 252 = (0)
, ghe = (0)
, COViIZg-;ZZ = (O)
. BLEE =0 ¢
. EL XFHXE Xy 150 = EL XZXy15::e
, XA X2
+ Q2 (a) Onapourt2 Z
XO
Xy = AXykt+ %
k=1
et donc en projetant
© )(@
X¢ = A&;lxtli Kkt A&;thzi K+
k=1 k=1
S ©(X)%2 = (0) alors
©
X = A&;lxtli Wt
k=1
et donc
iy 1 ¢ Xt@'l'l 1 T T G
EL X{jiXy i = ATXE = | EL O X{XE 450
k=1
c'estqrdire X 2%A X 1.
(b) Commez2 estl'innovation de X, soit (Ax),,y 2 M n(R) telle que
Xl
8t 2 Z, Xt = Akzti k
k=0
Alors en projetant il vient 4’
1 Xl 1,151 ! 1,252
8t2 Z; X; = A%kt A3
k=0 k=0
47Chacune des deux sommescorverge car gA&?j Zz . kAkkg et que P « Ak estnormalemert corvergerte.
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(€)

(d)

Supposors alorsy que X2 Z/A Xli; alors poug tout t 2 Z EL (XEX 15000 =
EL X5X§q;i0 etdone X EL XEHX{ i = X EL (XX i) = 28 02
est donc I'in novation de X 1.

Si X 2% X1, alors X ' admert une repr§semation de Wold sous la forme

Xl
th = Bkztli k
k=0
opuBx 2 M (R). On a par ailleurs pour tout t 2 Z
1 1
th = Ailza k + Ai,Zthi k
k=0 k=0
et donc P
" X¢ ﬂ: " I:)+;=0|32k1 P+£0)22 ﬂf,u 23"‘ '
th k=0 Ak k=0 Ak 2t1 k
soit 48
1 M 1
X = : BZI'(l ((2)% LK +2
At Ay -
k=0 k K
Alors Ax1 u o 0 q !
2= ©(L)X = ©(L) a2 a2z L %2
K= k k
R T
et donc la matrice ;:10 Az'fl A2 XK sur 'anneau M ,(R)[X] est rguipre et
k k
estune inversede ©(X), cequi s'§crit encore par blocs
iP . ¢
Moot epgrz T M TP g i) L
21 22 E iP <0 50 k¢ iP it %0 k¢ =
O©X)=t ©(X)* oo A X oo A X 0) 1dym
et en particulier en consid§rart le bloc (1;2) il vient
A !
1
(0) £ ©(X)"* + AZZXE £ ©(X)M = (0)
k=0
Py . T .
P, 5 ¢
Or P ko Bz'flx . P (0)2;2 . estinversibe, donc I r3 AZPXKT §galemetf® et
d k=0 Ak X k=0 Ak X
onc

©(X)¥? = (0) 2 M ,(R)[X] et "nalemen

48Avecla cornvertion que 0

P
et enremarquart que ch@que

49Comme la matrice

MK cog MInLK
ML= B K&
MLk gee M MmN LK
P
Aijf Xk estcorvergerte car jA}! j - KAk, et que |, Ax estnormalemert corvergerte.
A
B

O o~

est triangulaire par blocs, si elle est inversible, alors C I'est §galemen
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O(L)+* = (0)

cequi achpwe la preuve de la r§ciproque.
+ Q1 On sait que

©O(L)X =2
H 1 Oﬂ
donc pour tout ®2 R en multip liant par @ 1 il vient
|
MK 1 Oﬂ£©(L)ﬂ+x—u 1 O‘ﬂ£2
i ® 1 -t e 1
H 1 O‘H
Notons donc * = @ 1 £ 2; alorspourtoutt2 Zetl2 Z
|
1 |
Cov(' e )_“ 1 0 OCOV(2'2 )” 1 0
ty tjl) — |®1 ty Tty | |®1

§1;2

Posors en particulier ® = gr7 : alors Cov('t; ;1) = Oetdonc” estun bruit blanc. Sa matrice

de variance-cwariance est alors B
q A !

" 1 Oﬂ§u 1 i® = §l;1 0§1;22
i ® 1 0 1 0 §22; (§1:1)
_ H 1 0 f
Notons en n 2( X) la matrice p c¥%=cients dans R[X] @ 1 £ ©(X); alors
H 10 1 H 10 1
M0) = i ® 1 £ ©(0) = i ® 1

(car ©(0) = 1 d), donc 2(0) estbien inversible et le modgle est correctemen spici §.

+ Q2 D'unefasongrfirale,l'estimateur desmoindrescarrgsordinairesde la rgressiorde Y = X b+ U
est,si X estdeplein rang,‘r\)mcg = (X% i1x)! tXO0g - ily, ou - d@sigrela matrice de variance-
covariance de U.

Considgrons alors lesdeux sous-blocs

Hye T Xbl‘ﬂ+uul‘ﬂ
YT oxw 0T
l'lulﬂ_“_l;l (0) ﬂ

et supposors que V Uz - ©) : soit bloc-diagorale.
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Alors
oy T

Y2

I

xo i1y fiiyog it

IJ_l;l ﬂil
X grfa X

0 s 1
X 0(- L1yi 1y : X Of (- L1yily1
L @ XX Xy
XO(_ 2;2)i 1X : X Of (_ 2;2)i 1Y2
!
— lalmcg
@mcg

Bmcg =

™

Dans le caspr@sem, la rgressiorR s'§crit

Ai:l Az;l
W w1 o ,
1 0 X1 i ¢ 11| A21 1
i ® 1 X:z = Xg1 68 X |XG, 66 XE, EEAE? L2 té
A | Az
tandis que les sows-1igression R! et R? s'§crivert respectivemert
o ., 1
Ay
1y . 1 [ 1 1 2 2 ¢ At ’
(RY): Xi=" X{, ¢ Xt;p\xtil e X, £ —AFl’Tr +
AL
et 0 1
®
At
i ¢ -
(R?): XZ=" XE|XE, eee XE | XZ, ¢¢ X2, £ 552}
AT
Aé;z
~ p
A gt 0 |
commeV (") = (s12)° est diagorale, I'estimation desc%atcients de?2 par

0 §2;2 | §l;l

i1 [V 1
0 - (0)
£ X'E W’T VZ
1

ili‘l Ylﬂ

0

la rgressiorglobale R est §quivalerte p celler§sutant desdeux sows-rgressios R et R2.

94
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+ Q3 L'hypothpseH  ser@crit\§ %2 = 0" soit encore\®= 0". A |
21 ’

Remarqguwnsenoutre quesi? estgaussien alorsil envademémepour * = 22 COV(221;21)21
V()
tester Hy reviert donc p tester la nullit  individuelle du c%zxcient estim@ ®, ce qui peut etre

fait au moyen de la statistique de Studert habituelle.
Remarquons que sows Hg sede la rgressiorR? est modi™ §e; il sutt donc de pratiquer le test
dansla seuler§gressionR?.

+ Q4 L'hypothpseH§ ser@icrit\ 8k 2 N; A7 = 0" soit encore\ 8k 2 N; A? = 0",

3 ,
LetestdeHZ reviert alorsautest dela nullit § simultan§edesc¥+cients estimis A5%;:::; fu2
qui peut &tre conduit au moyen de la statistique de Fisher. 5°

Remarqwons que cette fois sos H sede la rgressionR?! est modi™ §e, et tester Hf reviert g
tester la rgressionR! sows H{ par rapport g R! sows :H §. Ainsiil sutt de pratiquer le test
dansla seuler§gessionR?.

. SCRu,i SCR. : . . ' . o
S0A savoir F = ;g'R.H "o ¢T'p2p op T d¥signele nombre d'obsenations, 2p le nombre total de variable explicatives

et p le nombre de variables d((J)nt on teste la nullit § simultan§e, et bien-20r SCRy d§signela sommedescarr§sdesr§sidus
estim@s(i.e. la variance non-expliqu§e) sousl’hypothpseH. Si Hq estvraie alors F suit une loi de Fisher F (p; T | 2p).
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8 Travaux Dirig §s n*8

Enonc @ de l'exercice 1

On corsidgre deux processs stationnairesX et'Y v@ri ant :
Y
Xt (i by

Yo = ot paXuat (0 LV

OU C est une constante et u et v sort deux bruits blanc indg§pendants de variancesrespectives
Y% et %4.
+ Q1 Ecrire le vecteu (X; V)" sows forme d'un processs ARMA bivari§.

Donner des conditions sutsantes pour que (U¢; V)" soit I'in novation du processis (ce que I'on
supposerapar la sute).

+ Q2 Montrer que Y; estenfait un processs Arma unidimensiomel.
D@terminer son ordre et montrer que sescoezxcients sort lifs de manigre non lin§aire g cewx
introduits dans la d§ nition desprocesss.

+ Q3 D®terminer la pr@visionoptimale desvaleus futuresde Y; comaissan le pas$ de X; et Y;.

Corrig & de l'exercice 1

+ Q1 Ona

M 0 ﬂux‘ﬂ_u 0 ‘ﬂ+u ol 0 ‘Huuﬂ

i L3 AL Y cli A 0 (i wL)( i AL \Y
M 1 M 1

0 i Ml 0
et on posedonc ©(L) = " et£(L) = "

poseddqee)= s Al SED) 0 (i wb) i AL

Alors \L/J est I'innovation du processs v ssi jO(X)j = 1j AX etjE(X)j = (1]

wX)(1i wX)@i AX) ont tous deux leurs racinesde module strictement®! sup§rieur g 1 (soit
SSijj < 1,jj < letj j< 1).

+ Q2 Soit Zt: (1| 'L )Yt.Ona:

o i 23 I M 1
. . . . . . X
Vv estl'innovation de ssi leurs racinessort de module sup$rieur ou §galg 1; mais comme v

est stationnaire, aucuneracine n'est unitaire.

51

< X
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+ Q3

puis, commeX; 3= (| WbL)U; s il vient

Zi=cf | A)+1f i p{aZL)Utiff i Hz'—)& i AL)V}

Ma (1) Ma (2)

En particulier (voir TD 3, exercice2 ) commeU et V sort ind§pendants, Z est
un processs Ma d'ordre au plus 2.

Commeenoutre °7(2) = LAY 6 0, Z estun processs Ma(2).

Par consquert, Y estun processs Arma (1,2).

Soit @ 2 Ry[X] et” bruit blanctelsqueZ = 3( L) ;2 et 3£ sort d§termings (voir TD 2,
exercice2 ) par les §quations de Yule-Walker en Z qui pour h 2 Z s'§crivent d'une part
d'aprpsla d& nition de Z

. — 20 [
COV(ZtaZH h) = 1 Ut; 3i U 4(h) + Vii (le+ A)Vi; 1+ oAV 2(h)

et d'autre part d'aprpsla d§ nition ded( X) =2 o+ 2 X+ 2 ,X%et”’

Cov(Zi;Zi+n) = Cov(@o i+ 1+t82 2% 0 unt @1 tn1t 22 th2)

L'@galisation de ces expressiors pour h 2 f0;1;2g conduit p un systme polyndmial en
80,2 132 2 %% qui s'expriment donc de fason non-lin§aire (en g§rral) en les paramatres L,
b et A

La pr@visionlin®aire optimale de Y conditionnellemen au sed pas$® de Y s'ohtient en trans-
formant la forme Arma (1,2) prédidente en une forme Ar (1 ) enY. Mais pour obtenir celle
corﬁiitionﬂellemen aux pas$isde X etde, il faut d§terminer la pr@vision lin®aire optimale

de )é conditionnellemen psonpas$®, cequi sefait entransformart la formulation Arma
vectorielleen forme Ar (1 ) vectorielle :5?
TN | H T w T
1 X 1 0 U
£(L) "©O(L) y = £(1) o1i A) oy
Comme
(L)1 H L o Tis
" 0 (i kL) i AL q
_ (i)t o
0 (0 L) 0 ALY
il vient A |
g (i W)yt 0 ﬂuxﬂ: 3 0 ) .+“
i LS00 el) PO i ALY (0 eb)? Y Tac (i A)

S2Attention pl'ordre eng@niral: £( L)1 1 et ©(L) sort desmatriceset donceng§rral £(L)I 1£©O(L) 6 ©(L)E £(L)i ¢
. Cependart dansle casprsen £( L) estdiagonale,donc commute avec ©(L).
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La projection lin®aire optimale de Y comaissan le pas® de X et de Y s'ohtient alors en
projetant : on a

Xl
BV i L3 0 wl)i i AL X = 4V
‘=0 1i
et donc 3
|
Xt 5 - 1y ' c
EL WYoiki L0 0 L) “( i AL) XX i Yy = 1 s
k=0

. . z . P+
EViXeo 6 YD) = g5+ L3 0 b)) M i AL X o2 Y«

Enonc & de l'exercice 2

On corsidare deux processs du secoml ordre (X;): o et (Y:): o tels que

5
Xt = X1+ U

Yt thili %Ytizi Xti1+Vt

op U et V sort deux bruits blanc ind§pendants de variancesrespectives¥¢ et 3.
On swposeenoutre que 8t < 0; X = Y= U =V, =0
+ Q1 (a) VE&ri erqueni (X{)wso ni (Yi)e o N'est stationnaire.

(b) VE&ri erque(¢ X); 2et(¢ Y;), . sort Bquvalerts pdesprocesss stationnaires,et préciser
le cas&chﬁart Ie‘hlr forme ﬁ\rma T

X U
= 2 =
On note Z Yy et vV

+ Q2 Montrer qu'il existeun polyndbme (matriciel) A tel que

8t> 0; A(L)Z = 2

et en donner la repr@semation canonique du modgle

S3Cette expressionfait a priori intervenir E (XjX¢; 1;:::;Yy; 1;:::); mais comme le polyntme en facteur de X est
divisible par L3, seulesles valeurs pas$iesde X interviennernt.
Si ce n'§tait pas le cas, il faudrait d&terminer explicitement E (XjX¢; 1;:::; Yy; 1;:::) en projetant la forme Ar (1)

surX :( j L) X = U. Notons en'n que cette dernigre est ind§pendarte de Y, ce qui est heureux.
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+ Q3 Montrer qu'il existeun polynbme (matriciel) A® de degé d*A i 1tel que A(X) = A1)+ (1
X)A?%(X).
En d®duire qu'il existeune combinaisonlin§airede X etY qui estasympotiquemen §quvalene
B un processs stationnaire.

Corrig & de l'exercice 2

+ Q1 (@) ( j L)X = U donc (Xt)s o estune marche al§atoire, donc non-stationnaire.
D'autre part, V(X 1i M) = (ti 1)¥% + % car X; et \, sort ind§pendants. Or si
(par l'absurde) (Y;)i o Btait stationnaire, alors X 1§ Vi = i Yo+ 2Y 10 Yy 2 Serait
stationnaire, donc de variance corstante, et il en irait de méme pour X ! Donc (Yi)w o
n'est pas stationnaire.
Autre m@thale :
S Y @tait stationnairealorsX j V= (j + %L i éLZ)Y le serait §galemeth et commeV
est stationnaire et X et V sort d€coriis X le serait §galemen

(b) ¢ X = U estun bruit blanc, donc stationnaire.
Par ailleurs 5 1
¢Yt:6(¢Y)tili 6(¢Y)ti2i Uti1+Vti Vtil

D& nissors W; = j Hz}l + I\/t i ZV“ ; alors (voir TD 3, exercice2 ) W est

Ma (0) Ma (1)
un processs Ma d'ordre au plus 1. Commeen outre °,,(1) = | % 6 0, W estun Ma(1)
et donc ¢ Y estun processs Arma (2,1)

+ Q2 Posors
A(X)—u 1;i X 0 I
- X 1 §X+%X2
Alors
A(L)“ X 1 ) H U 1
Y — V
et enoutre
H 1 M u 1
. . 5 1., 1 1
- (1 C Oy 4 T - (1: .+ .+
JAX)j= (1 X) 1 6X 6X @i X) 1j 2X 1 3X

dont lesracines 1, 2 et 3 sort toutes de module sup@riewr (ou §gal) g un, de sorte que la
repr@semation est canonique.

+ Q3 A(X)ij A(1) estun polyndme(matriciel) en X qui s'annule enX = 1, donc divisible par (1j X) :
on a enl'occuence
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H T wu )l
_ 1j X 0 _ 0 O
A(X)l A(l) - X 1[ %X‘F%Xz ﬂl 1 %
_ H 1; X 0
Xi1 F%ingJr%;(z q
= @iXNE gy
H 1 0 1
Notonsdonc A® = | 2. 1 ; A% divise A(X) i A(D).
il 5i gX

On a alors
2= A(L)Z = A(1)Z + A°(L)¢ Z

Or ¢ Z est (asymptotiquemen) stationnaire > donc il en va de méme pour A(1)Z = 2

A°(L)¢ Z.
Loz
Or A(1)z = X + %Y , donc en particulier
1

X+ 3Y
est (asymptotiquemen) stationnaire.

?

??

Enonc & de l'exercice 3

On considgreun processss vectoriel (V;),,, detaille n, dont on supposequ'il estint§gd'ordre
1, et qu'il admet une repr@semation VAR de la forme::

OL)Y =1 +2

ou 2 estlinnovation deY et ©(0) = 1 d.
+ Q1 (a) En utilisant la d§compsition ©(X) = ©(1) + (1j X)©* (X), montrer qu'on peut §crirele
modgle sous la forme §quivalerte :
X 1
(i L)Ye=jiOQ)Yy 1+ (P DYy i+t + 2

i=1

54Ce n'est pas tout-ja-fait §vidert : ¢ X et ¢ Y sort stationnaires, mais il faut encoremontrer que Cov (¢ X ;¢ Yi4p)
ne d®pend pas du tempst : pour ce faire, on soustrait I'§quation en Y aux datest ettj 1, ce qui fait apparattre
CYi=2¢Y 10 §¢ Y20 CXi1+ ¢V
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(b) Montrer que le rang de ©(1) estinf@rieur strictemert g n.

(c) On supposeque le rang de ©(1) est®galp r. Montrer qu'il existedeux matrices® et de
dimensions (n;r) et derang r tellesque ©(1) = ® °

(d) Montrer que ~ 9%, est nfcessairemenstationnaire (les colomesde ~ sort alors appel@es
vecteus de coint§gration de y;).

+ Q2 On supposeque la reprsemation de Wold du processs Y estde la forme
(i LYY=m+ C(L)?

avecC(0) = 1d.
(@) En utilisant la d§composition

C(Ly=C@+( i L)C" (L)

montrer, en ggrralisart la dgmarde pr§senedans TD 4, exercicel ,
gu'il existe une marche al§atoire® (multivari§e) T et un processs stationnaire S tels que
Y=S+T.

(b) Montrer qu'on a n§cessairemdan.  dm = 0et “C(1) = 0.

(c) Soit ~? une basé® de l'orth ogoral de ~. D&duire de la question pr§diderte qu'il existe
Mo2 R"Met+2 M, ((R) telsquem=""mJetC(1) = 74°

(d) En d®auire que T, s'exprime enfait commecombinaisonlin§airedenj r marchesal§atoires
univaries(cesmarchesal§atoiressort appelfestendanescommunesaux sgries(Y,'), ).

Corrig & de l'exercice 3

+ Q1 (a) Comme®(X); ©(1) s'annuleen, il estdivisible par 1j X etsoitdonc ©* (X) = 2120 2
R[X]; ainsi©(X) = ©(1) + (1 X)©* (X).
Alors (voir TD 7, exercicel )
©(L)Y OWEY+( j L)CO (L)+Y
= OVEY+O (L)x¢Y ¢
= OWEY+ PUYCY+ ;©+(L)f'z O,y
©(0)i ©(1) i ©°(L)

= OWEY+( | OL)ECY | ©(L)+eY

= OMEY+CY| (OU)E Y O1)ELY)| ©(L)¢Y

= ¢Y+OMELY | ©°(L)£CY

et donc commepar ailleurs ©(L)Y; = 1 + 2, il vient end§ nitive

SSAvecd@rive: (| L)T =" op” estun bruit d'esprancea priori non-n ulle .
S6C'est-p-dire que les colonnesde ~? forment une basede l'orthogonal de I'espaceengend# par les colonnesde ™.
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(b)

(©)

Pp-l
CY, =i ©OQ)Yy 1+ L 0iCYy i+t +2

P )
ennotant ©(X) = ©* (0); © (X)= PliiX.

On a
X1 _
¢CY = ©O(1)LY j jiL'¢Y+1+2
i=1
et donc
X1 _
O(1)LY = j¢Y + iiL'¢Y+1+2
| 2 }
a( L)Y

Supposors (par I'absurde) que ©(1) soit inversilde : alors
LY = ©Q) (L)Y + ©1) 1+ 0®1) 2

Mais commeY estint®g® d'ordre 1, ¢ Y est stationnaire, et donc LY, donc Y, serait
stationnaire! >’

Commeon a suppost que Y ®tait int®g® d'ordre 1, ©(1) n'est pas inversibe, i.e. estde
rang au plusni 1.

Soit ® une basede I'image de ©(1) (qui estde dimensionr - nj 1), etnotons 1;:::; i
les c¥axcients de la i-ipmeligne L; de ©(1) dans la base®. On a pour tout i 2 J1; nK
0 1
x OB
Li = ij® Ou @:%) : £2Mn;l(R)
j=1 ®;n
et donc
0 1 0 _ 1
L ¢ o 11 ¢ Taa
om=0 : X="®& w6 & £ : X
Ly Lir cee i
| {z
0
soit
©1)=®°

5TEn toute rigueur seposele problgmede la corr§lation de ©(1)i 3( L)¢ Y avec2. Mais commeY estint§gr d'ordre
1 (et pasplus), ¢ Y v@ri e une §quation Ar (d)e la forme A(L)¢ Y = ° + 2 de sorte queLY = B(L)¢ Y pour B(X) =
O A X)+ A(X) i °) .
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(d)

+ Q2 (a)

(b)

(©)

(d)

On a
©(1)Yt| 1= a( L)¢ Yt + 1+ Zt

Or ® estune base,donc estde plein rang donc inverside; en multip liant par (®%®)i &P
il vient alors

(@) 'Y, 1 = (BR) '@ L)¢ Y, + (BR) '@ + (FR) '@,

et donc (BR)' '@O(1)Y est stationnaire.
Comme®©(1) = ® °celareviert p dire que

~Oy est stationnaire

CommeC(X) j C(1) s'amule en 1, soit C*(X) = P02 2 M (R)[X]; ainsi C(X) =
C+ (1j X)C*(X). On aalors

(i L)Y=m+C(1)2+( j L)C*L)?

D® nissors S = C%(L)?; ainsi S est stationnaire.
Soit alorsT = Y | S, montrons que T est une marche al§atoire (avec d§rive) : on a

(i LT (i LYi(CilLbs

m+ C(1)2

qui estun\bruit blanc" d'espgrance m.
On a en multip liant la d§comppsition de Y par ~°

i DY =" TC@2+ Y i L)C(L)?
Or ~% est stationnaire, donc E (" %;) = E("°,, 1) et par stite
0 = E( i L)x(%))

= ECY i LY)
= E(C+ @2+ Y j L)C(L)?)
=

En n, si (par 'absurde) "%C(1) 8 0,alorsZ = "% j "C(L)2 qui vBri e( | L)Z =
~%C(1)? est une marche al§atoire, donc d'esgirance non-born§e dans le temps, et donc il
enva de mémepour ~ % qui est pourtant stationnaire! Donc ~4C(1) = 0.

Ona M= 0,doncm2 hi’, etdoncil existemg tel quem = ~? mJ.

De méme °C(1) = 0, donc C(1) 2 h'i” et il existe+tel quem = ~? 4°

Ona

(i LT m + C(1)2

77 (g + £%)
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Soit donc M la marche al§atoire multi-v arie(de taille nj r) v@ri ant My = 0 et

(i L)M = mg+£2

_ _, ¢ _
Alors ( j )T ="7( i LM = ( L)iI M , donc lesprocesss T et~ *M sort
#gal p une corstante (al®atoire) prgs; °8 commedim("?)=nj dim(")=nj rona

T estun vecteu compodt denj r marchesal®atoiresunivarig§es

580n n'a pas nficessairemenT = M : notammert il n'y a aucuneraison a priori pour que To = Yo i C* (L)% soit
Bgalp~ ? My, car une valeur de M ad hoc n'existe pas forcémert !
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