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ENSAE SE207 Corrigé des travauz dirigés n°?2 Exercice

‘Corrigé de 1l’exercice 1‘

(Voir correction manuscrite)

‘Corrigé de 1’exercice 2‘

O Q1 (a) On calcule d’abord la densité, qui vaut 0 pour z < 1 et

_ Y
finla) =ya7 = L

pour z > 1.
D’ott In f; ,(z) = Iny — (v + 1) Inz. Une application directe du lemme de Neymar
Pearson fait donc intervenir la statistique ), In X;. (Remarquons que cette statis
tique est suffisante pour 7.)

(b) 11 s’agit d’abord d’effectuer des intégrations par parties. On obtient :

+o00 1
E,(nX;) = / Ing g0 dp = —
1 70

et

+oa 1 2 1
V(7) (InX1) =7 / <lnx - —) R
1 Yo Y0

Par le théoréme central limite (que 'on peut utiliser ici en raison de l'existence d
moment d’ordre 2), on en déduit que :

n
Yo 1 )
— InX; — —
converge en distribution vers la loi normale N (0,1), de fonction de répartition (fi

notée ®. Ainsi,
P{lilnXi > ca,"} P{i (lnXi—l) >n<ca,n—1>}
[t im1 "o Yo
= P{ﬂi(lan—i) >’)/0\/E<Ca,n—l)}
vn im1 "0 0

)
«

1
lim 70\/5 (Ca,n - *) = Ua
n—00 ¥

0
avec 1 — ®(u,) = a. Finalement, 'approximation (asymptotique) cherchée est :
1 Ug

+
Y% V/n

~
Can R
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0 Q2

(c)

(a)

On a:

P{lmX, <y} = P{X; < expy}

1 ey \TP
exp (Ina)

1 — exp (= (y —Ina))

Puisque a = 1, il s’agit d’une loi exponentielle de parametre A = .

Par conséquent, la va > InX;, somme de n va iid de loi Exp(vp '), est une loi
Gamma de moyenne n/v, et de variance n/7¢. Avec une table des lois Gamma, on
pourrait donc déterminer la valeur critique ca,, exactement (et le test étudié peut
alors étre considéré comme “a distance finie”).

La justification consiste a s’assurer que le test est a rapport de vraisemblance monotone
(RVM) en la statistique
n
T, = Z In X;
i=1

ce qui se prouve facilement. Le test UPP cherché a donc encore, d’apres le cours, la
méme région de rejet :
1 n
— InX; > can
i=1

i Ona Fy'(t) = (1—8)7° pour 0 <t < 1.

ii. Comme la densité vaut 0 pour pour z < 1 et

—(+1) — 7

fiy(@) =7z ]

pour x > 1, 0n a
Infi4(z) =lny—(y+1)lnz

Donc la log-vraisemblance est

n
by =nlny—(y+1) (Zlan)
i1

L’équation de la vraisemblance s’écrit par conséquent

TL n
5= (2_1: In XZ-)

ce dont on tire
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iii. Comme In f; ,(z) =Iny — (y+1)Inz, il vient
1

so(x) = — —Inz
(z) o
pour z > 1. Les calculs précédents conduisent alors a
1
Iy=—
%

iv. D’apres le cours, la fonction ¢o(z) est égale &
—1 21
Iy so(x) =7 | — —Inz
Yo
pour z > 1.
v. D’apres le cours, c’est la loi normale de moyenne 0 et de variance 2.

D’apres le cours, il faut d’abord calculer les fonctions gq et hg, toutes deux définies su
[0,1]. Or

oF: ,

)= —-=2

et par ailleurs

oF,,,
Oy

(z) =lnz 2™

pour z > 1. Par suite,

1
g0(t) = —%(1 —t)In(1—1)

D’autre part, hg = s¢ © Fo_l, soit
1
Yo

/Ou ho(t)dt=%<u+/0u ln(lft)dt).

Par le changement de variables s = 1 — ¢ puis par un calcul direct de primitive, o
obtient [ ho(t) dt = go(u)
On peut alors appliquer le résultat du cours, et on trouve

ho(t) (14+In(1—1t)).

Donc

rg (U1, ug) = ur Aug —ugug — (1 —w1) (1 —ug)In (1 — uy) In (1 — uy)

qui ne dépend plus de 7p.

Un calcul détaillé (a faire!) conduit & la méme formule. Cela s’explique par le résulta
de la question 1.3. Les valeurs critiques se déduisent donc des valeurs analogues pou
tester 'adéquation du modele exponentiel. Elles sont tabulées dans le livre de D’Agos
tino & Stephens, par exemple. On les utilise sur ’échantillon transformé défini par :

Vi=1— X;‘rn

dans le cas a = 1. Ou bien, ce qui revient au méme, on teste directement ’exponer
tialité sur 1'échantillon des In X;.
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(d) Ou bien on utilise I'estimateur du maximum de vraisemblance, ou bien P'estimateur
de 7 basé sur les données groupées, ce qui conduit & une équation simple. On utilise
les résultats du cours pour les lois limites.

0 Q3 (a) On procéde comme pour Pexponentielle

F(x)zl—exp—%

On estime le parametre a par X(j, ).

(b) On montre, & partir des indications, que si p > 1, il existe un entier aléatoire ng(w),

fini p.s., tel que
1 P
0< U < ae (22)

pour tout n > ng(w).

(c) On en déduit que Pestimateur X(; ) de a est superefficace. On applique donc les

mémes tables sur les .
X, \ ™
X(1,my

pour X; # X(1,n)-

Corrigé de 1l’exercice 3‘

(Voir correction manuscrite)
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