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ENSAE SE207 Séance de travauz dirigés n°2 Exercice

Exercice 1

0 Q1 Dans ’exercice 1 du TD 9 du cours d’Estimation et tests, on a testé I’adéquation & un
loi de Poisson du nombre d’appels par seconde dans un central téléphonique. Les donnée
étaient les suivantes :
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La mise en oeuvre du test du x? nécessitant un nombre fini de classes d’effectifs suffisant:
on a regroupé les modalités de la maniere suivante :

Jp = {k} pour k=0,1,...,K — 1
JK:{K,K+1},
avec K = 8. On note n le nombre total d’observations et ny les effectifs des K + 1 classes

0 Q2 Ecrire la statistique 7,2 du test de I’'adéquation 4 la famille des lois de Poisson (le paramétr
étant inconnu).

0 Q3 On note yy la vraie loi des observations et on pose comme dans le cours

K

e

2
Sod,uo) Mal(Jk)
k=0 k

(a) Expliciter, dans le cas ol yq est la loi de Poisson de parameétre ), les quantités

ae = po(Jx), so(k), / s dpo, 1o

Jk

2k
en fonction de k, A et py(A) = e_/\ﬁ'
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(b) Montrer que v, s’écrit aussi

Yo =A <Z Pk) o Prso(k)? _ (ZkZkaSO(k))Z

K 2 k> k Pr D koK Pr

(c) Interpréter le terme entre crochets comme une variance. En déduire que 7o > 0.

0 Q4 (a) Rappeler expression de la distribution limite sous I’hypothése nulle de 7,2 en fonction
de Yo-
Quelle approximation le corrigé du TD 9 faisait-il implicitement ? Quelle conséquence
Perreur commise a-t-elle sur le niveau du test ?

(b) Estimer 7, & 'aide d’une calculatrice programmable ou d’un logiciel de calcul numérique

(on utilisera les valeurs K =8 et A = Aemy = 3, 7).
L’approximation faite était-elle justifiée ?

Corrigé de 1l’exercice 1

(Voir correction manuscrite)

Exercice 2

On appelle loi de Pareto de parametres a > 0 et v > 0, et on note Pareto(a, ), la mesure
de probabilité sur ’ensemble R des réels dont la fonction de répartition F, , est définie par
Fo,(z) = 0 pour z < a et

T\~

Fo,(z) =1 — (—) pour z>a
a
0 Q1 On suppose que a est connu. On peut alors se ramener au cas a = 1, ce que I'on fera ici.

Soit X1,..., X, un échantillon de variables aléatoires indépendantes et de méme loi (iid)
Pareto(1, 7).
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(a) Soient 41 > 0 et 9 > 0 deux valeurs distinctes du parametre . On souhaite teste
I’hypothese simple Hy = [y = ] contre I’alternative simple H; = [y = 71].

Montrer que le test le plus puissant de niveau 0 < o < 1 de Hy contre H; a une régio
de rejet de la forme n™' 37 InX; > ¢4, oudelaformen™ Y0 InX; < cop.
Discuter.

(b) Déterminer, sous Hy, espérance et la variance de la variable aléatoire In X;. Déduir
du théoreme central limite une approximation de ¢, utilisable lorsque n est asse
grand.

(c) Quelle est, sous Hy, la loi de In X; 7
De quelle forme est la loide Y1 In X;?

(d) Toujours dans le cas a = 1 connu, déterminer le test uniformément le plus puissan
(UPP) de niveau o de Hy : [y < 7] contre Hy = [y > 7.

0 Q2 Soit Xi,..., X, un échantillon de variables aléatoires iid.
(a) On suppose encore a = 1 connu. On note g la vraie valeur de y sous Hy, et on not
Fo = Fi .
i. Calculer la fonction inverse Fy'(-).
ii. Déterminer I'estimateur du maximum de vraisemblance 4,, basé sur ’échantillor

ili. Déterminer la fonction de score so(z) = s(z; ) et P'information de Fisher I -
I(7).
iv. En déduire une expression de la forme

02 (3 — ) = 0723 6o (Xi) + op(1)
=1

sous Hy, en précisant la fonction ¢,
v. Quelle est la limite en distribution de n1/2(’yn — 7) sous Hy, quand n — 0o ?

(b) Déduire des questions précédentes 1’expression de la fonction de covariance du proces
sus gaussien centré B(-), limite en distribution sous Hy, quand n — oo, de la suite d
processus .

Bﬂ(t) =n? [(Fﬂ - Fl,’?n) o FO_l] (t)’ te [011]
ou F,(-) désigne la fonction de répartition empirique.

(c) Comparer le résultat obtenu & celui que 'on obtient lorsque l'on teste 1’adéquatio
du modele exponentiel, et en déduire les valeurs critiques, pour o = 0.10, 0.0!
0.025 et 0.01, des tests de Kolmogorov-Smirnov et de Cramér-von Mises pour tes
ter Padéquation du modele Pareto (1,7).

(d) Mettre en application du test d’adéquation du chi-deux pour tester l'adéquation d
Pareto(1, 7), avec -y inconnu.

O Q3 On se propose de tester ’'adéquation de Pareto(a, ), lorsque a et +y sont tous deux inconnu

(a) Soit Uy, ..., Uy, un échantillon de va iid uniformes sur [0, 1], et soit Uy, ) la plus petit
observation de cet échantillon. Montrer que nU(;,») converge en distribution vers la Ic
exponentielle de moyenne 1 quand n — oo.
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(b) Montrer que si (A4;);>1 est une suite quelconque d’événements et si ;':1’ P(4))
converge, alors presque sirement seuls un nombre fini de A; ont lieu.

(¢) Proposer une test de ’'adéquation de Pareto(a, 7).

Corrigé de 1l’exercice 2

0O Q1 (a) On calcule d’abord la densité, qui vaut 0 pour z < 1 et

—(y+1 Y
fia(@) = ya Y =
pour z > 1.
Dot In f,4(z) = In+y — (v + 1)Inz. Une application directe du lemme de Neyman-
Pearson fait donc intervenir la statistique Zle In X;. (Remarquons que cette statis-
tique est suffisante pour fy.)

—
o
~

11 s’agit d’abord d’effectuer des intégrations par parties. On obtient :

+o0 1
E,, (InX;) = / Ing z 0D gy = —
1 Y0

et

Yo 73

Par le théoréme central limite (que I'on peut utiliser ici en raison de I'existence du
moment d’ordre 2), on en déduit que :

T 1)
— lnX,-——
\/ﬁ;( Yo

converge en distribution vers la loi normale A (0,1), de fonction de répartition (fr)

notée ®. Ainsi,
P 1ilnX—>c P i(lnX-—l> >n(c —i>
n p 1 a,n — 1 ’_)/0 a,n ’YO
= P %Xn:<lnX 1)>’y\/ﬁ<c 1)
- = [ 0 a,n
Vvn i1 o Yo

e (o)

= «

+oo 1 2 1
V() (InX,) =% / (lnx — —) 20t gy = —
1
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d’onl )
lim ’YO\/E (Ca,n - _) = Uq
n—o00 "yo
avec 1 — ®(uq) = a. Finalement, 'approximation (asymptotique) cherchée est :

1 U

.
% VR

~

Ca,n

() Ona:
P{lnX; <y} = P{X; < expy}
expy o
1 [ =2PY
exp (Ina)

= 1 — exp(—(y—1Ina))

Puisque a = 1, il s’agit d’une loi exponentielle de parametre A = .

Par conséquent, la va Y1 InX;, somme de n va iid de loi Exp(y, '), est une I

Gamma de moyenne n/v, et de variance n/7%. Avec une table des lois Gamma, o
pourrait donc déterminer la valeur critique ca,, exactement (et le test étudié peu
alors étre considéré comme “a distance finie”).

(d) La justification consiste & s’assurer que le test est & rapport de vraisemblance monoton
(RVM) en la statistique
n
T,=)Y X,
i=1

ce qui se prouve facilement. Le test UPP cherché a donc encore, d’apres le cours, 1
méme région de rejet :

1 n

— Zln X; > can

e

0Q2 (a) i.OnaF'(t)=(1—¢)""*pour0<t<l.
ii. Comme la densité vaut 0 pour pour z < 1 et

_ Y
fiy(@) =2 oD = ]

pour x > 1,0n a
Infi4()=lny—(y+1)lnz

Donc la log-vraisemblance est

ly=nlny—(y+1) <ZlnX,)
i1

L’équation de la vraisemblance s’écrit par conséquent

n n
7._(2;hh&)
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ce dont on tire "

Tn = T vy
" (i InX)
iii. Comme In f; ,(z) =Iny — (y+1)Inz, il vient
1
so(z) =— —Inz
o) Yo
pour z > 1. Les calculs précédents conduisent alors a

1
I(] = 5
"%
iv. D’apres le cours, la fonction ¢o(z) est égale a
—1 21
I so(z) =7 | — —Inz
Yo

pour z > 1.

v. D’apres le cours, c’est la loi normale de moyenne 0 et de variance 2.

(b) D’apres le cours, il faut d’abord calculer les fonctions go et hg, toutes deux définies sur

[0,1]. Or
ok, 1
golt) = > 4
o= "5 ()
et par ailleurs
81;;’7 () =lnz 2™

pour z > 1. Par suite,

mm=f%07wmufo

D’autre part, hg = sg o Fyy !, soit

ho(t):%(l-kln(l—t)).

/0" ho(t)dt=%<u+/ou ln(lft)dt>.

Par le changement de variables s = 1 — ¢ puis par un calcul direct de primitive, on
obtient [ ho(t)dt = go(u)
On peut alors appliquer le résultat du cours, et on trouve

Donc

rg (U1, ug) = up Aug — uqtie — (1 — 1) (1 —ug) In (1 — wy) In (1 — ug)

qui ne dépend plus de .
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(c)

Un calcul détaillé (a faire!) conduit & la méme formule. Cela s’explique par le résulta
de la question 1.3. Les valeurs critiques se déduisent donc des valeurs analogues pou
tester 'adéquation du modele exponentiel. Elles sont tabulées dans le livre de D’Agos
tino & Stephens, par exemple. On les utilise sur ’échantillon transformé défini par :

V; =1 — X;’Yn
dans le cas a = 1. Ou bien, ce qui revient au méme, on teste directement ’exponer

tialité sur I’échantillon des In X;.

Ou bien on utilise I'estimateur du maximum de vraisemblance, ou bien 'estimateu
de y basé sur les données groupées, ce qui conduit & une équation simple. On utilis
les résultats du cours pour les lois limites.

On procede comme pour I’exponentielle

F(x):lfexpf%

On estime le paramétre a par X1, ).
On montre, & partir des indications, que si p > 1, il existe un entier aléatoire ny(w
fini p.s., tel que
Inn)?
0 < Uu,n) <cte (u)
n
pour tout n > ng(w).

On en déduit que P'estimateur X(;,,) de a est superefficace. On applique donc Ie

mémes tables sur les .
X. —Tn
Vi=1 - :
' <X<1,n)>

pour X; # X1, p).

Exercice 3

On rappelle la définition de 'inverse généralisée d’une fonction de répartition F' :

F™(y) = inf{z € R, F(z) > u}

0 Q1 Soit X une variable aléatoire suivant la loi de Poisson de parameétre A > 0. Déterminer e
représenter graphiquement sa fonction de répartition F et I'inverse généralisée F}" de F
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0 Q2 (a) Pour toute f.d.r. F', vérifier I'équivalence :
u< F(z) <= F™(w) <z
(b) Soit U une v.a. uniforme sur [0,1]. On pose :
Y =F"(U)

Montrer que Y suit la méme loi que X.
(c) Expliquer par quel algorithme on construit ¥ & partir de U.

O Q3 Déterminer la f.d.r. G, delav.a. Z = F,\(Y).
Cette v.a. est-elle uniforme sur [0,1]? La f.d.r. G, dépend-elle de A?

0 Q4 Peut-on utiliser les tests de Kolmogorov-Smirnov ou de Cramer-von Mises pour tester
l'adéquation au modele de Poisson 7

Corrigé de 1l’exercice 3

(Voir correction manuscrite)
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