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ENSAE SE222 Corrigé des travaux dirigés n°8 Exercic

Corrigé de 1’exercice 1

0 Ql

0 Q2

Posons pt = 6, + A et p, = p®™.

Remarque : nous restreindrons les démonstrations au cas ot une seule observation X; est ¢
ponible, dans la mesure ou car la généralisation a n observations i.i.d. se réduit a un pass
au produit immédiat :

Remarque préliminaire
Pour A ensemble mesurable, on a

P(X; € A) = P(X; € AlX; = a)P(X; = a) + P(X; € AIX; # )P(X1 % a)
= aP(X; e A Xy =a)+ (1 — a)A@(I)dA(z)

ol ¢ désigne la densité de la loi normale centrée réduite.
Or P(X; € A|X; =a) vaut 1 si a € A et 0 sinon, de sorte que

PXieA) =algea+(1—0) /A o(z)d\(z)

Or p est une mesure dominante d’une variable X ssi :
VA mesurable, u(A) = 0:Px,(A) =0

En l'occurence pour tout A mesurable :

— pu(A) =0:0,(A) =0

— 04(A) = 0:a ¢ A, donc d’apres 1 A(A) = 0:Px, (A) =0
Donc (4, + A)®™ est une mesure dominante.

Onalyeq = fA da (),

donc en reportant dans 1’équation 1 il vient

P € A) = [ (00, @) + (1= )ple)ira)
d’ou on tire facilement
P € A) = [ (01@)+ (1= a)ple)(1 = 1,(2) du(o)
de sorte qu'en définitive
dPx, (1)

OS] =aly(zy) + (1 —a)(l —1,(z1))¢(x1)

d’otu le résultat par indépendance de (X, ..., X,).
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Corrigé de 1l’exercice 2

O Q1 Si un couple de variables aléatoires réelles (X,Y") vérifie P, alors au voisinage de tout X, la
probabilité est la méme pour Y d’étre au-dessus ou au-dessous de X, comme illustré sur la
figure suivante :

PY >X)=1
Y —_—
Y =X
X
PY <X)=1
A

Pour simplifier la présentation, supposons que vous gagnez +1 si vous avez deviné juste et —1
sinon ; ce probléme revient a savoir si vous pouvez vous garantir un gain espéré strictement
positif.
0 Q1 Soit o : R — {—1,+1} votre stratégie, et soient (x,y) une réalisation du tirage.
Si x vous est présenté :
Si & > y, votre gain est o(x); si < y, votre gain est —o(x). Votre gain espéré, sachant que
x vous est présenté, est donc nul.
— Si y vous est présenté, il en va de méme.
Le choix de ’enveloppe étant indépendant du tirage de X et de Y, votre gain espéré est toujours
nul, quelle que soit votre stratégie.
Comme 'hypothese P semble “raisonnable”, I'intuition suggere qu’a ce jeu vous ne pourrez
jamais obtenir un gain espéré strictement positif. Cette intuition est cependant erronée.

0 Q2 (a) On a dans tous les cas o(z) =o(y) = —l car z < set y < s.
Or si x <y, le gain espéré est
P(le nombre présenté est z) - 1 + P(le nombre présenté est y) - (—1) =0

puisque ces deux alternatives sont équiprobables et que le choix de I’enveloppe est indé-
pendant du tirage de X et de Y.
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Il en va de méme lorsque x > y, de sorte que le gain espéré, sachant que x < s et y <
est nul.

(b) Si le nombre présenté est x, on a o(x) = —1 car x < s; or x < y, donc la réponse est ju
et le gain est +1.
Si le nombre présenté est y, on a o(y) = +1 car y > s; or y > z, donc la réponse
encore juste et le gain est toujours +1.
Ainsi dans tous les cas le gain espéré, sachant que x < s < y, est +1. Il en va de mé
bien-str sachant que y < s < z.

(c) D’apres les résultats précédents le gain espéré en jouant o, est donc

g8)=P(X <s<Y)+PY <s< X)

Or ces deux probabilités ne peuvent étre simultanément nulles pour tout s : en effet

/ (/2 (Il$<5<y + ]1y<s<$) fX,Y('r7 y)dfdy) (
R R

/ (/ Ilz<s<yd5 + / ]ly<s<zds) fX,Y(x7 y)
R2 R R

[ ey =)+ 1yaly = ) v (o)

/IP(X<S<Y)+]P’(Y<5<X)(13
R

= /}R2 | =yl Logy fx v (v, y)dzdys

E (X -Y])

SiIP(X#Y) =0alors P(X =Y) =1 et le jeu devient trivial : la stratégie qui préte
que le nombre tiré est le plus grand est presque strement toujours gagnante ; en particu
lorsque s = 0 g(0) > 0.

EtsiP(X #Y) #0alors E(|X —Y]) > 0, et donc [ g(s)ds > 0.

Donc dans tous les cas

JseR /g(s)>0

En fait, si (X,Y) est distribué de telle sorte que toute partie de mesure non-nulle a 1
probabilité non-nulle, alors n’importe quel seuil s assure un gain espéré strictement positi

0 Q3 Si une telle distribution sur R? existait, alors d’apres la question (1) dans le jeu de Blacky
associé nul ne saurait gagner plus que zéro en moyenne, ce qui est pourtant possible d’apre:
question (2).

0 Q1 La formulation du paradoxe suggere que l'on se donne une distribution de probabi
a priori sur les deux sommes X et Y; cette distribution est nécessairement telle
P(X=2YouY =2X)=1.

Etant donné = € R et a supposer que X = z, I'hypothese H, s’exprime en termes mathé
tiques sous la forme

: 1
IP(Y:2x|X:x):IP(Y:§\X:x>:§
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O Q2 L’hypothese H, analogue a la précédente en Y = y € R s’écrit
1

MX:%H@WFJ%X:%Yzﬂzi

Dans I’énoncé du paradoxe, 'hypothese selon laquelle “chacune a autant de chances que l'autre
de contenir la plus grosse somme” se traduit alors en H, quelle que soit la somme z de la
premiere enveloppe, et H, quelle que soit la somme y de la deuxieme enveloppe.
En d’autres termes

VieR, P(Y=22|X=2)=P(Y=%|X=2)=1

VyER P(X=2y|Y =y)=P(X=§|V =y) =]
Or pour tout z € R I'événement Y = 2z est égal a I'événement Y > z, et P'événement ¥ = 3
aY < x. Par suite

Ve eR, P(Y >z|X=3)=PY <z|X==z)=3

VYER P(X>y|Y =y) =P(X<y|Y=y)=3
Par conséquent pour toute partie mesurable A de R telle que P(X € A) #0 et P(Y € A) #0

il vient

PY>XIXeAd=PY<XXeAd)=1

PX>Y|[YeA)=PX<Y[YeAd)=1
de sorte que (X,Y") vérifie la propriété P.

0 Q3 Ainsi, a supposer que 'on se donne une distribution a priori sur les sommes d’argent de chacune
des deux enveloppes, il n’est pas possible de traduire I’hypothese “chacune a autant de chances
que l'autre de contenir la plus grosse somme” comme il est suggéré, car la distribution vérifierait
alors la propriété P ce qui n’est pas possible.

La démarche proposée, bien qu’intuitive, n’est donc pas raisonnable : en particulier il est faux
qu’apres un nombre quelconque de changements d’enveloppe on ait “a nouveau intérét a changer

d’enveloppe”.

Corrigé de 1l’exercice 3

0 Q1 11 suffit de poser ¢ = —z; dans la définition de 1’équivariance.
0 Q2 Le risque associé vérifie :
R,(T,0) = Eyw(T —0)]

/ w(T(zy,...,2,) —0) H flz; — 0)dz;
()" =1

n

B /(]Rk)n w(T(Il - 6’ s dn T 9)) H f(xz - g)dlz

= w(T (uy, ..., u, w;)du;
L, NIL7w)
= R,(T,0)
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en effectuant un changement de variable u; = z; — 0.
0 Q3 (a) Soit c € R¥; on a

Y(w+c) = /w(ac—&-c—u)Hf(Xi—u)du

en effectuant le changement de variable v = u — c.
En particulier ¢(z + X7) = [w(z — v) f(—v) [Ty f (X; — X1) —v) dv
Donc ¢(z + X;) ne dépend que de x et des variables aléatoires Xy — X7,..., X, — 3
soit donc T tel que argmin,cpr ¢¥(x + X1) = T1(Xo — X4, ..., X, — X4).
Or Vé,Ve € R¥,  arginf (z — ¢(x + ¢)) = (arginf (z — ¢(z))) — c.
Donc en définitive
Ti(Xo— X1,..., X, — Xp) = (arginf¢) — X, =T - X3

Autrement dit 7™ est équivariant d’apres la question précédente.

Bylp(X1, .., Xo)|Xo = X1 = w2, ..., Xpy — X1 = 4]

= /50(-75171'1+y2,---7zl+yn)dP(X1:ml‘X2_X1:y27"-7Xn_X1:yn)
flar =0T, flaer+vi — 0)

- / P e ) T O, i+ i — O)di]

Effectuons le changement de variables u = 6 — 21 + ¢ (¢ constante quelconque) dans

deux intégrales :

Ty

EQ[LP(Xl)"WXn)'X? _Xl :Z/2,~~~7Xn _Xl :y"]
_ [, _ _ fle=u) [Ty fletyi—u)
— /¢(c+9 u,c+ys + 6 u"“)[ff(cfu)]_[?:;f(c+y¢fu)du] u

La relation suivante est alors vraie pour tout ¢ € R¥ :

Ee[(p(Xh""Xﬂ)'XQ_X1$"'7X1L_X1]
- /. _ _ _ fle=w) [T, fle+ Xi = X1 =)
— /“P(C‘f’e uc+Xo— X1 +60—u,...) Uf(cf m H?:;f(c+X¢ X u)du}

elle est donc vraie aussi pour ¢ = X :
Ea[ip(Xl, s 7Xn)|X2 - X1, X0 — Xl]

B H?:l f(Xi—u)
B R R R ) oo osrs oyzs v
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(¢) Soit T un estimateur équivariant quelconque. On va montrer que 7* domine 7. Pour cela,
il suffit de prouver que R, (T,0) > R, (T*,0), selon le résultat de la question (2).

Ry(T,0) = Eolw(T)]

= ]E()[E()[IU(T”XZ - le e 7X,,L - XIH

= ) —Uu H;;lf(Xl —u) du
- | [ I, 7% — wydu” ]

Or par définition de 7%, pour tous z € R" et t € R

n n

/Rw(T*(I) —u) Hf(r, —u)du < /w(t —u) Hf(x, —u)du

i=1 R i=1

donc

R,(T,0) > E, |:/R w(T*(X) — U)f 11:[[%11 ];E))?l:z))dudu}
= R,(T",0)

Donc T™* domine T'.
O Q4 Siw(z—y)=|z—y|* ¢ vaut :

v(e) = [ o= ulP [T 7% =y
i=1

et le gradient ¢/(x) vaut : ¢'(z) = [, 2(x —u) TTi; f(Xi — u)du. T* est défini par 'équation
' (T*) =0, qui se réduit ici a :

Jor v Ty f(Xi — u)du

T = -
ka Hi:l J(Xi —w)du
0 Q5 Lorsque X; ~ N (0,1), on a
1 n
==X,
n ; )
Si X; ~ U(0,1), il vient
T _ min(X;) + max(X;)
B 2
*
Fa—

Corrigé de 1l’exercice 4
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O Q1 Les observations étant les effectifs Ny de chaque classe k € [1, K], la vraisemblance s’écrit

n! K n,
Ly, . ne(na, oo ngspr, .. pi) = P B 'Hpk’“ en notant n =mny + --- + ng
gl
k=1

La maximisation sans hypothese conduit aux conditions nécessaires du premier ordre, en n’on
tant la contrainte p; +--- +pg =1

K
maxy,  .pg (Zk:1 Nk lnpk)
se.{pi+-+pr =1
Le lagrangien associé s’écrit
K K

L(p1,. . pr,A) = anlnpk +A(1 - Zpk)

k=1 k=1

et il vient n
Vke[l,K], = -A=0
Pr

Or en sommant de 1 a K il vient

de sorte que finalement

Vke [l K —1], pp = %

(et on vérifie que cette condition est également suffisante).
La maximisation sous I’hypothése H, correspond au programme de maximisation s
contrainte )
MaXy, . pe (Zle ng lnpk)
s.C. { ler'HjL?K:l
p1+p2=3

Le lagrangien associé s’écrit

K K
1
ﬁ(th,PK,)\A,M):;”khlpk-i')\(l—;Pk)+ﬂ(§—]71—Pz)
et il vient or

oL _my

%}71_;01 A H

by = A

O __ )\ vhe[3 K

o = N VEER K]

‘7—5:1—25:11);9
37:%—171—172

d’ou finalement
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0
PL= St

0 _
pj - Z(nlninz)
0 — ng
P = sty V€3 K]

2]

0 Q2

0 Q3

Pour déterminer la statistique de Wald, appliquons le Théoréme Central Limite a : ;

pour ce faire, calculons tout d’abord sa variance.
On a en effet pour k € [1, K], pr, =2 = 23" 1 x,ec, ot Ck désigne la k-ieme classe; or
2
V(lxec,) =pr-1— (o) = pr(l — pr)

et
Cov (Lx,ec,. Ix,ec,) = E (Lx.ec, - Ix,ec;) — E(Lxec,)E (Lx,ec,) = —pipilie;

de sorte que

i pi(l—=p1)  —plpa -+ —P1PK
. c —D2P1 pa(l—p2) --- —D2PK
Vil N0 ; : - :
pr = PK —PKD1 —pgp2 - pr(l—pK)

K
Posons finalement g : ( . R - R
1,

Ik o 14T ) ; alors d’apres le théoreme de Slutsky, si

Hy est vraie on a

1 ’ J41 ag
w5+ h— = v I —
\/_(pl P 2) n—-+00 0p17~'~~, K) ~ (3p17-'~7p1<)

= N (0, (p1 +p2)(1 —p1 — p2))

d’ou en centrant et en réduisant, puis en élevant au carré

2
fw (p1+pz ) L 2
n (P1+;l72)(1 PL=P2) postoo X1

. ’b p.S. —~ p.s.
(a) On sait que p) ——— p3 et que p3 ——— p;.
n—-+oo n—-+oo

Soit donc pour A € R p3(A) = Apd + (1 — \)ps ﬁ P3.

ENSAE SE222

Corrigé des travaux dirigés n°8 Exercic

Alors

=

Vo3V = Vo (342 (- 73))
R —5) + XV, (R - 7)

\Y
= Vs (A) + 2ACouvq, (
>V

2 Ve (1)

car pJ est asymptotiquement efficace, car sa variance est égale & la borne FDCR I(p3)
Par conséquent le polynéme du second degré P(X) = V, (p2 - ﬁg)X2+2C0va5 (pg, 3 —
est de signe constant. En particulier,

Covgs <pg7pg - 13\3) =0

et donc

ce qui s’écrit encore

V41
a lol asymptotique de ( ps — p3 ) se déduit de celle de : eterminée précedemine
b) Laloi i de ( p3 9 déduit de celle d dé iné écéd
DK
RE — R —~
ff z ; ainsi g (p3) = pJ. Alors
Soit en effet g ( (@1, k) R ) ; ainsi g (p3) = pY. Alors
@(pl pr) = _ b
Oy 2(1-m —P2)2
= 2p;
ﬁ(m pr) = _ b
Oxy ™ 7 2(1—py —pa)?
= 2p;
9g
— =1
O (p1, ,PK)
dg
—(p1y. .-, = 0, Vke[3,K
S (prs-px) [3.KT
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Donc d’apres le théoreme de Slutsky de sorte que
!
2ps3 2p3 ]?32 (172@72@)2
2ps p(l—p1)  —pip2 0 PPk 2p3 A G o VA
~ 1 —papr pa(l—pa) - —DaPK 1 " D3
c
\/E(Pg*ps) —— N|0,| . . . . 0 ——
n—+oo : : - : _ 1251 — 255
. = N\ 3525 —2p
: —PKD1 —prp2 -+ pr(l—pK) : p
0 0 —_— X%
/ n—+o0
2ps3 2pap1(1 — p1) — 2p1paps — p1ps ) )
2ps —2p1paps + 2p3p2(1 — pa) — paps (d) Si Hy est fausse, alors p; + ps # 5 et donc
1 —2ps®p1 — 2ps®py + ps(1 — ps) .
= N 0 x 0 lg” _ 1- 25 — 2%\
: n" 2 — 2Dy — 2P
0 0 s, (Ih +p2— %)
41132171(1: —p1) — 4pipaps® — 2]31173? "R 0 L=pi=p
= N|{0,Q —4pipaps® + 4ps*pa(1 — p2) — 2pops? -

—2ps®p1 — 2ps®p2 + p3(1 — ps3)

[4p1(1 — p1) — 4pip2 — 2p1 — 4dp1pat de sorte que

= N{o 4pa(1 — p2) — 2p2 — 2p1 — 2ps] ps? u (+00)
_p32 + P3 n n—too

_ _ PN20 2 2

— N (07 { 4(p1 + p2)”ps” — ps +P3) . Ainsi, si Hy est fausse alors P <§f < qﬁa> —+> P ((+oo) < Qi(ia) =0:
n—-+0oo

= | N (0,p3(1 — 2p3)) ‘ sous Hy : “p1 +p2 = 3 K le test d’Hausman est donc convergent.

(e) On a enfin

Ainsi | V,, (p0) = 3(1—2ps) |-
o ¢ ol

2—2p1—2p>

5 _ 5 &y (i+m-1)°
Vas (ps - p8> = Vas (73) — Vas <p8> (L e
= p3(1—ps) —ps(1 —2p3) - _hth
= . 1—p1—p2
—— (1)
N ~ 2 p.s. N /E) . n——+0o
Posons donc V (pg — pg> = p3 —+> s (pg - p3>. On a par ailleurs
n—-1+00
- ];) _ 3 Ainsi, les deux statistiques de test £ et £V sont asymptotiquement équivalentes.
B n  2(n—n; —n2)
n3 1 *
B Gl T * oK
n n
(- a5
= D - ===
U2 : :
_1—2p1 — 2/ Corrigé de 1l’exercice 5
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0 Q1 (a) Comme [0,N—1] C N fys, n'est pas injective, soient ¢ < j les deux premiers entiers
tels que fys(i) = fss(j), et posons T = j —i > 1. Alors f, (i +T) = f4(i), donc
fos(i +14+T) = fs.(i+ 1) et par récurrence Vk > 4, fy s(k+T) = f4,(k) et donc fy s et
périodique au-dela de 7.

Remarquons que la suite (fgs(k)),cy est déterministe et pas aléatoire; 1l s’agit de dé-
terminer si elle peut étre la suite des réalisations d’une variable aléatoire uniformément
distribuée sur [0, N — 1].
Définissons g(k) = limy—+o0 %|{i € N/y(i) = k}| la fréquence empirique de k € [0, N — 1] ;
alors fy s “génere” une variable distribuée selon la loi £ sur [0, N — 1] si la fréquence em-
pirique de tout k est égale a sa probabilité selon L.
En particulier, f4, est uniformément distribuée ssi Vk € [0, N — 1] f4.(k) = 5

(b) Ona T < N : en effet pour tout @ € N, t — f, ;(a+1t) ne peut pas étre injective de [0, N]
vers [0, N — 1], donc il existe ¢ < j € [0, N] tel que fs5(a+ j) = fss(a+1i), et par suite
Tys < N.
Or si Ty, < N, alors fy([i, +00]) = {fs.s(1), fos(i +1),..., fos(t + T — 1)}, donc
[ fo.5([i,+00[)| < Tys < N, et donc fys([i,+00[) € [0, N —1]. Ainsi 'un au moins des
entiers de [0, N — 1] n’est plus jamais atteint au-dela de i, et sa fréquence empirique est
donc nulle : f4, ne “génere” pas une loi uniforme sur [0, N — 1].
Remarquons réciproquement que si fy s est périodique de période exactement N, alors elle
est uniforme.
Ainsi, un “bon générateur” de nombres pseudo-aléatoires sur [0, N — 1] est périodique de
période N.

(c) Par définition de la division euclidienne, fy, . s est a valeur dans [0,p — 1] donc pour
qu’elle soit un bon générateur sur [0, N — 1] il est nécessaire que p = N.
Par ailleurs dans Z/pZ la suite (a™), oy est périodique et sa période divise p. Donc si ¢ = 0
et si p est premier, fy, .. s est de période 1 ou p, donc p (car a > 2), et est donc un bon
générateur uniforme sur [0, N — 1] (en fait il suffit que p soit premier avec a, et il n’est
pas nécessaire que ¢ = 0).
Ces générateurs ont été introduits par Lehmer et sont encore souvent utilisés'. On sait
notamment que 23! — 1 = 2147483647 est premier (vérifié par Euler en 1750), ainsi que
261 — 1 (Pervouchine 1883) et 2127 — 1 (Lucas, 1876). 2

O Q2 (a) I s’agit d’une sorte de critere ergodique : la suite = est suffisamment “équi-répartie” et
“équilibrée” pour que sommer aux points chargés par x ou sommer en tout point de [0, 1]
soit équivalent.

(b) Supposons que r est rationnel.

lef Knuth, D.E., 1981; The Art of Computer Programming, Volume 2 Seminumerical Algorithms, Addison-Wesley,
Reading Mass., 688 pages, ISBN 0-201-03822-6

2Parmi les nombres sous la forme 2" — 1 seuls ceux ou n € {2,3,5,7,13,17,19, 31,61,89, 107, 127} sont premiers, et
non pas seulement pour n € {2,3,5,7,13,17,19, 31,67,127,257} comme prétendu incorrectement par Marin Mersenne
dans la préface de Cogitata Physica-Mathematica (1644). Parmi les 22"~! — 1 courants en informatique, ceux pour
n € {2,3,5,7} sont premiers.
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— Supposons tout d’abord que f, = z — €** p € Z. Par définition rk = frac(rk

E(rk) et donc

1 n .
Silhy) = — &
k=1

1
— Ze(pri) rk car 6(2p7ri)E(rk) -1
n
k=1

1 - mi)r\
— EZ(e(ZP ) )
k=1

Comme 7 est irrationnel, si p # 0, alors e®™" £ 1 et donc

et donc

soit,

16(2p7ri)r _ (e(2p7ri)r)"+1

Sn (fp) = n 1— 6(2p7ri)T
le(Zpﬂ'i)r"TH sin (wnr)
n sin (1)
EAEE 0
_
AP Jsin (r7)| neo
Sp(fp) —— [ ™du

n—00 0,1]

Lorsque p = 0, on a bien-str S* (fy) =1 = f]‘m] fo-

— Le résultat reste donc vrai par linéarité de

trique.

intégrale pour tout polynome trigonor

— Soit enfin f continue sur [0, 1]; d’apres le théoréme de Dirichlet f est limite unifor
d’une suite (P),cy de polynémes trigonométriques. Donc

Su(f)

S )
k=1

1 n
w2 fm Ae)
k=1
n
klg{.lo Sy (Pr)  car la somme Z est finie
k=1

lim P, d’apres le résultat précédent
k—o0 [0,1]

/ lim P, cqr la convergence de (F),.y est uniforme
o

1] k—o0

f

[0.1]

Version du 20050421-15h38, révisée le 21 avril 2005



ENSAE SE222 Corrigé des travaux dirigés n°8 Exercice 5

ce qui acheéve la preuve.

Dans le cas en revanche ot 7 = % est rationnel, alors (rk),cy = {0,4,..., 5} : la suite
x ne prend que b valeurs distinctes et le résultat est faux, par exemple lorsque f est la

fonction affine par morceaux telle que

car alors S2(f) =1< 3 = f[o‘l] I
O Q3 (a) Le graphe de F. est le suivant :

On a donc

—o0 si0=t
1 si0<t<gi
2 sit<t<
3 sip<t<l1

Fgi(t) =

Par conséquent lorsque U ~» Up 1y, X = F 1(U) ne charge positivement que {1,2,3} et

on a
PX=1) = PO<U<3) = 1
PX=2) = PO<U<f) = |
P(X=3) = P(5<U<1) = 5

de sorte que X ~ L.
(b) On a pour tout ¢ € [0,1]

P(X<t) = P(F'(U)<t)
P (U < Fe(t)) car Fr est croissante
F[;(t) car U ~ U[()?]]

Par conséquent X ~ L.
Remarquons que F étant strictement croissante, ¢’est sa continuité qui nous assure qu’elle
est bijective.
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(© )
Feoy(u) = / e dp = (1- e_>‘")
Jo
Soit donc U ~ Uppy); alors —In (1 —U) ~ E(N); or par ailleurs (1 —U) ~ Upyy
donc —5 In(U) ~ E(N).
On génere donc u, réalisation de U ~ U yj et on renvoit x, = —% In (uy,).
(d) Soit G : R? — R™ absolument continue; alors

E (G(R*,0))

1 2242
G(2*+ yz,arctamg LI dyxy
- 2
R2 T/ \/2mo2

1 o?
= G (p%,0 —¢" 22 pdpdf
/R+ x[0,27] ( ) 2no?

par le changement de variables en coordonnées polaires ®. En particulier si G est un proc
G(a,b) = G1(a)G2(b) alors

1 _ 1
E (G\(R?)Ga(0)) = ?/R Gt) | (5= [ G
ne dépend que de p o 7Tquc de 6

Par conséquent, les variables R? et § sont indépendantes.

En outre on a pour toute G; absolument continue
1 _
—Gh(p*)e” 22 pdp

ey - [
1 1
= — T3z
/]R+ 2(TzGl(u)e du

et donc R? ~ &(5%7).

202

3Soit f : R? — E mesurable absolument continue, et soit & calculer fAsz f(z,y)dzdy.

Posons
R*xR — R* xR

22 +y?
¢: ( * ) — arctan (£)  siz >0
Y arctan (L) +7 siz <0

¢ est différentiable et de jacobienne

2z 2y
Jocl@em =\~ 1+(11) %H(lg)

donc de jacobien

P S S N _
[Jac(d) | = 2zz 1+ (%)2 2y ( 2714 (%)2> =2

1
_ 12 1
[ sy = [ (72002 (o)

de sorte que
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Par ailleurs pour toute G2 absolument continue

1
BG0) = [ Galb)yas
[0,27] u
et donc 6 ~ Ujp 2

Pour générer une réalisation d’une variable qui suivrait la loi A'(m, o2), on génére donc I

2m
uniformément sur [0, 1] et 72 selon la loi £(25) et on renvoit le nombre

1
o

Tp =m+ \/Ecos (27r (%))

y
. af
Fyas)(y) = / fw(ap)(@)de =1 — e
0

et donc on génere u,, réalisation de U ~ Ujp 1) et on renvoit

1

T, = (—1In(u,))?

(f) La densité fp(y) s’écrit sur R comme une somme infinie de masses de Diracq fp()(s) =

k . . N s . ’ N
S ’,\C—,e"\dk(s) donc un algorithme consiste & générer u uniformément sur [0, 1] et & le
] no Ak A
k=0 %€ "
Le calcul des (Sy),,cy Peut néanmoins étre dissuasif en pratique; il est possible en fait de
s’en passer.

Soient, en effet (), ~ E(p); alors Vn € N Yy + -+ 4+ Y, ~ I'(n,pu) (voir TD 1,

exercice 2 ), et donc

placer dans 'un des intervalles [S,, Sp41[ o0 S, = >

= 1

+00

Définissons alors v(Y) = min{n /Y7 +---+Y, > 1} — 1; alors

Pw(Y)=n) = PVit-4Yy>1)—PYi+--+Y,>1)

oo yn oo yn—1
= —e tdt — ———eldt
1 onl 1 (n=1)
m

m

1 1

m

urnl ¢

1
i
Ainsi, engendrer une loi de Poisson de parametre A revient a engendrer une succession de

lois exponentielles d’espérance % Oré& (%) =W (%, 1) donc d’apres la question précédente

et donc v(Y) ~ P ( )
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si U ~ Uy, alors —%an ~ & (%) Par conséquent posons U; = 1 — e—ilﬁ; U;

uniforme, et en outre

1 n
Vi +Y,>1 < _X;IHU'“>1
s Uy U, >e
& X, >e?

A

on X, =U;---U,

Définissons donc finalement N(X) = min{n/X, < e} — 1; alors N(X) = v(X), d
N(X)~ P(N).

Pour générer une loi P(A), il suffit donc de générer une suite uy, . .., uy, ... uniformes
[0,1], et de renvoyer le premier entier n — 1 tel que u; - - - u, > e™.

Un tel algorithme s’écrit :

1ne0et ze1

2 Tant que z > e

3 Générer u, uniformément sur [0,1]
4 T—T XU, et ne—n-+1

5 Renvoyer n

4Pour un exposé plus complet, voir D. Knuth, The Art of Computer Programming, vol. 2, p 132.
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