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ENSAE SE222 Réponses question par question des travaux dirigés n°1 a 8 Séance 1

1 Travaux Dirigés n°1

Exercice corrigé 1

0 Q1

0 Q2

On dispose d’observations Y; relatives au comportement de remboursement ou de non-
remboursement d’emprunteurs :

v 1 si 'emprunteur ¢« rembourse son crédit
! 0 si Pemprunteur ¢ est défaillant

Afin de modéliser ce phénomene, on suppose l'existence d’une variable aléatoire Y;* normale,

d’espérance m et de variance o2, qu'on appellera “capacité de remboursement de I'individu 77,

telle que :
1 siy;y >0
Y;_{ 0 siY*<0

On note ® la fonction de répartition de la loi N(0, 1).
Exprimer la loi de Y; en fonction de ®.

Par définition Y;* ~ N (m,c?),

donc % ~ N(0,1)

et par suite

puisque la distribution de la loi normale est symétrique. Ainsi
Vi~ B (1,0 (1))
o

Les parametres m et o2 sont-ils identifiables ?

Le couple (m, c?) n’est clairement pas identifiable, car

B(1e (™)) =5 (l,cp (z_m))

En revanche, le rapport 2 I'est (en vertu du théoreme de factorisation).
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ENSAE SE222 Réponses question par question des travaux dirigés n°1 a 8 Séance 1

Exercice corrigé 2

Un systeme S fonctionne en utilisant deux machines de types différents. Les durées de vie X;
et X, des deux machines suivent des lois exponentielles de parametres \; et Ag. Les variables
aléatoires X; et X, sont supposées indépendantes.

0 Q1 Montrer que

X~ EN &VreR, P(X > x) =exp(—Az)

~ Si X ~ E(N), alors Vo > 0, P(X > ) = [ Nexp(—At)dt = e
— La réciproque s’obtient par dérivation de 1'égalité précédente :
Vz € R, f(z) existe et vaut e g+ (x),

donc toute variable aléatoire réelle vérifiant 'inégalité précédente admet une densité qui est
celle de E(N).

Calculer la probabilité pour que le systeme ne tombe pas en panne avant la date ¢.

0 Q2 En déduire la loi de la durée de vie Z du systeme.

Calculer la probabilité pour que la panne du systeme soit due a une défaillance de la machine
1.

— On a successivement

P(Z >t) = P(X;>tAXy>t) par définition de Z
X1 >t)P(X, >1t) par indépendance
P(
e —(A1+A2)t

Donc Z suit une loi E(A; + Az).
— Par définition

P(Xy, > X)) = / / Lipsuy-Are M Ae ™ dudu

+o00
— / 6—)\275)\16—)\175(1{:
0

A
A1+ Ao

U Q3 On dispose de n systemes Sy, ..., .5, identiques dont on observe les durées de vie 21, ...Z,.

(a) Ecrire le modele statistique correspondant et la vraisemblance des observations.
A-t-on suffisamment d’information pour estimer A\; et Ay ?

Il s’agit de n observations i.i.d de loi £(A; + Ag).
Modele : {RT™ E(A; + A2)®", (A1, \g) € RT?Y
Vraisemblance : L, = (A; + \g)"e”MiHr2) X%

Bien entendu seule la somme (A; + \2) est identifiable.

Version du 20050421-15h38, révisée le 21 avril 2005 2



ENSAE SE222 Réponses question par question des travaux dirigés n°1 a 8 Séance 1

Si on observe a la fois les durées de vie des systemes et la cause de la défaillance (machine
(b) |1 ou 2), écrire le modele statistique correspondant et la vraisemblance des observations.
A-t-on alors suffisamment d’information pour estimer A\ et Ay ?

Cette fois, on dispose de la variable supplémentaire S; = 1x,>x,). Alors

= //]1(u>v>t Ae MU\ e ™2V dudu
- / ( / e Mdu) Aoe 2V dy
t v

+oo
= / (e_’\w) Aoe ™2y
t

A1
— —(\ Ao )t
/\1+)\26XP( (AL + A2)t)

De méme, P(Z > t|S; =0) = % +/\2 exp(—(A + Ao2)t)
Les densités correspondantes s’en déduisent (au signe pres) par dérivation selon ¢ :

H{)\ e~ (Ma+A2) zl}H{)\Qe (A1+A2) zz}

s;i=1

_ >\7111 )\326_ (A14A2) Zi:l Zi

oun;=Hi/s; =1} etng=Hi/s2 =1} =n—ny.
Le couple (A1, A2) est donc identifiable, et on peut donc envisager d’estimer a la fois Ay et
Aa.

0 Q4 Dans cette question, on considere un seul systeme S utilisant une machine de type 1 et une
machine de type 2, mais on suppose que l'on dispose d'un stock de n; machines de type 1, de
durées de vie X7, ..., X1, et d’un stock de n, machines de type 2, de durées de vie X3, ..., X3?.
Quand une machine tombe en panne, on la remplace par une machine du méme type, tant que
le stock de machines de ce type n’est pas épuisé. Quand cela arrive, on dit que le systeme S
lui-méme est en panne. On note toujours Z la durée de vie du systeme.

Le cas n; = ny = 0 correspond donc a la premiere question (pas de stock).

(a) Donner la loi de la somme de n variables indépendantes qui suivent une loi exponentielle de
méme parametre \.

La loi I'(k, A) admet pour densité f(z) = (kikl)!xk_le_)‘m]lbo.
En particulier, toute loi £(A) est une loi T'(1, A).
On a en outre : la somme de deux variables indépendantes de lois T'(k,\) et T'(I, ) suit

une loit T'(k + 1, \) .

Version du 20050421-15h38, révisée le 21 avril 2005 3
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Cette propriété se prouve par récurrence sur k : '
soit U ~ I'(k,A\) et V ~ T'(1,\); alors W = U 4+ V a pour densité :

)\k
fw(w) = / — ke Ne N dudu
u+v=w (k - 1)'
+oo 2k
_ / (k 1)' uk—le—)\uAe—A(w—u)du
0 — .

)\k—H —Aw e k—1 )\]H—l —Aw

de sorte que W~ I'(k + 1, \).
Ainsi la somme de n > 1 variables indépendantes qui suivent une loi exponentielle de
méme parametre A suit une loi I'(n, A).

(b) Ecrire Z en fonction des X; et en déduire P(Z > t) en fonction de certaines lois gamma,
dont on précisera les parametres.

On a Z = min (Z:L:lo X, Z?io Xg) ott (32720 Xi) ~ T(na+1, A1) et (3272, X3) ~ D(na+

1, \a).
Donc
ni ‘ no .
P(Z>t) = P ((ZX{ > t) et (Z)@ > t))
=0 i=0
ni n2
P (Z Xi> t) x P (Z Xi> t) par indépendance
i=0 1=0

+o00 )\1 +o00 )\2 \
- / oM (\2) M dx | x / —= e (\gx)"* d
t ny! t na!

On note alors N le nombre de machines (des deux types) sorties du stocks quand le
systeme tombe en panne, et Z; la durée écoulée avant la premiere panne d'une machine.
On note Z; la durée écoulée entre la i-eme panne et la (i + 1)-eme panne. La durée de vie
totale du systeme est donc :

La (N + 1)-eme panne est donc la panne fatale au systeme.

IElle se montre aussi & I’aide des fonctions caractéristiques.

Version du 20050421-15h38, révisée le 21 avril 2005 4
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Montrer que les variables Z; sont i.i.d. et donner leur loi.
On pourra utiliser (apres I'avoir démontré) le résultat suivant :
Si X est une variable aléatoire de loi exponentielle de parametre A, alors

PX>s+tX>s)=P(X>t)=e

(on dit que X est “sans mémoire”).

Si X ~ &(N), alors :

P(X > s+1t)
P(X >t)

exp(—A(s + )
exp(—At)

; P(X > s)

P(X >s+tX >t) =

Cette propriété caractérise la loi exponentielle.

En l'occurence, Zy = min(X?, X2) ~ E(A\; + A)

Supposons que la premiere panne ait lieu au temps ¢ (donc Zy = t) ; supposons (sans perte
de généralité) qu’elle touche une machine de type 1. On a alors :

olt X désigne le temps de fonctionnement d’une nouvelle machine de type 1 (et suit donc
une £(A\1)), et X9 désigne le temps jusqu’a la premiere panne de 1"’ancienne” machine de
type 2.

Or (XX > t) suit une loi £(A\2) (la loi exponentielle est “sans mémoire”), et on a a
nouveau

(Zl|ZO :t/\S() == 1) ~ g(/\l +)\2)

Un raisonnement similaire dans le cas d’une panne de type 2 montre que la loi de Z; est
indépendante de Z, et .Sy :

‘Préciser I’ensemble des valeurs possibles pour la variable N et en donner la loi.

Remarque : Attention a la convention de l'exercice : il y a (n1 + 1) machines de type 1 : n;
sont en stock, et une est déja présente dans le systeme. Il y a donc panne générale quand
le stock est épuisé pour un type de machine, et qu’en plus la derniére machine du
méme type tombe en panne.

On a min(ny,ny) < N < ny + ny — 1. En outre N ne peut prendre la valeur k €
[min(ny, ng,ny + ng — 1] que dans deux cas :

Version du 20050421-15h38, révisée le 21 avril 2005 5
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— les ny machines de types 1 sont sorties du stock, (k—n;) machines de type 2 sont sorties
du stock, et la derniere machine de type 1 tombe en panne (rappelons qu’il y a (n; + 1)
machines de type 1).

— cas symétrique en échangeant type 1 et type 2.

Notons p; = ﬁ etps = —22—. Une nouvelle panne a une probabilité p; de concerner

) A1+
une machine de type 1, ps de type 2.

On a alors
Vk > ni,ng, PN =k) = piClpiips™™ + paCy2phpl ™"

k—nq

Ainsi, si par exemple ny < k < ng, on a P(N = k) = p1C}" p" ps

On admet que N et les Z; sont indépendantes. Calculer E (Z|N) en fonction de N, A; et Aq.
Donner I'expression de E (Z) en fonction de E (), A; et As.

On a

E(ZIN=n) = E (iz)

= (n+1)E(Z)

. on+1
oMt A
OrE(Z) =E(E(Z|N)), donc finalement
E(N)+1
E(Z)=
(2) A1+ Ay

Exercice corrigé 3

Ecrire la vraisemblance et déterminer une statistique exhaustive pour un échantillon de n
observations i.i.d. de lois :

loi de Poisson de parametre A :

0 Q1 k

A
P(X = =
( _k>_e k‘7

Rappel : la statistique T" est dite exhaustive ssi la loi conditionnelle Py (X € -|T' (X)) est indé-
pendante de 6.

k € IN*

Théoréme de factorisation : T est exhaustive ssi

Yo,k (R —R) [ Vo € R, py(z) = go (T (2)) h(z)

ol gy dépend de 6 mais pas h.

Version du 20050421-15h38, révisée le 21 avril 2005 6
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0 Q2

0 Q3

0 Q4

On retrouve les statistiques exhaustives en écrivant la vraisemblance du modele et en appliquant
le théoreme de factorisation.

Dans le cas présent le parametre du modele est # € © = R. On a pour € R"

D’oti une statistique exhaustive : S(z1,...,2,) = Y 1, @;.

1=

loi de Pareto de parametres a et 6 avec @ > 1, # > 0 de densité :

fla)="2 g ! (g)a 1 fp;+00((2)

Le parameétre du modele étant («, ) € © = R?, on a

a—1\" gre
L = 1 inx;
n(?) ( 0 ) exp(a > log(z;)) 9-+oc] (100.7;)

D’ou une statistique exhaustive :

S(x1y ey ) = <Z log(z;), min xz)
i=1

loi de Weibull de parametre a et 6 avec a > 0,60 > 0 de densité :

f(x) = afz® e " 1 of(2)

Cette fois le parametre du modele est (o, 6) € © = R™. On a

n a—1 n
L.(z) =a"0" (H ml) exp <—Q Z mf‘) Tg+(min ;)
i=1 i=1

Dans ce cas, on ne peut exhiber de statistique exhaustive autre que T(Xy,...,X,) =
(X1,...,X,). En revanche, si on estimait uniquement 6 (« constante connue), alors T'(z) =
Yo, o serait une statistique exhaustive.

loi uniforme sur [0, 6] avec # > 0 inconnu.

Version du 20050421-15h38, révisée le 21 avril 2005 7
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La densité? de la loi Ujg g est

1
fu[oﬁe] (z) = 51m201m§9
et on a donc
1
Ln (xla cee 7$n) = e_n]lxl,...,anO]lxl,...,:cnge
1

- e_n]lmin:piZO]]-maxmiSQ

et une statistique exhaustive est donc 7'(x) = max;cp n]

Exercice corrigé 4

On veut compter le nombre 6 de poissons dans un lac fermé. Pour cela, on tire un poisson au
hasard, on le marque et on le remet dans le lac. On tire un second poisson. S’il est déja marqué,
on en prend note et on le remet dans le lac. Sinon, on le marque a son tour et on le remet dans
le lac. Et ainsi de suite.

On tire n poissons selon la procédure ci-dessus. Au n-ieme tirage, I’observation consiste en une
variable aléatoire Y,, qui vaut 1 si le poisson est déja marqué, 0 sinon. Par définition, on a
YY) = 0. Le but de I'exercice est de montrer que :

Rn:zn;}/z

est une statistique exhaustive pour 6.

Montrer que :

P (Yn = yn|Yn71 =Yn—-1,--- 7}/1 = yl)
U Ql x P (Yn—l - yn—1|Yn—2 = Yn-2, 73/1 = yl)

x P(Y1=uwy)

2En toute rigueur le modele (U[O,g]) n’est pas dominé (il n’y a pas une unique mesure g qui domine toutes les
probabilités U g]).
Mais pour tout M > 0, le sous-modele (u[0791)96]0 M

Upo,ar7)- On exhibe donc ici une statistique 7'(X) qui est exhaustive pour tout sous-modele : elle est donc telle que

OcR+*

est dominé (par la mesure particuliere qu’est la probabilité de

VM,V €]0, M], la loi de X|T(X) ne dépend pas de

et donc
V6 > 0, la loi de X|T(X) ne dépend pas de

et donc T'(X) est bien exhaustive dans le modele originel.

Version du 20050421-15h38, révisée le 21 avril 2005 8
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On applique n — 1 fois la formule du conditionnement P(AN B) = P(A|B)P(B) :

Ici:

]P)(Yn :yna"w}/l :yl)
= ]P)(Yn = yn|Yn71 =UYn—1,--- 7}/1 = yl) X IP><an71 =UYn—1,--- 7Y1 = yl)

(par récurrence)

]P)(Yn = yn’Yn—l =Yn—-1,--- 7Y1 — yl)
X PYoo1 = yn-1|Yn—2 = Yn—2, ... Y1 = 1)

x P(Yr =)

Montrer que la loi conditionnelle de Y,, sachant R, _; = r,,_1 est une Bernoulli de parametre :

n—7rp1 —1
0

0 Q2 et en déduire que la vraisemblance est proportionnelle a :

I 0 —i+ 1;—ri_1) v "

=1

Soit p le nombre de poissons distincts qui ont été tirés au cours des n premiers tirages. Supposons
que R, =1, :ily a eu r, retirages d’un poisson déja tiré au moins une fois, donc p + r,, = n.

Ainsi apres n — 1 tirages le nombre de poissons distincts tirés est n — 1 —r,,_1, et la proportion
de poissons qui ont été tirés (et sont donc marqués) est

n—1-rp_1

0

Par conséquent

n_]-_rn— Yn n—l—rn_ 1=yn
P(Yn - yann—l - Tn—l) = (T1> (1 — Tl)

Version du 20050421-15h38, révisée le 21 avril 2005 9
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Donc d’apres le résultat précédent la vraisemblance s’écrit
PYi =vy1,..., Y, =yn;0)

= H]P)(Y% =ylYia =%, . Y1 =)
i=1

= HP(Yi =yi|lRicv=ri-,Yir=(rici —¥Yic1 — - —41),Yica = Yioa, .., Y1 = 41)
i=1

n

= HIP’(Y; =y;|Ri—1 =1;—1) carlaloideY;|R;_1,Y;_1,...,Y] ne dépend pas de Y;,...,Y;
i=1

n

= [[POi=wilYici =wicr,.... Vi =)
=1

B ﬁ i 1= \Y (O — it 1+r Y
- U 0 0

= H (%(Z — ]_ — m_l)y"(é’ — Z ‘I— 1 + T’i_l)l_yi>

=1

qui est proportionnel a

[T, 500 —i+ 147 )t

par le facteur [, (4 — 1 —7-1)¥ qui ne dépend pas de 0 et n’a donc pas d’incidence sur la
détermination d’une statistique exhaustive (d’aprés le théoréme de factorisation).?

Montrer que 'expression (1) se réécrit :

0 Q3 1 (6 —1)!

0 (0 —n—14r,)!

On a successivement

L S R A , .
H( 1 ; T 1) :9_nH<0_('L—1_Ti—1))1 Yi
=1

i=1

3Ce facteur aurait bien entendu une influence pour le calcul de 'information de Fisher ou du maximum de vraisem-
blance.

Version du 20050421-15h38, révisée le 21 avril 2005 10
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Or Vi e [1,n], (v (0—(—1—r;1))"¥ =1, donc

=1):
= Qi H 1 x H (0—(—1-ri_1))

1<i1<n 1<i1<n
{ yi=1 { yi=0
o 11 (6~ 5)
1<:<n
Ji=t—1—mriy
¥i =0

Or ¢ :1+1—1—r;_1 associe au nombre de tirages le nombre de poissons distincts tirés. Donc
restreinte & Zop = {i < n/y; = 0} (ensemble des i tels que le i-ieme poisson tiré est un nouveau
poisson pas encore marqué), c’est une bijetion de Zy sur [¢(1), ¢(ip)] ou iy = maxZy. Donc

H (0 —Ji) = H (6 —J)

1<i<n 1<j<¢(io)
Ji=1—1—=mi
yi =0

Remarquons enfin que par définition de i, Vj > ip,j ¢ Zp et donc y; = 1 de sorte que

P(io) =io — 1 —1iy = (lo+ (j —40)) =1 = (rig + (J —0)) =J — 1 = Tigs(juie) =J — 1 — 15

de sorte que ¢(ig) =n — 1 — r, et en définitive la vraisemblance est proportionnelle a

1 . 1 (6—1)!
‘9_”‘ H (9 - j) = on (0—n—14ry)!

1<j<n—1-ry

0 Q4 ‘En déduire que R, est une statistique exhaustive pour 6.
On a alors

U(y,0) = go(Rn(y)) x h(y)

=[G —1-Ria@y)”

=1

ou

qui est indépendant de 0, et

1 (0 —1)!

(0 —n—14+ R,(y))!

qui ne dépend de y qu’au travers de R, (y).

Donc d’apres le théoreme de factorisation R, est une statistique exhaustive. Ainsi pour estimer

le nombre de poissons dans le lac, la connaissance de tous les tirages est superflue et le seul
nombre total de poissons tirés plus d’une fois suffit.

90(Rn(y)) =

Version du 20050421-15h38, révisée le 21 avril 2005 11
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2 Travaux Dirigés n°2

Exercice corrigé 1

On considere n systemes dont les durées de vie X1, ..., X,, suivent indépendamment une méme
loi de densité f. On observe uniquement les durées de vie Yi,...,Y, des r premiers systemes
tombant en panne.

O Q1 |Ecrire la loi du r-uplet (Y7, ..., Y,), puis celle de la variable Y.

Loi de (Y1,...,Y,) : il existe au moins deux méthodes.

Méthode rapide mais pas naturelle :

L’idée ici est de considérer tous les réordonnancements de r variables parmi n telles que
les r premieres soient croissantes et plus petites que les n — r suivantes.

Plus précisément, soit A7 1’ensemble des parties a r < n éléments d’'un ensemble a n > 1
¢éléments.

Alors pour y; < ... <y, et dyy,...,dy,, avec 0 < dy; < ¥4

P(Yi € [yi,vn +dwnil,....Ys € [yr, yr + dy,|)

_ ZP(Xmeyl y1+dy1[ 'AXﬂre[yT+yr+dyT[)

EAT, ANXpy <o < X, AViE T, X >y, +dy,

ou 7y est le k-ieme élément de la partie 7 a r éléments parmi [1,n]

P(Zy € [y, yn +dyi])---P(Z € [yr +yr + dyi)
= !«42! X X Ly ccy,
X P(Zr1 >y +dy,)---P(Zy > yr + dy,)

car les [y;, y; + dy;[ sont disjoints, et les Z; sont indépendantes car les X; le sont

(F'(y1 +dyr) = F(yr) -~ (F(yr + dyr) — F(yr))

n!
= m X X ]ly1<-~-<yr
x (1=F(y+dy.)) - (1= F(y, +dy,))
En divisant et en faisant successivement tendre dy, — 0%, ..., dy; — 0% il vient *

4Précisément :

P (Vi€ g+l Ve € [y + dyD) T (s e T e ) = E )

dy: dy—0+  (n—7)! (1= F(yr +dy.)""
puis
1 n! f) - f (1) (F(yr +dyr) — F(y))
PV dyil, ..., Y € [yr, yr + dy, ; el
T (Y1 € [y, y1 +dyil, ..., Yo € [yr, yr + dyr]) TS —— (nr)!{ X (1= F(yr + dyn))

Version du 20050421-15h38, révisée le 21 avril 2005 12
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V(1) ERY Uy, yr) = Gy f1) - fyr) (1= Fly:)" ™

Méthode simple mais longue :

L’idée est ici de calculer d’abord la loi de (Y7, ...,Y,), puis d’en tirer celle de (Y7,...,Y})
au moyen de la relation fx(z) = fy fxy(z,y)dy.

Donnons-nous donc .4 mesurable quelconque.

Alors

(Yi,...,Ya) € A) & 30/ (Xoqy, - Xom) € At Xoy < -+ < Xom))
et donc presque strement

(Y1,....Y) €A) & (o / (Xoqy, s Xom) € A et Xoq) <+ < Xo(m)
de sorte que

P((ifl,,Yn) € .A) = Z P((Xg(l), . ,Xg(n)) eA A Xa(l) <... < Xa(n))

UESn

ou o € §,, désigne une permutation des n indices telle que le n-uplet soit ordonné en plus
d’étre dans A. Or pour toute o € S, on a

P ((Xg(l), - ,Xg(n)) eA A Xa(l) <0 <K Xa(n))

= / ]l(yl ,,,,, yn)€A1y1<---<yn fXg'(1> (yl) T fXU(n) (yn) dyy - - - dyn

= / Ly cocy, f1) - f(yn) dys - - - dy,  car les (X;); sont i.i.d
A

et donc comme |S,| = n!

P((Yy,...,Y,) e A) = n!Aly1<,..<yn f) .. flyn) dys ... dy,

On en conclut que

e W) =My o fn) - f(yn)

et finalement

1 Y, € n!
e CERS +dyil,..., Y, s Ur + dyy
dy1 - dyr ( 1 [yla n yl[, s [y Yr + dy D

dy1—0%; ...; dyr—07F (n — T)!f (yl) o f (yr) (1 - F(yr + dyr))nir
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On a alors

le ..... Yn_l(yla s 7yn—1) = n!]]'y1<...<yn—1 f(yl) ce f(yn—l) / ]lyn_1<ynf(yn)dyn
R

+oo
= n!]ly1<...<yn_1 f(yl) el f(ynfl) f(yn)dy”

Yn—1

= n!1y1<...<yn_1f(y1> > f(ynfl) (1 - F(:yn*l))

De fagon similaire

+0o0
le ,,,,, Yn o (yh s 7yn—2> = n!]ly1<~--<yn72f(y1) s f(yn—Q) f(yn—l) (1 - F(yn—l)) dyn—l
Yn—2
+o00
= ) Ss) |3 (- P
Yn—2

|
%lyx...@nﬂf (1) - f(Yno2) (1 — F(yn_2))?

On en conclut donc par récurrence que

V(i) ERT A ur) = Gl <o f(0) - f(yn) (1= Fly,)"

Loi de Y, seul :

Ona:
oy (W2, -5 ur)
= ) ) S (= FO Yy, [ D)
= ) f ) F0) (L= P ) e, [ )
— 0 ) ) (= P e, Pl
Par suite

fY3 ----- Yv-(y37"'ay7‘)
= (n _.T)!f(yg) .. f(yr> ... f(yr) (1 - F(yr))n_r ]ly3<...<y7» /]R ]ly2<y3F(y2)f<y2>dy2

n!

= mf(%) o fe) e flye) (1= F(yr))n_r ]1y3<...<yTF(y3)2

Et par une récurrence immédiate il vient
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Yy € R, 1Y) = Gt F ()™ F(yr) (1= Fy,))"™

On notera la densité du plus petit des x;, a savoir

ly)) =n(1—Fy)"" fn)

et symétriquement celle du plus grand

l(yn) = nF(yn)n_lf(yn)

On suppose ici que la loi des X; est exponentielle de densité

ou # > 0 et a > 0 sont des parametres inconnus.
Ecrire la loi du r-uplet (Y7, ...,Y;) dans ce cas.

On a pour tout x € R

x

F(z) = <1 —e 5a> To<s

et donc d’apres le résultat précédent

n‘ r 1 _yi—«a yp—a ner
Frae (s ooown) - = m 1y <yo<..<yr Hz‘:1§€ 7T Taey, <e - ]]-a<yr>
n! 1 1w _—
= ———€ ¢ YiciWi—a)—(n—r) = 1
(n — 7”)' o a<y1<y2<...<yr
(n—r)lor a<y1<y2<...<yr

C— ] '
Ouy—;ziz1yz-

0 Q3 ‘Trouver une statistique exhaustive pour les parametres a et 6.

On a

R _
le:“':Yr (yh cee 7yT> = € orvtn r)yr)e e ]1a<y1 11y1<y2<...<yr
—— —_——

(n—mr) o
dépend devﬁ a et dépend de @ ne dépend
7 et quedey; quedey

J/

que de 7y + (n — )y,

Soit donc Sy(y1, ..., yr) =rg+ (n—7r)y, et So(y1,...,y-) = y1. Alors en vertu du théoreme de

factorisation (Sp, S,) est une statistique exhaustive pour le modele paramétré par 6, .

En outre lorsque « est connu Sy est une statistique exhaustive pour le modele paramétré par

0, de méme que S, lorsque # est connu dans le modele paramétré par a.
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Exercice corrigé 2

Calculer I'information de Fisher dans les modeles statistiques suivants :

une loi de Poisson de parametre \ :

0 Q1 k

A
P(X =k) :e”\y pour k € N

L’information de Fisher pour n observations i.i.d. est égale a n fois I'information de Fisher pour
une observation. On se contente donc de calculer 'information de Fisher dans le cas n = 1.

/\k
Li(ksA) = exp o7
InLi(k;A) = —A+EklnX—In(k!)
3lnL1 k
kAN = —14—
82111[41 k
k) = ——
a>\2 ( ) ) )\2

Or E (k) = A, et donc I1(\) = % (et In(A) = %)

une loi de Pareto de parametres a et 6 avec @ > 1 et 6 > 0, de densité :

0 Q2 o o
F@) =252 () 1

a [0\
L=2(%) 1
7 (m) 10,+00[ ()

La vraisemblance n’est pas dérivable en 6 : I'information de Fisher n’est pas définie pour ce mo-
dele. Si 0 est une constante connue et non un parametre a estimer, on peut calculer I'information
de Fisher pour le modele 'réduit’ (paramétré par «) :

8(191;1} = 1/(a—1)+nf —Inz,
L 1
oaz  (a—1)2

D'ou [1(«) = (afl)Q.

une loi de Weibull de parametres a et 6 avec o > 0 et 0 > 0 de densité :

f(z) = ahzo"te 0"
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On a
InL = lna+nf+(ao—1)Inz —62°
0?In L B _i
062 2
0?In L o
= —2%nz
000« ’
9*InL N 5
don L 1 IE (X*(In X)?) E(X“InX)
- =+ “(In “In
Ii{e,9) = ( E(X*InX) 5 )

Il reste alors & exprimer E (X*(In X)) pour i € {1,2}; ce calcul peut étre fait au moyen des
intégrales eulériennes.

Remarquons pour ce faire que pour p € N* on a

+oo
E(X*In(X)?) = / 02 InP(z) a2t e7%" da
0
Y Y o
= =7 In (§> ue “du en posant u = Oz
0

En particulier pour p € {1,2} on a

+o0

E(X*In(X)) = %/0 ln(%)ue‘“du
+o0

E (X*In(X)?*) = ﬁ/o In <%>2ue_“du

RT™ — R
r e 0+O° t* e tdt
vérifie Vp € N,Vz € R™, I'P)(z) = [*In”(¢)t*~' e~'dt. En conséquence

Or la fonction I' d’Euler, définie par I : ( ), est de classe C™ et

. 1o
E(X°In(X)) = — (r (2) — 1n(9)r<2))
1 1" /
E(X°In(X)) = — (r (2) — 2In(O)T'(2) + 111(9)2F(2))
o
Enfin, on peut montrer que ?/((%) = =y — ¢+ >y (3 = 75) (ol v est la constante d’Euler

définie par v = limy_ ;o0 ZnNzl % I lw) T (w)?” (“)Fr((uu))gr @? _
u—12 + 3, m, cecl pour tout u € R™™; les séries figurant dans ces expressions sont alors
calculables lorsque u est entier.

— In N) ce dont on tire par dérivation que
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En particulier lorsque x = 2 il vient :

re) = 1l

') = 1+§: ! I'(2)?
4 = (2
1 7T2 2
4+<6 4>+( 7)
2
T
- 9 2
6 v+
En définitive on a donc
o l1—v—Ino
@ 2 1 i 2 2
E(X*“(InX)*) = g E—27—|—7 —2(1—7) In(#) + In(0)

de sorte que

0 1L (2 _ 2 _ _ 2 1-y—Ing
Il(aﬁ):(aﬁ&(ﬁ 2y+92 = 2(1—7) In(6) + n(0)?) | & >

I—y—Ind ‘

0« [

Remarquons que dans le sous-modele dans lequel « est connu et 6 est inconnu on a simplement

L(8) = 5
O Q4 |loi uniforme sur [0, 0] avec 6 > 0 inconnu.
La vraisemblance du modele est
1
IxtXxn (@1, 203 0) = e_n]lminxizo]lmaxxige

donc la log-vraisemblance s’écrit, pour z € [0, 6]"
Lx, x,(x1,...,2,;0) = —nlné

L’information de Fisher n’est pas définie, car le modele n’est pas homogene (a z fixé, la log-
vraisemblance 6 — Lx, . x,(x1,...,2,;60) n'est pas définie (donc pas dérivable) au point 6 =
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max; z; ). Sur ]0, max; ;[ on peut néanmoins calculer par analogie®

L0 = E((Lxéé"’)("(x;e)>2>
- L

Remarquons que

=
/T
Q
th
|
NS
™
3
B
NS
N———
I
&=
/N
| 3
N———

82

|3 Rl =

>
o

En effet, hypothese de “dérivabilité deux fois sous le signe [ + qui stipule que

5 B Oln fx, . x,
5 /X In fx, .. x,(z)dr = /X o0 (w)dz

et que
0? 9*In fx, . x,

n’est pas vérifiée ici. 1,,(6) est toujours par définition la variance du score, mais n’est plus égale
a la courbure espérée de la log-vraisemblance.

Rappel : Lorsque cette hypothese est vérifiée on a d’une part

Ofxy,...x
Oln fx, .x,, B — 57 (%;0)
E( a0 (;;;79)) - ¢ (fxl,...,xn(ﬂU; 0)

0
= 2 (9 — /Xle,...,Xn(L@)dx) "

d’apres la premiere partie de I’hypothese
0
= 9 (0 — 1)(9

= 0

)

SL’objet I,(f) existe pour § €]0, max; z;[, mais n’a plus les propriétés habituelles de l'information de Fisher (3
commencer par un probléme de définition), et ¢’est pourquoi on s’abstient habituellement de la définir dans ce cas.
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c’est-a-dire que le score est centré, et d’autre part en dérivant de nouveau
2] Ofxy,.. . Xn (.. 0
E @ anl,---7Xn (Z‘, 6) — E 2 00 (:L‘7 )
062 90 \ fxi,..x,(z,0)

-----

. Thgeto () O 1. . ) 2
fX1,...,Xn<x79) % |

2
/X Ot S (1 Q) — I, (0)
82

= w (9 — /Xth...,Xn(x,@)dgj) o _ [n(9>

d’apres la deuxieme partie de I’hypothese

= _In(9>
Exercice corrigé 3
On dispose de n observations yi,...,y, sur les durées de vie de certains composants in-
dustriels. On suppose que les variables aléatoires Yi,...,Y,, associées sont i.i.d, de densité

f(t) = %675]1:520-

Soit F' la fonction de répartition des Y;. On cherche a estimer la “fonction de survie” de
0 Q1 |chaque composant F'(t) =1 — F(t).
Calculer F'(t) en fonction de t et 6.

F(t) désigne la probabilité qu'un composant donné survive jusqu’a la date ¢ et mesure ainsi sa
fiabilité. On a

F(t) = BV <1)

en conséquence de quoi | F'(t) = e~ b

Calculer l'estimateur du maximum de vraisemblance de 6 et en déduire un estimateur

0 @2 convergent F'(t) de F(t). Que peut-on dire du biais de F'(t)?

Version du 20050421-15h38, révisée le 21 avril 2005 20



ENSAE SE222 Réponses question par question des travaux dirigés n°1 a 8 Séance 2

La log-vraisemblance du modele s’écrit pour min;y; > 0

1 n
InL(yy,...,yn;0) = —nlnb — éz::yl

Or si % maximise la vraisemblance il vérifie a(g;)L) (é(y)) =0, soit —

1 n
= 4 Y = 0 et
9(y> (%))2 2y

donc
ez(yla"wyn Zyz

(la réciproque étant immédiate).

Définissons donc F(t) : y — e=t/0)

Comme 0(Y) =22 6 et que ¢, : (u - 6_5> est absolument continue en u, on a
n—-+00

2 L F(t)

n—-—+o00

vt, F(t)

En revanche a distance finie, méme si E <§(Y)) = 6 pour comparer E (ﬁ (t)(y)> a F(t) il n’est
pas possible d’utiliser de I'inégalité de Jensen selon laquelle

Si ¢ : (R — R) est strictement convexe, et si X est

non-dégénérée (i.e. V(X)) # 0), alors E (¢(X)) > ¢(E (X)).

%th (u) = 4 (i — 2) e qui n’est pas toujours

_t
car ¢; : (ur e w = (¢

positif.
Calculons donc le biais de F'(t) : on a

E(F(1) = JE({#Z%)
- E(Z%(_Z’?Yi))

= Zk—( nt) E(ﬁ) par Fubini

R+
Or pour tout £ > 1 fixé, ¢ : ( - ) est convexe (car C* et de dérivée
¢, ¢ (z— —=£=), donc ¢ (z) = l,fﬂ) >0 ) et donc d’apreés l'inégalité stricte de Jensen
E <( nl Y-)k > (& nl Y))k de sorte que finalement
=0 "1? =0 "1?

+o0 1

N 1 i
E(F0) > Xut gy
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Or (Yi) ~ E(3) et donc (voir TD 1, exercice 2 ) (31 ,Y;) ~ I'(n,$) de sorte qu'en

particulier E (3" (Vi) =

Par suite

E (ﬁ(t)) > % (—nt)

Ainsi, F(t) est un estimateur biaisé de F(t).

Notons que bien entendu E(ﬁ(t)(y)) ——— et = F(t), ce qui découle de ce
v, F(t) 22

que
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0 Q3 | Calculer la loi limite de /n (F(t) — F(t)).

On a vn(f — 0) —5— N (0, 1,(6)71), avec

n—-4oo

) = 1)
1 /0*InL
- _EE( 06? )
B 1 /n 2n
- (@—ﬁ)
1
- =

En posant g : (0 — e’é) de dérivée g'(0) = gze 4 on a par la delta-méthode

vn (g @ ~ 9(9)> EREE

n—-+o0o

(0,9'(6) - 1(0)~" - g'(9))
(e
i)

{ 1,siY; >t

0, sinon.

N
= N
IN:

Soit T' la variable aléatoire définie par :
T —

On note par ailleurs S(Y) =Y, + -+ Y.
0 Q4

(a) ‘Déterminer la loi de Y; conditionnellement & S.

Cherchons dans un premier temps la densité fg, vy(s) de la loi dela variable S,(Y) =
Yi+...+Y,.

— On a tout d’abord fs,(v)(s) = fn(s) = Se771,50.
— Y] et Y5 étant indépendante, on a alors

f52(Y)(S) = /R? fY1 (yl)fY2<y2)]ly1+y2:S dyldyZ

= /ﬂylzols—ylzofm(yl)fyg(s —y1)dy
R

571 w 1 s—un
= 1, / <—69> (—e 0 )dy
>0 0 9 9 1

Version du 20050421-15h38, révisée le 21 avril 2005 24



ENSAE SE222 Réponses question par question des travaux dirigés n°1 a 8 Séance 2

— puis de méme

fssv)(s) = / Iy (1) fra (2) frs (U3) Ly 1y rys=s dyrdyadys
RS
= / ( fY1 (yl)fY2 (y2)1y1+y2151 dyldyQ) fY3 (y3)]ls1+y3:s dsldy3
R2 R2
= /1y3>011s 205, v) (5 — 3) frs (y3)dys

= /fs2 v) (s = ¥3) s (y3) dys

(
S—Ys _s-ws 1w
= ]1520/0< 2 ¢ )(56 H)dy3

— (récurrence ... )
— et finalement

sl e7d
Y O A
fs.n)(s) 200 Z 1)1 g

Remarque : Ce résultat peut bien-siir étre obtenu directement en constatant que S(Y) ~ T'(n, %)
(voir TD 1, exercice 2 ).

On en tire alors la loi conditionnelle f (y, s) de la variable (Y, S(Y)) : pour y; € [0, s] on a

fvivittva (Y1, 8)
fons) = frivav.(s)
i Yortv, (Y1, — Y1)
Jyiseiv, (5)
3G (yl) fY2+---+Yn(5 - 3/1)

fritav,(s)
car les Y; sont indépendantes et donc Y; est indépendante de Yo +---+Y,,

(s—y)" 2 e” " et
(n—2)! on—1 0

et donc en définitive

s n—2
f(ylv ) (n - 1)%10<y1<5

Calculer
(b) T"(Y)=E(T|5(Y))

Comment s’appelle cet estimateur ?
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Calculons tout d’abord que T*(Y').
On a sucessivement, pour t € Rt et s > ¢

E(T|S(Y)=5) = P(Y;>t]|S(Y)=s)

- /R ((” B ”%M@) Lic,dy
_ /:<n _ 1)“;”7@/)1”_2@

= en—1 [_<S - y)n_l}j

En d’autres termes,

()= (1-5)

T* est 'amélioré de Rao-Blackwell de T" pour la statistique exhaustive S.

Montrer que T est estimateur sans biais de F () optimal (parmi les estimateurs sans biais).

On a successivement

EE(T|S(Y)) = E(T)

E(
= E(]lYl>t)
= PV, >1)
F(

t

~—

(on retrouve ainsi que I'amélioré 7™ de T', qui estime sans biais F(t), est lui-méme un
estimateur sans biais de F'(t) ).

Enfin, 7%(Y) = E(T|S(Y)) est fonction d’'une statistique exhaustive complete (car 1" est
une statistique canonique dans un modele exponentiel), et est sans biais, donc d’apres le
théoreme de Lehman-Scheffé T* est optimal parmi les estimateurs sans biais de F(¢). On
vérifie d’ailleurs que

V(T) = V(E(TISY))) +EV(TISY)))
> V(E(T]5(Y)))

V(T (Y))
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(d) |Peux-on dire si T* est efficace (& distance finie) ?

Discuter de 'efficacité de T™, c’est comparer sa variance a la borne de Fréchet-Darmois-

Cramer-Rao 92¢(0)'1;(6) "1 924(6) .

Cependant le calcul de [E(E (T|S(Y)))* - E ((T|S(Y))2)] est ardu : il est nécessaire d’ex-

pliciter I'intégrale et d’y soustraire la borne FDCR pour conclure (un tel calcul est laissé

a la sagacité du lecteur).

Constatant néanmoins que le modele est exponentiel et régulier, et comme 7™ n’est pas
une fonction affine de la statistique exhaustive S comme il devrait 1’étre s’il était efficace
(cf cours de P. Doukhan, Théoreme 4.3), on peut en conclure que T* n’est pas efficace.

Exercice corrigé 4

0 Q1

On étudie une variable aléatoire X, de densité f(-,6) (f est C1).

Quelle est la fonction score du modele, notée S(X;0) 7
Donner Iexpression de 'information de Fisher Ix(6).

On a

S(x;0) = 2L(z,0)

En outre, si on peut intervertir [, et % alors le score est centré : E (S(z;6)) = 0 (voir exer-
cice 2 )
L’information de Fisher pour une observation est définie par
d1n dlnL
I(0) = E( 6 L(x,0) g (7, 9))
En outre, si on peut intervertir f L avec 5 et 8922 alors
(92 111 L
I(0) =E x,0

(voir exercice 2 )
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0 Q2

En fait, on ne parvient pas a observer X, mais seulement Y définie par :

v 1, s? X >s
0,81 X <s
ou s est un seuil connu.
On suppose que lon peut intervertir |. 5 et %; donner la fonction score du modele,

notée Sy (y;0).
En déduire que
Sy (y;0) = E (Sx(X;0)|Y = y)

La variable aléatoire Y ne prend que deux valeurs, et suit donc une loi de Bernoulli; en outre

ona (Y=1)< (X >s)etdonc P(Y =1) =P(X > s).
Notons donc ps(0) = P(X > s) : la densité de Y est
Fr(y:0) = pa(0)'(1 = ps(0)' " Tyeqony
de sorte que pour y € {0,1}
In Ly (y;0) = yInps(0) + (1 = y) In(1 = p,(6))

Le score est alors

Sv0) = v 702 (g) 11—y RO

_ ya% <t —In ( :Oo fx(wat)dl’»(e) - y>% (t o </_oo fX(x’t)dx»(e)

2 <t . fs+<><> fX(x,t)da:> » 2 <t I fX(x,t)dx>

+(1—y)

(9)

=y f:oo fx(x,0)dx f_soo fx(z,0)dx
B [0 2L (21 0)du B 2B
- f;roo fx(z;0)dz t{1-9) fjoo fx(z;0)dx

ou I'un seulement des deux termes est non-nul puisque y € {0,1}.

J° o 5 (w3 0)da

Calculons alors le score pour le modele en X : on a pour y € {0,1}

B (Sx(X,0Y =1) = [ Sx(a.0)fxy (o)

Or 1 o
0 — IX (.
SX(x’ 0> B fx(% 9) o0 (x,@)
et en outre
[x(@ 0y =1) = PX=cn¥=1)

P(Y =1)
_ fX(JJ;H) : ]lxzs
f;roo fx(z;0)dx
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tandis que

P(X =xAY =0)
P(Y =0)

fX(fE;e) Tpcs

fjoo fx(x;0)dx

fx(@: 0]y =0) =

donc en définitive
B(Sx(X.OY =1) = [ Sx(a.0)fxy(a)ds
- / Sx(w.6) (yfxiy—i () + (1 = y) fxiy—o(x)) da
= v [ Sx@Ofxya@ds + (1=9) [ Sx(e0)fxylo)de
= o G o0 =0) <
1 Ofx fx(@;0) - Lacs

! (1_3’)/]1@ (fx(x; 9)W($;6)) T ()i
7ok (2 0)da [° (2 0)dw

_ s 00 . )
R T W M e
= | Sy(y;0)

En déduire alors que Ix(0) >> Iy (), ou Iy(0) est I'information de Fisher associée & Y
O Q3 | (I'inégalité s’entend au sens des matrices symétriques).
Quelle interprétation pouvez-vous donner a l'inégalité ci-dessus ?

L’information de Fisher d’un modele étant la variance du score correspondant, on a

() = V(S(Y:6))
= V(E(S(X;0)[Y))

Or pour toutes variables aléatoires A et B, a supposer que ces termes existent on a

E(A) =E(Eg (A|B))

V(A) =E Vg (A|B) +V Eg (A|B)
—— ——
variance de A sachant B espérance de A sachant B
ce qui dépend de B ce qui dépend de B
variance e;;érée de A Variancgtiue a B
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En 'occurence il vient

Ix(6) = V(S(X;9))
=V

Iy

> Iy

En d’autres termes, I'information véhiculée par X est strictement plus importante que celle
véhiculée par Y, ce qui est conforme a l'intuition.
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3 Travaux Dirigés n°3

Exercice corrigé 1

0 Ql

0 Q2

Soit Y un vecteur aléatoire de taille N et X une matrice aléatoire a N lignes et /K colonnes.

Soit § — S(6) une application de classe C'* définie sur un voisinage de 0 dans R, & valeurs dans
’ensemble des matrices symétriques définies positives de taille N. On suppose que S(0) = Iy

et on note : A = g—*g(O).

On rappelle par ailleurs que

d1In (]S)) B R

e = T (S S)
a5~ “1¢ o1
50 -S7SS

On considere le modele linéaire (conditionnel) gaussien suivant :
Py = N (X, 5(9))

ot b € R¥ et # € R sont les parametres inconnus.

‘Ecrire la vraisemblance du modele.
On se donne Y variable aléatoire sur My 1(R) et X sur My x(R).
La vraisemblance (conditionnelle) du modele normal s’écrit

1 1 /. -1 . —
FY|X,b,0) = PRy T <—§(Y — Xb) S0 (Y Xb))

Note : il s’agit bien d’un nombre réel car (Y — Xb) € My 1(R).
La log-vraisemblance conditionnelle s’écrit donc

L (Y — Xb) -S(0)™'- (Y — Xb)

N 1

Ecrire le vecteur score (de taille K + 1) et vérifier qu’il est d’espérance nulle.

Le vecteur score S(b,0) € Mgi11(R) se décompose entre les composantes suivant b, soit
Sp(b) € Mg 1(R), et celle suivant 6, soit Sp(f) € R, que nous calculons alternativement.
— Composantes suivant b :

sy = EEL0)
- —% <% (b — (Y = Xb)-S(O) (Y — Xb))) (b)
— _% (% (b= Y'SO)'Y —VX'S(O)'Y —Y'S(6) "' Xb+ b’X’S(G)‘le)> (b)
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Rappelons que pour A € M,,,(R) on a & (b+— b'A) = Aet & (b— A'b) = A’, donc pour ¥
symétrique

0
— (b b'YD) (b) = 2%b

O (b D) ()

Donc
Sy(b) = —% (0— X'S(6)Y — X'S(6)"'Y +2(X'S(6)"' X))
= X' S)7' (Y — Xb)

— Composante suivant 6 :

sip) - R0
Or
T 00
et

(% (6 — 5(9)—1)> 0) =—-S()"- 2—5(9) -S(0)

La premiere assertion découle en effet directement du théoreme 2 du chapitre 3 de “Ma-
trix Differential Calculus”, Jan R. Magnus et Heinz Neudecker, qui stipule que si F' :
(Mp(R) — SF(R)) est k fois différentiable, alors In|F| l'est et admet pour différentielle
din|F| = Tr (F~1)dF (il suffit de poser n = p = 1 et F = S). Elle peut méme étre redé-
montrée directement, en notant A\ la i-idme valeur propre d’une matrice A (sans ordre de

multiplicité) :
(% (9H1n|5(9)|)) 0) = (% (9-m (H?Mf”)))) ()

= 1 (B9 (510

Une preuve de la seconde assertion est également proposée dans le théoreme 3 de ce méme
ouvrage, ou peut aussi étre obtenue en développant 1’égalité

) . Oly
—(80) x S(0)™) = X = (0)
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U Q3

Il en ressort que

! -1, @ ) ~1 _
Sp(0) = —lTr (5(9)18_3(9)) N 1 fY — X0) (5(9) 20 (0)-5(0) ) (Y sz
2 e R

= —o1Tr ((swrl%wsw)-l) (S(6) = (v — XbY(¥ — Xb)))

Reste a montrer que le score est centré :
— On a d'un part E (Y|X,b) = Xb,
en conséquence de quoi E (Y — Xb|X,b) = (0)
de sorte que E (S,(b)|X,b) = (0) : les composantes selon b sont centrées.
— Et d’autre part Ey (Y — Xb)(Y — X0b)') = S(0),
de sorte que E (Sy(0)|X,b) = 0.
En conséquence, E; o (S(b,8)|.X,b,6) = (0) : le vecteur score est centré.

Calculer la matrice d’information du modele en (b, = 0).
Le résultat s’exprime tres simplement en fonction de X et A.

Le calcul de la matrice d’information de Fisher est encore plus convivial, car ¢’est un prétexte
au calcul des dérivées secondes de la log-vraisemblance (le calcul alternatif de la variance du
score calculé est laissé en exercice).

— Dérivée seconde selon (b, b) :

P2InL(Y|X,-,")

- — /- 71-
o (6.5) = =X S(6) - X

Donc, comme S(0) = Iy,

92 In L(Y|X, -, ,
Ey,p—0 ( . 8(1)81|)’ )(9719)) = XX

— Dérivée seconde selon (b, ) :
I L(Y|X, )
o0boo
Donc, comme E, (Y — Xb) =0,

Es0—0 (a o La(bgLX"’ ')(9,b>) = (0)

0,b) = —X'- s<9)lg—g(9>5(9)1 (Y — Xb)

— Dérivée seconde selon (6,0) :
Loins de nous lancer dans la dérivation selon b de %};‘X’*), constatons astucieusement que

(b,0) — S(b,0) est de classe C? sur un voisinage de 0 : elle est en effet la composée d’une

fonction de classe C'*°, a savoir

( Rx MynR) — R

(2, A) . —%11&2 B %x B %(Y _ XB) A (Y — Xb) ), et des deux fonctions
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(M — In|M|) et (M — M) qui sont de classe C* sur une partie dense d’un voisinage

de 0. Cauchy nous assure alors de l'égalité des dérivées croisées pour 6 voisin de 0 :
2

v(b,0), M(G b) = LRLYX) (9 b)) ce qui permet de conclure que

Buoea (0o 00)) = ©
 Dérivée seconde sclon (6,) :
o (0
= By | 2o -in \(swrlg—iﬁe)sw)—l) (510 = ¢ = X1 - )
= 380 (17 (G 000) + ww@%))
= =57 (B (55 @10)) = 350 (10 (v0)550)) )

1 0S
- (v o)
Donc
Es (_a o LSG/JX’ 2 '>(e,b>> = %TT <S(9)1 g—“g(e) S(6)! 2—3(9)>

et par suite, sachant que S(0) = Iy et en notant A = 25(0)

I L(Y|X,-, ") |
Ebﬂ:() (— 902 (9, b)) = §TT (AQ)

On a donc finalement :

0
X'X
I(b,0) = 0
0...0| 3Tr (A?)
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Dans cette question, on suppose que S(f) est la matrice de terme général :
0 Q4 S(0)i; = (‘9|Z?J‘)1gz‘,j§N
Calculer I, (b, 0).
On a 5(6) = (0|Z?]‘)(i,j)e[[17N}]2'
0 sik=0
Or Z (6 6%) (0) = 1 sik=1 En particulier A= 35(0) = (Ljiji=1) ; ;) cppnpe-
g1 sinon
En conséquence
1 * = *  x
* 2 % *  x
* Kk 2 * %
A% = .
* Kk 2
* Kk * 1
et donc Tr (A%) = 2(N —1).
Ainsi,
X'X 0
Ib,@(bao)_ ( 0 N —1 >
Exercice corrigé 2
Calculer I'estimateur du maximum de vraisemblance (e.m.v.) p de p dans le modele
et calculer la loi limite de v/n (p — p).
On a
fx(,p) = p==17i(1 = p)" 2= e o1y
d’ou on tire que
Oln fx (z,p) = Dic1 Ti _n- D e Ti
dp p 1—p
en conséquence de quoi un estimateur p de p vérifie
(1 —@in =pn — sz)
i=1 i=1
soit p = % S i = X (la réciproque étant immédiate).
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0 Q2

On a par ailleurs

0?In fx I & n—> " x
,0)=—= Y z;— —==L2
Op? (@) p? 2_1: (1—p)?

d’ott I,(#) = ;7% et donc d’aprés le Théoreme Central Limite il vient

V(P —p) ——— N (0.p(1 ~p)

n——+

Calculer 'e.m.v. (11, 6?) de (m, 0?) dans le modele

X, ~ N (m, 02)

et donner la loi limite du vecteur

va( B

o — 0

Le parametre a estimer est ici (m,o?) (et pas (m, o) : on s’abstiendra d’écrire o* mais plutot

(02)%). On a
1 1 n
fX(.TJ, m, 0'2> = —ne_m' Zifl(ml—m)
vV 2mo?
et donc
0111 fX 9 1 n
om (=, ’U)_; (x; —m)

Par ailleurs,

WD
~~
o,

)
VR

no
N~
<
[©N
=.
ja=p)
)
=
o
=
0]
i)
o
[t
]
-+
O
=
-
8

L’estimateur du maximum de vraisemblance (
Oln fx m(z) (0
o(z) L )=t

ce dont on tire

soit encore

VR
LD
N——

&K
VRN
3=
T_‘;S
gg‘ |

|

S
e
N———

36
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On a enfin
9*In fx o n
Tomz ™) = 5
02 In fX 2 - 1 -
ama<o_2) (x,m,a ) - <_ (0_2)2> Zzl(xz _m)
0*In fx o n 1 o 9 2
d(c?)? (x,m,0%) = 9 ((72)2 + B ;(9‘52 —m)*(— (02)3)
De E(X; —m) =0 et E((X; —m)?) = ¢ on tire finalement que
I fx . ») . on 1 2 5
E (G () = g~ 3 )
. n
o 2(0?)

de sorte que

et done en définitive

a0 ) 2w ((0)(F aee))

Les variables aléatoires (asymptotiquement normales) m et o2 sont de covariance asymptotique
nulle, donc® sont asymptotiquement indépendantes.

Calculer I'e.m.v. (@, b) de (a,b) dans le modele

X; ~ U([a,b]) loi uniforme sur [a, b]
|:| Q3 23
Donner la loi limite du vecteur

La vraisemblance s’écrit :

1
LX(‘T; a, b) = mlminxiZalmaxmgb

et n’est pas dérivable en a et b (disconstinuités en ¢ = minx; et b = max ;). Les conditions de
régularité habituelles ne sont pas vérifiées, et le point (Ei(x),g(x) qui maximise la vraisemblance
ne vérifie pas les conditions du premier ordre.

Il peut néanmoins étre déterminé directement : en effet pour + € R™ et b € R fixés,

(]—oo,b[ - R

1 1 est identiquement nulle si max; z; > b, et sinon
a — (b—a)™ min z; >a L max x;<b

admet pour graphe

6 Attention, propriété propre & la loi normale
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0.001 ‘
0.0009
0.0008
0.0007
0.0006
0.0005
0.0004
0.0003
0.0002
0.0001

\
0 1 2 3 4 5 6

Graphe de a — Lx(x;a,b) lorsque b =8 > max; z; el min; z; =4
Elle est donc dans tous les cas maximale en a(x) = min; z; (qui ne dépend pas de b).
Ja, 400 — R*
b — ﬁ]lminxiZa]lmaxwiSb
ment nulle si min; x; < a, et sinon admet pour graphe

De méme pour z € R" et a € R fixés, ( ) est identique-

0.001

0.0009 -
0.0008
0.0007 -
0.0006 -
0.0005 -
0.0004 -
0.0003 -
0.0002 -

0.0001 - ]

0 ! ! ! \ | | |
6 6.5 7 7.5 8 8.5 9 9.5 10

Graphe de b— Lx(z;a,b) lorsque a = 4 < min; x; et max; x; = 8

Elle est donc dans tous les cas maximale en g(a:) = max; z; (qui ne dépend pas de a).

Par conséquent I'estimateur du maximum de vraisemblance de (a,b) est x +— (min; z;, max; x;).
Cependant cette statistique ne vérifie pas les proprié¢tés habituelles de I'e.m.v., & commencer par
la normalité asymptotique. La loi limite du couple (a, b) doit donc étre retrouvée ‘a la main’.
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Cherchons tout d’abord pour o > 0 la loi de n®(a — a) :
t
P(n*(a(X) —a) > t) =  PminX;>a+ —)
na

t
= PXy>a+—)"
/n/Oé

_ enln(lfn%(bfa))

0 sia<l
- e t/0=a) g q=1
+o00 sia>1

En particulier, P(n(a(X) —a) > t) —— e/~ et donc la fonction de survie de n(@—a) >t

tend quand n — +oo vers la fonction de survie d’une loi exponentielle £ (ﬁ) . Rappelons que
la convergence de la fonction de répartition en tout point ¢ de continuité (et donc de la loi
de survie) entraine la convergence en loi. On montre de la méme fagon (attention au sens de
I'inégalité) que
n(b—b(X)) —=— E(1/(b—a))
n—-+00

~

Calculons enfin la loi jointe de n < Z % ) : pour ce faire calculons de méme

P (n(a(X) —a) > tAnlb—bX)) > u) — P ((miinXi) > % +a A (maxXi) <b- 3)

n
= //f(minixiymaXiXi)(y7z) ]ly>,§+a A z2<b—1% dydz
R JR

La loi du couple (min; X;, max; X;) s’obtient alors a partir de celle du n-uplet ordonné
(X(l), e ,X(n)), a savoir

l(yl, ce 7yn) - n!]ly1<...<ynf(y1) ce f(yn)

(Voir ~ TD 2, exercice 1 ) en intégrant successivement (d’apres le théoreme de projection)
suivant ¥, _1, puis y,_o,..., et ainsi de suite jusqu’a intégrer selon ys. Il vient en tout état de
cause

femin, X’LymaXiXi)(y’ z) = mf(y) (Fx(2) — FX(y))ni2 f(2)1y<.

Version du 20050421-15h38, révisée le 21 avril 2005 39



ENSAE SE222 Réponses question par question des travaux dirigés n°1 a 8 Séance 3

En conséquence,

P@@@ﬁ-@>tAnw—aX»>@

/b_% /b_% n! 1 Lo () z—a y—a\"’ 1 Lon(2)) dz | d
= “ — ——Tp(2) | dz
att , @m=2)!'\b—-a @bty b—a b—a b—q Y

qui est la loi jointe de deux exponentielles indépendantes.
Autre méthode (beaucoup plus simple) :

axy—a>:

On peut directement déterminer la loi jointe de n(

b—b(X)
]P(n(a(X)—a)>t/\n(b—/5(X))<u> = ]P’((miinXi)>%+a A (miaxXi)<b—%)
_ P(Vie[[l,n]],X@-E}%vLa,b—% >

(Xle]im,b_ED
n n

se dont on déduit tout d’abord que les a(X) —a et b — b(X) sont indépendantes, et en outre

qu’elles suivent une meéme loi exponentielle de parametre ﬁ, ce qui s’écrit simplement

(V0 ) e 6)”
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Exercice corrigé 3

0 Ql

0 Q2

Exemple tiré de Basu D.(1988) Stastical Information and Likelihood, Springer-Verlag, N.Y.
Dans une urne contenant 1000 tickets, 20 sont marqués 6 et 980 sont marqués 106.

Donner 'estimateur du maximum de vraisemblance 6 de 6 lorsque 1’on tire un unique ticket

de valeur X, et montrer que P(6 = ) = 0.98.

La vraisemblance s’écrit
L(x;0) = 0.98 - T1g9(x) + 0.02- Ty(x)

Le graphe de 0 — L(x;0) est alors, a x fixé

L
0,98 °
0,02 °
€3 e
5 T 7

xT

La vraisemblance est donc manifestement maximale en § = 5

Donc § = & et P(O(X) = 0) =P (X =0) = P(X =100) =[ 0.98 |

On renumérote les tickets marqués 100 par a;0 (1 < i < 980) ou les a; sont des réels connus,
deux-a-deux distincts, et compris dans 'intervalle [10,10.1]. Donner le nouvel estimateur du

maximum de vraisemblance 6 et montrer que P(0 = 0) = 0.02. Ce résultat vous semble-t-il
paradoxal ?

La vraisemblance s’écrit cette fois

980
L(z;0) = 0.02 - Ty(z) + Y 0.001 - Lo,p(z)

=1

et est maximale en 6 = .

En conséquence, P(d = 6) = P(X = 6) = 0.02 On a méme P(6 > 106) = P(X > 10) =
1 —P(X =60)=0.98 : on est presque certain de se tromper d’un facteur 10!

Ce résultat est paradoxal, puisqu’il incite a penser qu’une méme méthode d’estimation (en
I'occurence, la maximisation de la vraisemblance) peut conduire, face a deux problemes quasi-
identiques, a un estimation satisfaisante dans un cas mais tres décevante dans ’autre.

Plus inquiétant encore (sauf bien-str pour I’étudiant de 'TENSAE, qui est vif d’esprit et averti),
supposons que les a; soient inconnus et tirés indépendamment selon une méme loi aléatoire L,
d’espérance 10.5 et (pour simplifier) a support borné. Alors I’e.m.v. reprendrait & nouveau une
valeur beaucoup plus satisfaisante (52 7o) : en d’autres termes, I'information supplémentaire
“connaissance des a;” se traduit par une estimation beaucoup moins bonne que si on ne disposait
pas de cette information !
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L’explication de ce paradoxe tient a la discontinuité de la vraisemblance, et a ce que ’estimateur
par maximum de vraisemblance n’est justifié qu’asymptotiquement (lorsque n — +00); cet
exemple donne en fait un cas extréme d’écart entre la loi a distance finie et la loi asymptotique
(ici n = 1, mais il faut noter qu’on peut aisément construire d’autres paradoxes de ce type pour
un nombre quelconque d’observations n).

Cet exemple illustre le danger des méthodes dont la justification repose uniquement sur un
comportement asymptotique, alors que le nombre de données dont on dispose est toujours fini
en pratique.
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4 Travaux Dirigés n°4

Exercice corrigé 1

0 Ql

0 Q2

0 Q3

Soit f la densité de la loi exponentielle de parametre é translatée de o

1 T — «

fz) = 5 exp [—T} Lo toof(7)

Donner les e.m.v. & et § de a et 6.

On obtient : @ = minx;, § = T — min x;.

Calculer la loi (& distance finie) de n(& — ).

On a:

P(n(a — «) > t) = P(minz; > a+t/n) = (exp_t/"‘g)n = exp(—t/6)

et done n(@ — o) ~ € ().

Déterminer la loi limite de /n(0 — ).

On ne peut pas appliquer le théoreme de la normalité asymptotique a é\, car @: n’est que l'une
des des deux composantes de 'estimateur du maximum de vraisemblance (@, 6) dont les com-
posantes ne sont pas indépendantes, et qui dans ce cas particulier ne vérifie pas les conditions
de régularité habituelles (notamment dérivabilité de la log-vraisemblance).

Il faut retrouver la loi limite d’une autre facon. Ici :

Vil —0) = v (T — (0 + ) + Vn(a — &)

Comme E (X) =60+ a, V(X) = 6% il vient d’apres le théoréme central limite :

Vi (@ — (0 +a)) ——— N(0,6?)

n—-4oo
De plus,
Vila—a)= —n@—-a) 50

puisque n(@ — o) ~ € (). Rappelons que :

X, 2 XY, Bax,+Y, -5~ X+a

n—-4o00 n—-—4o0o

si a est une constante. Donc :

V(0 — ) —=— N(0,6?)

n—-+00
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Rappeler I'expression de la loi de la statistique d’ordre (X (1), ..., X(x)) en fonction de f. En
déduire la loi du n-uplet

0 Q4
Q (nX(l)7 (TL - 1)(X(2) - X(l))v ‘o 72(X(n—1) = X(n—2))7 X(n) - X(n—l))

En déduire que 0 et & sont indépendants (i distance finie).

La densité de 'échantillon ordonné Y = (X, ..., X(n)) s’écrit
fY<y1, 7y7’b) = n'f(yl)f(yn)]ly1<<yn

En d’autres termes,

1 yi—o
_ n =i A
fX(l) ..... Xy (WY1sesyn) n!]ly1<...<yn9_n (Hizle v ) ]lmzniina

n! s yi—a
= e_nllaﬁy1<---<yne D °

Soit alors

T\ W) e (s (i =Dy — ), (U — Yn1)
Alors ¢ est de clasee C™ et en outre
ooy (21, 2m) = ‘Jacqb_l‘fy(qb_l(zl, ).

(ceci se montre en effectuant le changement de variable z = ¢(y) dans l'intégrale [, fy(y), pour
toute partie mesurable A de R™).

Or ¢(Y); = nY;, donc

puis ¢(Y )2 = (n — 1)(Yz — Y7), et donc

09(:)2
oy, —(n—1)

82—82 — (n—1), Vi>2
a¢(')2

9Y;

de sorte qu’en définitive
n 0 0 ... 0 0
—(n—-1) (n-—1) 0 .. 0
Jac(¢) = 0 —-n—-2) m=2) ... 0 0

e}
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En conséquence, |Jac(¢™1)| = |Jac(¢) ™| = [Jac(¢)| " = L
D’autre part, 1,54 = Ly(y),>na, Puis pour @ > 2, 1y, o = L), >0

. .
;:1 n—;—i-l’

Enfin, une récurrence immédiate montre que Vi € [1,n], ¢=(2); = > de sorte qu’en

définitive

fZ(Zly ceey zn) = 97” eXpi(Z Z—na)/9 ]lzlznoz]lzg>0~-~]lzn>0

Autrement dit, les Z; sont indépendants, avec Z; ~ na + &€ (%), et Z; ~ & (é) pour ¢ > 2.

~

Finalement, constatant que a = %Zl et § = %Z?:z Z;, on conclut que @ et # sont indépen-
dants.

Exercice corrigé 2

0 Ql

Cet exercice présente les bases de I'estimation bayésienne.

Soit (€2, A, P) un espace probabilisé, A un événement non-vide et (Hy,..., H,) un systéme
complet d’hypotheses incompatibles non-vides (c’est-a-dire une partition de €2).

Exprimer P (H;|A) en fonction des probabilités de Hy, ..., H,, de celles de A conditionnel-
lement & H; et inversement, mais pas de P(A).

On a par définition de la probabilité conditionnelle
. P (AN H;)
1 P(AlH;) = ———=

et donc

P(A) = P(ANQ)
= P(AN(UL H;)) car (Hy,...,H,) est complet

= Y P(ANH,;) car (H,...,H,) est disjoint
=1

= ZIP (A|H;)P(H;) car chaque H; est non-vide
i=1

(cette formule est dite des probabilités totales).
Par ailleurs on a
P(AH;) P (H;) =P (AN H;) =P (H;|A) P (A)
et donc
P (H;) P (A|H,)

P(H;)P(A|H;)
| I P(H)P(A|H)
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0 Q2

U Q3

Cette relation exprime la probabilité d’'un événement H;, une fois connue la réalisation de A,
en fonction de sa probabilité a priori.

Soit (X1,...,X,) ~ Ly, de parametre inconnu 6 € ©.
k42

On suppose que # suit une loi a priori de densité my sur ©.
Donner la densité 7., de la loi a posteriori de 6 conditionnellement a I’observation de X = x.

Dans le cas ou © = {6, /i € N} est dénombrable il suffit d’appliquer le résultat précédent a
A={(x1,...,2,)} et Vi e N, H; = {6;}.

Dans le cas général le calcul est similaire : la formule des probabilités totales s’écrit pour toute
A C R"™ mesurable

P(X € A) :/P(XeAw:eo)P(e:eo)deo
S

et par suite pour toute B C © mesurable, a supposer que P(X € A) # 0
PO eB)P(X € Alf € B)

PO eBlXeA= P(X € A)

et donc

fL';@n (3317~~~,33n) 71'0(9)
S fﬁgan(xl,.--,xn)fro(e)de

T (01X =)

Définissons pour tout estimateur 5(95) de @ la fonction de risque quadratique

R, (9) = /@ B (6(X) ~0) dv(0))

ou v désigne une loi quelconque sur O (par exemple dv = modA ).

On appelle estimateur bayésien de 6 I'estimateur 6 qui minimise le risque associé.
Montrer que l'estimateur bayésien de 6 associé au risque R, est

Oa) =B, (6) = [ om,(6)d8

O

Attention aux notations : £, ( .. §(X )...0.. ) désigne 'espérance sur la variable X, espérance

qui dépend de 6, et non pas une espérance sur la Varlable 0. En outre I’énoncé suppose ici que
0 -4

© est de dimension 1 (sans quoi il faudrait noter Eq||6
Soit X = R".
Premiere méthode :

On cherche I'élément T': X — O (qui est une fonction) qui minimise

Re(T) = / / 0)? fr,(2)mo(0)dzdd
= /X ( /@ (T(x) = 0)” fr,(w)m ()d@) dz  d’apres Fubini
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Or la fonction

o (o = La—of s )

est positive, donc il suffit de minimiser point-par-point :

~

0 = argmmTXH@/ o (T(z))de = < = © )

T = argminge ¢(x,t)

Soit donc x € X fixé, et calculons le nombre 9\(90) = argminceo ¢(z,t). On a

olat) = / (t — 0)? fz,(x)o(6)d0

_ ( /@ fge(x)%(@)d@)tz + (—2 /@ Hf[;g(:z)qﬁg(G)dH)t + ( /@ 02 fgg(x)%(ﬁ)d@)

(.

v~ v~
c

b

Donc ¢(z,t) = at® + bt + ¢ est une parabole en ¢ (& x fixé), et est donc extrémale en — = ;

2a
comme a > 0 elle est minimale en —% et donc

b

" 2a

Jo 0.1z, (x)0(6)d0
f@fﬁg ( )

_ ey 1‘) )
B / f@fﬁg I) 0 da

argmince ¢(x,t) =

Par conséquent,

Vo e X, 0(x) = [, 0m,(0)dd

Donner l'estimateur bayésien de 6 € [a,b] lorsque my = Uja) en fonction de la densité de la
O Q4 [loi £y de X.
Expliciter cet estimateur lorsque Ly est la loi exponentielle £(6) de parametre inconnu 6 > 0.

Dans le cas d'une loi a priori uniforme on a simplement

f(r) = 0.1 (0)d0
[a,0]
_ 6 fﬁg(:clu"'wxn)% d@
[a,b] f@fﬁg Ti,..., % )b_de
f[a,b} efﬁe

Jiasy 2o (x)d@
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Dans le cas ou £y = £(0) la densité de Iéchantillon indépendant (Xy,...,X,,) est

fg(@)@n (Xl = T1y0.- ,Xn = l’n) = H;lzl (ee_gxi]lwizo)
enefO(x1+---+mn)]1

= min; ;>0
et donc pour (x1,...,x,) € (RT)" il vient
N iy O e Ot gg
fz) = -2

Jun e

n+l e 02iz1%i ] b _ n e ?Xic1e
[9 -2 T a f[a,b] (TL t 1)9 -2 T do

= —— par parties
f[mb}g e—0(@1++an) d0

1 1 anrlebe?:l T; __ an+167a >
e n o
Z?:l Li f[a 0] Gre—0(z1++zn) 0

i=1Ti g 0me= 1t tEn) dg

Ainsi | 6(z) = <t (n +1-— 7 U > lorsque © = [0, 0] par exemple.
[0,

L’estimateur du maximum de vraisemblance de 6, par comparaison, est 0" (r) = s—.
i=1 "

Exercice corrigé 3

Un des premiers exemples d’utilisation de la Statistique Bayésienne remonte a Laplace, en
1786. Celui-ci décida de répondre a la question suivante : au regard du nombre observé n, de
naissances masculines parmi n naissances a Paris, peut-on dire si la probabilité p quun enfant
qui naisse soit un garcon est supérieure a %?

0 Q1 Laplace munit le parametre p d’une loi a priori uniforme sur 'intervalle [0, 1]. Ce choix vous
semble-t-il naturel 7

Laplace considere en fait de ne pas détenir d’information sur p autre que celle apportée par les
observations : en d’autres termes, il n’a pas d’ ”a priori” sur p, ce qu’il modélise par une loi a
priori uniforme. Cela revient intuitivement a donner une "probabilité égale” a toutes les valeurs
possibles de p. Mais cette intuition est en fait trompeuse : si on change la paramétrisation
du modele (en remplagant p par ¢ = p? par exemple), on se rend compte alors que la loi a
priori sur g n’est plus uniforme! Cette reparamétrisation ne nous a pourtant apporté aucune
information supplémentaire. Ce paradoxe illustre la difficulté de bien choisir une loi a priori,
surtout dans un cadre non-informatif (c’est a dire lorsqu’aucune information n’est disponible a
priori). Cependant, nous verrons en 4) qu’il est assez simple de se restreindre au moins a un
choix limité de lois a priori raisonnables.
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Exprimer alors la loi a posteriori de p, puis exprimer la probabilité P (p > %]Ng = ng) sous
forme d’un rapport d’intégrales.

O Q2 |Remarque : Laplace, obtint, pour n = 493472 et n, = 251527, une probabilité
P (p > %|Ng = ng) ~ 1 — 1.15.107*% et en conclut que p était trés vraisemblablement plus
grand que %

La densité de la loi a posteriori 7(|xq,...,x,) du parametre 6 s’écrit sous la forme (voir
exercice 2 )

W(Q)P(‘rb ) xn|9>

T (0)P(z1, ..., x,|0)d0

0|z, ..., x,) = T

e
11 vient

71—(p|*Ng = ng) = m(p)P(Ng = nylp)

Par conséquent

1 w(p)P(N, = nglp

Uy =) - P =)y
[0,1] fo *ng‘p)
f png _ n ngdp

fO ng 1_ n ngdp

P(p >

Donner I'espérance et la variance de la loi a posteriori en fonction de la vrai valeur pg du
parametre p. Quelles sont leurs limites lorsque n — +o00?
Rappel : la loi Beta B(«, 3) de parametres o > 0, 3 > 0 admet pour densité :

0 Q3 (1 — )P
o = 1
ot B(a, ) = [, 2>~ 1(1 — )P~ 'dz.
Son esperance est E (X) = ;45 et sa variance V (X) = Wfﬂrﬁﬂ)

Notons 7, la densité de la loi a posteriori : m, est la densité de la loi B(n,+1,n —n,+1). Son
espérance et sa variance sont donc :

Bl -
 (ng+1)(n—ny+1)
Vﬂp[p] - (7’L—|—2)2(7’L—|—3)

n N
Or ng = Zizl gi ou g; = ]ll’enfant i est un gargon ’\Z B(LPO)
i
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0 Q4

. D.S.
Donc en vertu de la loi forte des grands nombres “2 = 1 5™" g, —"" py et donc
n n =1 n——+o0 0

En d’autres termes, lorsque n — +o00 la loi a posteriori se “rétrécie” (sa variance tend vers 0) et
se concentre autour de la vraie valeur pg. Ce résultat est intuitif : plus on dispose d’observations,
plus faible est 'incertidude sur la valeur du parametre p.

Ces limites sont-elles modifiées si on choisit pour loi a priori sur p une loi B(«, ) quelconque ?
Pourquoi est-il judicieux malgré tout de se restreindre au moins a la classe des lois a priori
telles que o = (37

Si on change la loi a priori uniforme (qui correspond d’ailleurs & une loi (1, 1)) pour une loi a
priori plus générale B(a, ), on obtient une loi a posteriori :

m(p|Ng = ng) o< p* (1 —p)PTp" (1 —p)" 11 (p)
x poﬁrngfl(l . p)BJrnfngfll[O’l] (p>

(ou  signifie "proportionnel a”)

La loi a posteriori est donc une loi B(ng + a,n —ng + 3). On vérifie alors facilement que E [p]
et Vi, [p] conservent le méme comportement asymptotique que dans le cas précédent. En effet,
plus grand est le nombre d’observations, plus le poids de I’a priori est faible, et ce poids devient
nul asymptotiquement.

Cependant, la Statistique Bayésienne ne repose pas sur des justifications asymptotiques. A
distance finie (c’est a dire pour un nombre fini d’observations), une loi a priori mal choisie
peut sérieusement déformer la loi a posteriori, et mener a une inférence complétement érronée.
Ainsi, au vu du probéme posé (situer p dans I'un des deux intervalles [0, 1] ou [3,1]), on n’a
aucune raison de favoriser a priori I'une de ces deux régions, seules les observations pouvant
nous permettre de les départager. Il est donc naturel de se restreindre au moins aux lois a priori
symétriques (o = (). Parmi celles-ci, on peut aussi écarter les lois de treés faible variance (ie
telles que « prend de fortes valeurs, ex : B(10,10)), qui privilégient inutilement un voisinage

trop restreint du point %

Finalement, la loi a priori uniforme proposée par Laplace semble donc un choix raisonnable
parmi d’autres, au moins pour le probleme posé. Il est en fait possible de proposer une loi
plus satisfaisante (dite loi a priori de Jeffreys, ici B(1/2,1/2)) qui permette de s’affranchir du
paradoxe de la reparamétrisation présenté en 1).
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5 Travaux Dirigés n°5

Exercice corrigé 1

On souhaite évaluer et analyser le phénomene du chomage. Pour cela, on dispose de n obser-
vations sur les durées y;, 1 < ¢ < n, pendant lesquelles des individus sont restés sans emploi.

On suppose dans la suite que les variables aléatoires correspondantes (Y;)icp1,n) sont ii.d. et
suivent la loi de Weibull de parametres a et b. On rappelle que cette loi est continue sur R et
admet la fonction de répartition pour y > 0

F(y;a,b) =1 —exp (—ayb)
On définit la fonction de survie par

Sy)=1-F(y)

et la fonction de hasard par h(y) = %

=

B Partie 1 Généralités

0 Q1 ‘Donner I’expression de la fonction de hasard du modele.

Par définition on a pour y € R*

OF
f<y7 a, b) = F(:% a, b)
= abyb_le_ayb
Il en découle que

h(y;a,b) = aby’ 1,59

Quelle est en terme de chomage l'interprétation de la fonction de hasard ?

Expliquer alors pourquoi il est important de considérer le cas particulier ou cette fonction
[0 Q2 |est constante.

Pour quelles valeurs des parametres, la fonction de hasard est-elle constante 7

Quelles sont alors les lois des durées de chomage ?

La fonction de hasard h(y) s’écrit comme le rapport % Or

fly) = %;ya’b)(y)
_ i PV Elyy+dy))

dy—0+ dy

et par ailleurs S(y) =1 — F(y) =P(Y > v).
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0 Q3

Autrement dit

ot dy P >y)
LPY ely,y+dy[NY >y)

= lim —
dymo+ dy P(Y > y)

) 1
- dggr(; yIP’(NON(Y >y+dy)|Y >y)
En d’autres termes h(y)dy mesure la probabilité, pour un individu encore au chomage a la date
y, de sortir du chémage peu apres y (au sens “apres y + dy”, ceci pour dy “voisin” de 0).
Supposer que h est constante revient a supposer que la probabilité de sortir d'une période de
chomage de durée dy ne dépend pas de sa date y, c’est-a-dire qu’il n’y a pas d’effet mémoire.
Sachant que

1 —abyb
abyb 16 aby

h(y) =

= aby

e—ay’
b—1

cette condition est vérifiée si, et seulement si b = 1.

Lorsque cette condition est vérifiée, on constate que la loi de durée du chomage s’écrit simple-
ment pour y > 0

fly;a,1) = ae™™

dont on remarque qu’il s’agit d'une loi exponentielle de parametre a.

‘Etudier I’évolution de la fonction de hasard en fonction de a, puis en fonction de b.

Etudions les variations de h(y;-,-) en fonctionde a et b & y > 0 donné.
Il vient
— Selon a :

h
a—(y, a,b) = by"!

da
> 0 carb>0

Ainsi la situation du chémage s’améliore (au sens ou la probabilité de sortie s’accroit) lorsque
a s’accroit.

— Selon b :
oh
S ab) = ay’! +abln(y)y"!
= ay’' (1 +bln(y))
En conséquence
1 A 7 7/ . A
— Siy €]0,e" %], soit si b > —m, la situation du chomage se détériore lorsque b croit.
- Siy E]e’%, +00], soit si b < —=—, la situation du chomage s’améliore lorsque b croit.

In(y)’
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ll Partie 2 Estimation contrainte

On suppose dans cette partie b = 1. Le modele est alors uniquement paramétré par a.

0 Q1 ‘Le modele est-il exponentiel 7 Si oui, expliciter une statistique exhaustive.

La vraisemblance du modele est donnée pour (yi,...,y,) € R" par

L(y;a,1) = I, (ae‘“y"]lyizo)
—G(Z?:l '?/i)

= (an]lmini inO) e

On constate donc que le modele est exponentiel, de statistique exhaustive T(Y) = > " | V.

1=

0 Q2 ‘Déterminer le vecteur du score et vérifier directement qu’il est centré. ‘

La log-vraisemblance est alors pour (y1,...,¥y,) € RT"

InL (y;a,1) :nlna—aZyi

=1

Le score s’écrit donc

Sa(y;a,1) = (y;a,1)

Il s’ensuit que
n n
E(S.(y;a,1)) = — — E(y;) =0
(Saly;a,1)) = — ;1 (i)

de sorte que le vecteur score est bien centré (ce qui est une propriété générale, voir TD 2,
exercice 2 )
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U Q3

0 Q4

ll Partie 3

0 Q1

Quel est I'estimateur du maximum de vraisemblance ag de a?
Est-il sans biais, y a-t-il surestimation ou sous-estimation systématique ?

De la condition nécessaire 22L(q5) = 0 on tire Gy = % : réciproquement @y maximise bien la
9a L0 0= 3 0

log-vraisemblance car celle-ci est concave.

o - 5(3)

> —— (d’apres l'inégalité de Jensen)

Par ailleurs, on a

Autrement dit, ay est biaisé et surestime systématiquement la vraie valeur a.

On pourrait méme calculer le biais exact, en s’appuyant sur le fait que (Y1+...4Y,,) ~ I'(n,a) et
en calculant explicitement fR 2 fr(a)(s)ds = ~"5a; on en déduirait que ”T’laAo est un estimateur
sans biais de a.

‘Déterminer la variance asymptotique de cet estimateur dy ‘

Ona 0?InL
n n
f"<a>:‘E( Ja? :7)

et donc

(Attention, c’est bien I,,(a) ™! et non pas I;(a) ™! car on étudie la loi asymptotique de (ag—IE (ay))
et non pas celle de \/n(ay — E (ap)))

Estimation non contrainte

On considere maintenant le cas ou a et b peuvent a priori prendre toutes valeurs positives.

Le modele est-il exponentiel avec une statistique exhaustive dont la taille est indépendante
du nombre n d’observations ?
Si oui, expliciter une telle statistique.

La vraisemblance du modele est donnée pour (y1,...,y,) € R" par
= ((@b) Lipin, yy0) - (T - em S on’)

On constate donc que le modele n’est pas exponentiel, car on ne peut dissocier les termes en
y; du parametre (a,b) 1a ot ils interviennent (& savoir Y., 4;%). Donc en vertu du théoréme
de factorisation (Y7,...,Y},) est exhaustive et minimale, et il n’existe donc pas de statistique
exhaustive comportant moins de n composantes.
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0 Q2 ‘Ecrire les équations de vraisemblance. Sont-elles résolubles sous forme analytique ?

0 Q3

La log-vraisemblance s’écrit pour (yi,...,y,) € R™"

InL(y;a,b) =nlna+nlnb+ (b— 1)2111% —aZyib

i=1 i=1

— 2 v

{ ah;L(y; a’b) - n n b
+ Y Inyi —ad L Iny;y;

=i (yya,b) =

~

et donc l'estimateur (a, b) de (a, b) vérifie

>33

-~ — n
“ I S
ay rIny y’ - % = > ny
On constate que /b\, et par suite @, n’est pas exprimable sous forme analytique. Pour autant

Rt — R
o . e s
b % 4o Tt assure de l'existence et de l'unicité de

I’étude de la fonction <
Dt yﬁ’

/b\, et donc de a.

Donner la forme de la variance asymptotique de I'estimateur du maximum vraisemblance

a . a
( i ) du parametre ( b >

On a successivement

0’lnL n
9z Wb = =
9?In L -
Gagy, i) = =3 (myy)
i=1
9?lnL n -
b2 (y7 a, b) - _b_2 —a Z ((111 yz)2yzb)

En conséquence

. E _ - nlk (ylb In yl) -
s b nlE (ylb In 3/1) 3+ nal ((ln Z/i)Qyib)

II reste alors & exprimer E (y}In(y;)?) pour i € {1,2}; ce calcul peut étre fait au moyen des
intégrales eulériennes.

Remarquons pour ce faire que si Z suit une loi de Weibull de parameétre (o, 3), de densité
fap(x) = bz 1e"1,.,, alors pour p € N* on a

+oo

E(Z*In(Z)*) = / 02 In(2) a2 e " dz
0
1 [t

U
= — In? (—) we “du en posant u = §z%
arf J, 9 P
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0 Q4

En particulier pour p € {1,2} on a
1 oo
E(Z%In(Z2)) = @/0 In (%) ue “du

+oo
E(2°(n2)?) = %/ ln(%)zue_“du
0

Or ( TD 2, exercice 2 )

E(X*In(X)) = 71_';;”19
2 1 (7 2 2
E(X*(InX)?*) = 27 (F — 274+ v*—2(1—7) In(f) + In(0) )

Ceci permet alors de conclure en posant § = a et a = b que”

—~ n l1—y—Ina -1
a a2 i ab

Vas <( i )) - 1—y—Ina n 2 2 1 1 2
b n=—1"2% b—2<1+?—2’y+’y —2(1—17) na—l—(na))

En déduire la variance asymptotique de a lorsque b = 1.
Comparer alors les estimateurs a et ag lorsque b = 1.
Quelle conclusion en tirer ?

Remarquons que pour toute matrice A, A™1 = ‘—i‘C’om(A)/ ou Com(A) désigne la comatrice de
A; par suite

L(a, 1) = 1 n+nak ((Iny)*y) —nE(y1Iny)
e —nlE (y1 Iny) =
Par ailleurs,
n
|I,(a,1)| = = (n+ naE ((Iny)*y1)) — (nE (n Iny))?

En conséquence,

. n+naE((Iny)*y)
Vas (CL) - |In(a,1)|

_ n + nak ((Iny;)%y;)
% (n +nak ((Iny1)?1)) — (nE (y1 lnyy))*

_ @ (1 n o (nE (1 11'1’y21))2 2)
n (n +nak ((Iny1)*y1)) — 5 (nE (y1Inyy))

> 5

= Vas (@Ao)

"Bien que la tentation soit forte, nous résisterons ici au plaisir d’inverser cette matrice.
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0 Q5

B Partic 4

0 Q1

Ainsi estimer sous contrainte permet d’obtenir un estimateur plus efficace qu’estimer sans
contrainte.

a
Quelle démarche pourrait-on proposer pour étudier la distribution de I’estimateur ( ~ )

b

lorsque 1’échantillon est de petite taille, par exemple n = 107

Lorsque I’échantillon est de petit taille, une simulation permettrait d’étudier la distribution de

( % ), de la facon suivante :

— Observant (yi,...,y,), on en tire 7 estimateur du maximum de vraisemblance de

a0
(i)
— Soit alors W? la loi d Weibull de parameétre c/zb, 56; on tire alors un échantillon indépendant

de taille N selon W°, soit (3%, .. .,AyON).
i

— de cet échantillon on tire alors %Li , et ainsi de suite.
. _ al a .
Bien-entendu, a la limite lorsque N — 400 on a i = 7 ; il en va de méme lorsque

le nombre d’itération devient arbitrairement grand.
L’idée serait donc plutot de se limiter a une ou deux itérations, mais de répéter le tirage pour

.
obtenir la distribution empirique de ( ZI > .

Cas indépendant - non équidistribué

On considere maintenant le cas de T' observations Y7, ..., Yy indépendantes, de lois respectives :

F(y;e 1), te [1,T], a€R

Déterminer la vraisemblance du modele L, et vérifier qu’elle est concave en « a (y1,...,yr)
fixé.
En déduire I’équation caractérisant l’estimateur du maximum de vraisemblance ar de a.

La vraisemblance du modele est donnée pour (yi,...,y,) € R" par

L(y;a) = I ee " (1,,5)

T T
« Zt:l te_ Zt:1 ety

]]'infte[[l,T]] y:>0€

Une condition nécéssaire sur 'estimateur & de o est donc

T

5 (i) = 52

t=1
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condition dont on vérifie qu’elle est suffisante puisque la log-vraisemblance est strictement
concave car de dérivée seconde

0’lnL T
W(?J;Oé) = — Ztoteat <0 VaeR"
o
t=1
0 Q2 On note u; = 1y — e o7t
Donner l'interprétation de u;.
On a
u = y—e ™
= Yt — E|a:a(yt)

Ainsi u; représente 1'erreur de la prévision empirique de v, différence entre la réalisation réelle
de y; et la meilleure prévision compte-tenu du modele estimé.

Montrer que I'équation de la vraisemblance correspond a la condition d’orthogonalité de

0 Q3 (ug,...,ur) et de 1,...,T pour un certain produit scalaire que 'on précisera.
On a
dIn L T(T +1) ZT
— . t at

= i (t — tye™)
= XT:t (1 - yteat)

de sorte que

olnL r &
80./ (y,oz):Zettut

t=1

Posons donc

<>, ( (RT)? — R* )
P\ (@) (e)) = Zthl phry;
Alors pour tout p € R™, < |- >, est un produit scalaire, et en outre

Oln L
oo

(y,a) =0 < <(1,....,7)|u) >a=0
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Exercice corrigé 2

0 Q1

On étudie entre les dates 0 et T" un groupe de n individus sans emploi a la date 0, et on cherche
a modéliser les durées de chomage (7})c[1,]-

En pratique, on observe les durées de chomage en mois. Plus précisément, on ne dispose pas de
la variable continue 7;, mais seulement de la variable discrete T)" donnée par

Ty = [T

Autrement dit, la variable T} vaut ¢t + 1 si I'individu ¢ a retrouvé du travail entre le t-eme et

(t + 1)-ieme mois.

En outre entre t et t 4+ 1, on suppose que :

— T'individu 7 regoit N} offres d’emploi, oit N} est une suite de variables i.i.d. de loi de Poisson
P(A);

— si I'individu i est toujours au chomage a la date ¢, et si parmi les N} offres qu'il regoit, I'une
au moins offre un salaire supérieur a une constante &;, propre a 'individu (appelée salaire de
réserve), alors I'individu n’est plus au chomage : (T =t +1);

— les salaires des offres d’emploi sont tirés indépendamment des dates d’arrivée des offres et de
leur nombre dans une loi de fonction de répartition F.

On suppose dans un premier temps pour simplifier que T' = +oc.

Calculer P(T =t + 1|T; > t) en fonction de F, &, A

On suppose pour simplier que jusqu’a la question 4, T" = +o0. Sinon, il faudrait alourdir les
expressions des densités qui suivent en adjoignant l'indicatrice 1<y adéquate.

On apour t € [1,7 — 1]

P(TF =t+1|T; >t) = P(L’individu ¢ regoit au moins une offre intéressante entre ¢ et ¢ + 1)

= P(N} >1 A Une des N/ offres propose un salaire > ;)
+oo

= Z P(N} =k A Une des k offres propose un salaire > &;)
k=1

= Z P(N} = k) - P(Une des k offres propose un salaire > &)

= Z P(N} = k) - P(Toutes les k offres proposent un salaire < &;))
+oo )\k R i

-y (; ) (1P
k=1 ’
+o0 /\k

AF&
D Z

k=1
= ¢ (e’\ — 1) — e (e’\F(fl) — 1)
— 1 — AFE)-D
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O Q2 |En déduire la vraisemblance de (77, ..., T7).
On apourte 1,7 —1]

PTr=t+1) = PT =t+1 ANTi>t) car T/ —1<T; <T;
= P(I7 =t+1[T; > 1) - P(Ti > 1)
= P(T;=t+1|T;>t)- (1 -P(T; <t))

= P(I} =t+1|T, >1)- <1—Xt:P(Tf:k;)>

ce qui s’écrit encore, en notant u; =P (T =t) et p=1— eAME(E)-1)

t
Ut+1 = P (1 - ZM)
k=1

avecu; =P (T =1)=P(T;=1|T;, > 0) = p.

Alors, up = p(1 — p), puis us = p(1 — p = p(L = p)) = p(1 — p)*.
Soit donc t > 3 tel que V' < t,uy = p(1 — p)t' 1 ; alors

t
Uty1 = P 1‘2%/)

t'=1

= p 1—Zp(1—p)t'1>

t'=1

t—1
= 1—p2(1—p)t/)
t'=0

Ainsi Vt € [1,T — 1], us1 = p(1 — p)t, ce qui s’écrit encore

Vie[1,T—1], P(I;y =t+1) = (1 — 2FE)7D) AEE)-D)
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0 Q3

Autre méthode : On a directement pour ¢ € [1,7 — 1]

P(Tf=t+1) = P(IF=t+1 AT, >t) carTf —1<T,<TF

= P(Iy =t+1|T; > t) - P(T; > t)
t

)
1

= P(Iy =t+1|T,>1)-

]

=

P(E>j+1lﬂ>j)>

-~ &
Il
=)

= P(T} =t+1|T,>¢)-

)

=

(1—P(T@-§j+1\Ti>j))>

~ S
Il
= o

= P(I7=t+1|T;>1t)-

)

—~
[u—
|

t—1
= (1-— e, (H (@(F(&)—l)))

=0

P<n*=j+1|ﬂ>j>>)

<.
o

_ (1 _ e/\(F(&)*l)) MUE(&)—1)

Les comportements des individus étant censément indépentants, les variables (77)c1,, sont
statistiquement indépendantes et par conséquent

LTf,---vT:Z (th o tn sy F )\) — H?:1 (1 _ BA(F(éz‘)—l)) eA(F(Si)—l)‘(ti—l)]lmini £>1

On suppose que tous les individus ont le méme salaire de réserve : & = £ et que ce salaire
de réserve commun £ est connu, ainsi que la fonction de répartition F'.

Trouver I'estimateur du maximum de vraisemblance de .

Montrer directement que cet estimateur est convergent et asymptotiquement efficace quand
n — +00.

[0,1]

Soit (t1,...,t,) € [1,T]", et soit ¢ : ( 7’7

— Rt

= (1 =)yl )
Alors In¢ est C*°, et de dérivée aéind)(n) -5t %Z?:l(ti — 1) ; donc elle est maximale en
n=1—fout=13" 4.
Or Lys, qx(t1, ... tn 3 F,N) = ¢ (T ©O7D) donc par conséquent \ vérifie

AFOD =7 =1-1 cest-a-dire
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On a d’apres la loi de grands nombres

lim T = E(T})
P-8.,noo
+o0o
= D P(I;=1)-t
t=1
+o00

t=1

1o

(1-a)-

]_171[

—

—

e S5 ),

Z(l - a)tat_17 en notant a = eA(F(S)—l)

R
Yot

)@

ox
O(r — 1
- (-0 2
1
- (1_a)'(1—a)2

1
1 — eAMFE-1)

Remarque : Pour calculer

a), car la série converge absolument sur le disque ouvert

Z:S P(k)t¥, il suffit de décomposer le polynome P(X) dans la base

LX-1,(X=1)(X—2),... ce qui conduit a

400 +00 d
S Pt = Y Yooy ey ¢
k=0 k=0 \ =0 h z‘t;Tnes
d +oo o (ac — )
PO
i=0 k=i )
d i
- Z%’a ($ Hﬁ)
i=0 Oz' @
i (—1)%!
= QN1
"o
Par suite
N N 1 1
\ b In| 1+
n—-+00 1—F(§) < m_l)
1 F(§) eMF(6)-1)
_ 1 1 1
T 1R M\ @@
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0 Q4

ce qui prouve que A est un estimateur convergent de .

Cherchons enfin la loi limite de (X—)\) ; pous ce faire cherchons tout d’abord celle de (T—E (T))
On a, en notant a = e*¥F©-1)

“+oo

2 t—-1 1
= (1-a)) ta e

t=1

+00 +o0
:<1_®(}§:WV_DMQ+E:MFQ_Lﬁézﬁ

t=2
2 1 1 -

= (1—a) (a(l E + a )2> — A=) car les séries convergent absolument
—a —a —a

~ 1+a 1

- (1-a (1-a)p

B a

- (1-a)?

D’apres le Théoreme Central Limite on a donc

() SV ()

donc d’apres le théoreme de Slutsky

Vi (A=2) ﬁw@ (1—aa>2’gl(1i“>2>

. ( 10,1] — R )
oug: .
g r —17;(5) In(1+ -45)
2
On a Vz,¢'(z) = k—%m et donc ¢’ (=) = 17;(5) (l_aa) de sorte que finalement

1—eMF©)-1))?

~ L
\/ﬁ (A - )\) e N (Oa (l—Fl(ﬁ))Q ( eAF(€)—-1) ) )

n—-+o0o

En pratique, 'enquéte se termine a la fin du T-ieme mois, T < 400 : a cette date, certains
individus sont encore au chomage ; on n’observe donc que :

= T+1siTy>T

Ecrire la vraisemblance des observations (77*,..., 7).
Donner I'estimateur du maximum de vraisemblance de .
Remarque : On suppose toujours le salaire de réserve commun £ et la fonction de répartition

F' connue.
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On apourt € [1,T — 1]

Wk » o “7-;'* =t+1" si “T’i* <177
1—; _t+1 - “T"—l:t—i_l” Si“]‘vi*>T7,

soit I <TetT=t+1"
soit I >TetT+1=t+1"

soit “If=T+1letT+1=t+1"
soit “IY=T+1letT+1>t+17

soit “t+1<TetT=t+1"
soit “IT=t+letT +1=t+1"
soit “I"=T+1etT+1>t+1"

-~

{ soit “t+1<TetT=1t+1"

événement impossible

Donc
P(Ty =t+1) sit+1<T
P(T* =t+1)= P(Tr>T) sit+1=T+1
0 sit+1>T+1
Or P(T7 =t +1) = (1 — AFEO7) MEEO-D 6t par ailleurs
+oo
P(I;>T) = Y P(I7=r)
T=T+1
o0

= Y (1 - AEOD) (AFO-D)T

=T

_ MEO-)T

En conséquence on a

Lyse et 1,0ty + 15 F )

WiepmP (" =t + 1)

(I 1<rP (T =t; + 1)) - (Ht1+1>TP( ) ]lt H1=T+1)

= (Wyprer (1 — AFO-D) il (H F (&)~ 1)) ]lti-i-l:T—i-l)

)I{ i/ti +1<T}\ (e’\( 1))2 ti<rti ) ((eA(F(f)—1)>ZtiZTti>

- (0~
( (1- o) )I{ ifti <T}\) ((6 (F (5)71))2\#,. tz’>
- (0~

F(&)- 1))|{ i/ti <T}\> ((e (F(g)_1)>ni>

On en tire que
0ln LTl**,...,T;:*

, _ Hiti<T} | n(-1)
At ot FOA) = =

1 — eAMEFE-1)  AF(E)-1)
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de sorte que

AEEO-1) — n(t—1)
Hi/t; < T} +n(t—1)
et donc
Censure _ 1 n(t—1)
A T OF(9)-1 In (l{i/ti<T}‘+n(f—1)>
Comme en 'absence de censure (T = +00) on a a\—= 5) -In (1 _ %) on a

— t—1 t—1
A -\ = <ln( T”—i—t—l) —ln(T))

( {Z/t <T}|

On suppose désormais que F' s’écrit :

0 Qs F(:z:) _ (1 _ 6*7(6*&0)) Tese,

ol v est un parametre inconnu a estimer et &y est connu.
Le couple (), ) est-il identifiable ?

La vraisemblance s’écrit cette fois

e\ [ et
LTl**v ST (t17 e 7tn ; ’Y,)\) — <]. — e et 0 > (6 At ’ ) ]]‘5250

On constate alors que ¢ : ((A,7) — Ar7) n’est jamais injective (car Vr € R™ ¢(1,1) = r

1) (l \/7_")), de sorte que la vraisemblance ((/\, Y) = Ly e (b1, -t 5, )\)) ne l'est pas non

27

plus, de sorte que le parametre (A, y) n’est pas identifiable. D’ou U'intérét des calculs précédents

Exercice corrigé 3

l Partic 1 Préliminaire

On rappelle que la loi exponentielle de parametre A admet la densité f(y,\) =
{ el siy >0

0 sinon.
0 Q1 |Soient n Variables aléatoires Y;...Y,, i.i.d. de densité f(-, A).
n 1
Montrer que Z Y; suit une loi de densité /\”ﬁ “M1,100)(y) (on pourra commencer
n —

=1
par le montrer pour n = 2 pUiS procéder par recurrence).
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B Partie 2

0 Ql

0 Q2

L’assertion est triviale lorsque n = 1.

Soit donc n > 1 tel que 'assertion soit vraie.

Soient Y7,...,Y, 1 i.i.d. de densité fe(-, A).

Définissons pour k € [1,n + 1] Sk = Zle Y;.

R —  R™x]0,1]
(z,y) — (z+y,75)

-1
y X _1
l-y x z
n—1

Or Lg, v,.,(s,y) = ()\” (271)167’\‘9]15%)) - (Ae™1,.0), par hypotheése de récurrence et puisque

Constatant que S,4+1 = S, + Y11, définissons ¢ : ( ) ) Alors ¢ est

un C*°-difféomorphisme, de jacobien

Sy et Y, 11 sont indépendantes (car les (Y;); sont toutes indépendantes).

n—1

En conséquence, puisque ¢ (u, v) = (uv, u(1 — v)), Lg(s, Vo) (U, v) = )\”“%e*’\“ulwo A velod]

En particulier d’apres le théoreme de projection Lg(s, v,,.), (u) = )\"““n—?e_’\“]lwo, ¢’est-a-dire

n
- )\n+1u_

—Au
nl € ]1u>0

LY1+---+Yn+1 (U)

de sorte que 'assertion est vraie pour tout n € N*.

Dans tout le probleme, Z; et C;, pour i € [1,n] désignent des variables aléatoires indépendantes
suivant des lois exponentielles de parametres respectifs A, u € RT*.

Observation parfaite

On dispose d'un échantillon d’observations (2;, ¢;);cq

Ecrire le modele statistique correspondant.
S’agit-il d’une famille exponentielle 7 Si oui, peut-on exhiber une statistique exhaustive ?

Le modele statistique s’écrit {<R+2>n , (€- 5)®n}.

; . —Azi—pe;
On a de plus pour i € [1,n] Lz, o, (zi,¢; 3 A, ) = Ae™ "7+ et donc
. _ n_—A> " zi— T
Lz 20215y 2 Cly ey O s A ) = (Ap)"e iz AT G 0 ing 650

En particulier le modele est exponentiel et une statistique exhaustive est

n n
(21, ooy Zny CLy ooy C) E Z“E 1
i=1 =1

~

. . . . A
Quel est I'estimateur du maximum de vraisemblance ( )A\ ) du parametre ( I ) ?
il

o oMLz, Zucro - - h)
On a immédiatement AeZnClentn — &% | 2, et par suite un estimateur de X et X =

(la log-vraisemblance étant concave, elle est bien maximale en z). De méme un estimateur d
~_ 1
pet p==z.

@D W=
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O Q3 |Déterminer la loi asymptotiquement de <

= >
N———

On calcule successivement

O*InLy, . z.cn..Cn n
N2 A2

O*InLy, . z7.cn.Cn 0
o\Ou

WLy, z.00Cu D
2 e

de sorte que I1(\, p) =

oX=

0 . . A20 s
1 d’inverse (A, pu)~" = 2 et donc d’apres le
112

Théoreme Central Limite

A

=) >)
[
= >
N———
3

Tl
8

7N\
VRS
o O
N———
7 N\
=
7;1\30
N———
N——

Déterminer la loi (a distance finie) de ( /A\ >
0 Q4 - . , .
Est-il biaisé a distance finie ?
Calculer sa matrice de variance-covariance.
Déterminons la loi de  : soit donc A : (R — R) mesurable bornée, et calculons E (h(;\\)> On a
~ n
E (h(A)) ~ E (h (ni))
D iy %
n st
= [ n(E)N Pl d
/R s (n — 1)!6 >0 45
e @ ey (L
- _ h A\ u —)\leu (__) d
| vt i () au
En conséquence, Ls(u) = 27 %)nﬂ e Ml
De facon similaire, L;(v) = ‘;l—r,l (%)nH e Pl

Alinsi,
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Par ailleurs on a pour n > 2

E(Y) = /RZA_' (5)" e st

—+00 1
_ / A= 2yn=2e=2u )\ gy
(n—1) Jor (n—2)!

A teo
= n / V"2 du
0

(n—=1)Jor (n—2)!

—~
S5 frn—z,n (@)dv =1
n
= A

n—1

2((7)) -5 00)

Autrement dit, < i ) est biaisé a distance finie.
1

de sorte que

Enfin pour n > 3

2(¥) = [y ()
LG e )

n! u?
2)2 +o0 1
= n / A3y B3 \duy
2) Jor (n—3)!

n2)\2 —+o00 1 5
— n— 7’0d
(n—1><n—2>/o+ m—a’ Y

N
-~

S Frn—s.n) (@)dv =1

TL2

ERCENCE
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et donc
~ - N 2
v(}) = e(®)-£(3)
n? n 2
= N — [ ——)
(n—1)(n—2) n—1
_ n*n—1)—(n— 2)n2)\2
RSV )
- i A2
(n—1)*(n —2)
(on vérifie que 'e.m.v. est asymptotiquement efficace : V <X> 75 %/\2 ).

Autre méthode (plus rapide) :

R n—1
IE()\) _ / a5 g
gS (n—1)!
n—2
- ) / DGR NLANIR LY
R (

n—1 n—2)!
n Sn—2
— )\ )\nfl —As d
n—1 /R (n — 2)!6 °
fr(nIA)(S)
n
= A
n—1

De méme

n—3
E /)\\2 _ n )\2/ )\n72 S 7)\sd
( ) n-Dn-2" Ju© -3

-~

Jr(n—2,2)(5)

" (n— 1)(n—2)>\

Enfin, remarquant que toutesles 24, ..., Z,,C4, ..., C, sont indépendantes, on a Cov <X, ﬁ) =0

o((3) - (3 )

0 Qb5 ‘Proposer des estimateurs sans biais optimaux de A et u, si possible efficaces. ‘

de sorte que

T _ n—17y 5 n o
Posons \* = "=\ et pu* = 5.

: .. A
D’apres le résultat précédent, )l* ) est un estimateur sans biais de ( I ) Or7(Z,C) =
1
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ll Partie 3

0 Ql

0 Q2

(L3, Z;, 2577 | C;) est une statistique exhaustive complete (car canoniqueA dans un modele

exponentielle) ; en conséquence, d’apres le théoreme de Lehman-Scheffé, ( )l > est optimal
/4[/*

parmi les estimateurs sans biais de < ;\ )

(1)) -

Par ailleurs,

VRS
S
S|
—_
N——
[\

Q

-

<
VRS
7/ N
=) >)
N——
N——

=

2
Or la borne FDCR du modele est = < >(\) /?2 )

-~
*

, : A
En conséquence, ( )L ) n’est pas un estimateur efficace de < I )
lj/*

Observation imparfaite

On suppose dans cette seconde partie que les seules observations disponibles portent sur X; =
Min (Z“ Cz) 5 1= 1, ceey .

Calculer la fonction de répartition de la variable X; pour ¢ € [1,n]
On a pour t € N

= P(Z;,>t)-P(C; >t) parindépendance

+oo +o0
= (/ Ae”ﬂu) (/ )\e“”dv)
t t

e—(/\-i-u)t

de sorte que X; ~ E(A+ ) .

Ecrire le modele statistique correspondant et déterminer les fonctions identifiables du para-

metre ( A )
1

Le modele statistique s’écrit ici {R*" | £%"}.
Sa vraisemblance étant Ly, x,(T1,...,2n ; A\ u) = (A + p)re” A iz ®i a seule fonction
identifiable de (A, ) est A+ p .
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Quels sont les estimateurs du maximum de vraisemblance de v = X\ + p fondés :

i) sur (Xi)iepn;
U . ’
Q3 ii) sur (Z;, Ci) e ?
Est-il naturel que ces estimateurs soient différents ?

Cherchons a estimer v = A\ + p.

(i) La maximisation de Ly, . x, (71,..., %, ; 7) = ()"~ =17 conduit & I'estimateur 7x =
1 .
z > m?n(zi,ci) ’
ii) tandis que celle de Ly, . 7 ¢ . c. (z1,-..,2n,C1,...,Cn ; A, p) conduit a estimer A\ et
1se54mn,C1y..Un /’L ,LL

individuellement, ce dont on tire une estimation convergente de A+ p, & savoir 7z ¢ = /):—H/Z =

n _|_ n
n n
L Lui=1 Zi Ei:'l Ci, . . , X
Bien entendu il n’y a aucune raison pour que ces estimateurs, fondés sur des observations
différentes (c’est-a-dire, en définitive, définis dans des modeles statistiques différents), soient les

mémes. Comme il est montré ci-apres ils ont méme des variances asymptotiques différentes.

0 Q4 ‘Comparer les propriétés asymptotiques de ces estimateurs. ‘

On a alternativement

.\ OlnL n "
(i) === (@, 05 1) = 2 = T, @,
. 9?InLx, . x, 4
puis 8472(9517"-7% ;) = 2
donc r
Vi (% =7) == N (O, (A + )%)

RT*2 R+*2

ii) Soit g :
(8) g<<%m = (z+y,y)
d’apres le théoreme de Slutsky

) qui est de classe C'™°, et de jacobienne ( (1] } ) Alors

i (o g )=o) = (0 ) a0 e ) i)

En particulier selon la premiere composante,®

Vi (e —7) ——— N(O,\* + 12

n—-—+o00

On constate que (A + p)? > A? + pu?, avec égalité ssi A = 0 ou u = 0 (situations dégénérées et
sans intérét). Autrement dit, asympotiquement v%:¢ est préférable a vX, ce que 'on écrira sous
la forme publicitaire

—

AN+0>A+p

Ce résultat est bien-stur naturel dans la mesure ou le premier estimateur est fondé sur une
information plus fine que le second.

811 n’est pas nécessaire pour pratiquer la delta méthode que g soit inversible, et il aurait suffit ici de considérer

[ Rt2 - R
"\ (@y) = zty )

Q
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B Partie 4 Conclusion

0 Q1

Déduire des parties I et IT 'expression de ’espérance conditionnelle

1 . -
: ( > imy min(Z;, ) ; = ; Ci)

Pour calculer E (ﬁ | Zv+ -+ Z,,C1 + -+ C’n>, il semble naturel de déterminer tout
d’abord

LX1+~-~+Xn | Z14+2Zpn,C1+-+Chp
Lx\ s X, 214 Z0,Crb 4 Can

Lzt z,.0044Cn

La difficulté ici est que X; n’est pas indépendante de (Z;, C;), puisque X; = min(Z;, C;), ce qui
complique singulierement le calcul.
En fait, le résultat s’exprime tres simplement et peut étre démontré de la fagon suivante,
astucieuse quoique moins naturelle.

Notons en effet § = E <m |\ Zv+ -+ 2, =2,C1+---+C, = c) ; alors d’apres la partie
IT § est un estimateur sans biais de 2 La statistique en 0(X1,...,X,) étant réguliere (car le

modele est exponentiel), d’apres le théoreme de Lehman-Scheffé 0 est en outre optimal.

Mais d’apres la partie I, ’\:—“ est un autre estimateur sans biais de %, lui aussi optimal.

En conséquence, 6 et § — 22 sont décorréllés, ainsi que 2 et (6 —£)—2 et que £ et (§—2) — £,
n n n n n n

n
et ce en vertu du lemme suivant :

Si @ et b sont deux estimateurs sans biais optimaux du méme parameétre,

alors Cov (8, a/—\b) =0

En effet, définissons pour t € R ¢; = (1 —t)a + th=a+t (5 —/b\>
Alors Vt € R, V(¢;) >V @) puisque D est optimal;
ceci s’éerit Vt € R, V (a) + 2tCov (a,a — Z) + 12V (a — B) qui est une inégalité polynomiale en ¢ qui ne |

de celui-ci est négatif ou nul, ce dont on tire le résultat.

Par suite,
V<§> - v (%) +V (g)

PN S
=V ( i ,u> car A et 1 sont indépendants

n
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Dans ces conditions, les deux estimateurs 6 et % qui ont méme espérance, méme variance et

sont exactement corrélés, sont égaux presque stirement :°

A+
n

é\:

p-s.

c’est-a-dire

1 n n 1 1
E (s | S A DLC) = sz t o b

9Ce résultat est généralement connu comme 1’unicité presque sire d’un estimateur optimal fonction d'une statistique
totale.
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6 Travaux Dirigés n°6

Exercice corrigé 1

On considere un échantillon X, ..., X, i.i.d. tiré de la loi de Poisson de parametre .

Donner E (X;) et V (X;).
Calculer ¢(t) = E ().
En déduire que

0 Q1 E(X) = A
E(X?) = A1+2A)

E(X?) = XA(1+4+3Xx+X\)
E(X") = AMI4+7A4+6X2+X°)

— On a

= 55
= 0+ A(Z eA(k)‘i;!)

keN*

N /

ZLGNED(XIZZ)

et de méme

20 = 2 ((5) )

\ )\k:—2 ) )\k—l
— - A _
2 |V 2w
k>2 E>1
A ~~ d —
ZZeN]P(XIZl) ZZEN P(Xlzl)
= N4+
ce dont on tire
V(X)) =A
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) R Rt* , . L . L
— Soit ¢ : < ; : B (etXi) ) ; ¢ est appelée la fonction génératrice de la variable aléatoire

g

Alors pour t € R

+oo
o0 = D P(Xi-
= Ze —6
= 6_>‘;0—Z'

— 6)\(et—l)
En particulier, ¢ est de classe C**.
. .. . ] =P +P[ = R**
L’idée ici est que pour p > 0, la série () )k est normalement
t I ZkEN k!

convergente ; donc sur tout voisinage de 0 on peut mtervertlr = et ZN, de sorte que

- (355,

X i( )

keN

Ce résultat est en fait vrai plus généralement pour toute densité suffisamment réguliere (i.e.
telle que ¢ soit développable en séries entieres et somme de sa série) : en effet on a alors
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Or par ailleurs on a toujours

¢(t) = E (")

+00 t).ri n
Z“O R (X"

‘ sous réserve que tous les moments existent
n!

n=0

_ io E (Xi")

n!
n=0

ce dont on déduit que

Yn €N, ¢™(0) = E(X;")

— Par ailleurs, on a successivement :

) = oone

¢ (1) = o(t)re' + o (t)Ae

— (' + (Aet)2)¢(t)

6" (1) = (Ae’f +2(0e)?) o(t) + ()\et +(2e) ) Aets ()
= (A +3 067+ (0e)) 610)

6" (1) = (Aet +6 (')’ +3 (/\et)3> (1) + ()\et +3 ()’ + (Aet)‘g) ¢ (1)
_ ()\et +7 () 46 (Ae!)’ + (Aet)4> (1)

Plus généralement, on montre qu'’il existe une suite de polynémes (P, )nen € R[X]N telle que
Vn €N, " (t) = Pa(Ae")(t).
On a en effet Py = (1), P, = X puis pour tout n € N

S = (PO ) olt) + Pa (A) (1)
= (PO M) 60+ B (0) ()
= (XP,(X) + XP, (X)) rety 6(1)
Par suite
VneN, P (X) =X (PH(X) + P;(X))
de sorte que, en notant P,(X) = Y7, aFXFk
vn € N,Vk € [0,n], a¥,, = kal + a*~'  (avec la convention a,* = 0)

ce qui permet de calculer les (a¥), , et d’en déduire E (X;") = ¢™(0). Puisque ¢(0) = 1, on
peut donc facilement calculer pour tout n € N* le moment d’ordre n
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0 Q2

— Dans le cas présent on vérifie immédiatement que

E(X) =\
E(X2) =A(1+2)

E(X3) =X(1+3)\+)?)
E(X*) =X14+7TA+6X2+)\3)

On pose )Q(m) = %Z?:l r; =T et X;(l’) = %Z?:l (x; — :E)Q.

Par quelle méthode d’estimation ont été obtenus \; et )/\\2 ?

On constate que )/\\1 et )/\\2 ont été obtenus par la méthode des moments, qui consiste pour
estimer A a inverser I’expression du moment théorique d’une variable X en fonction de A,

et de I'appliquer au moment empirique.

En l'occurence M\ (z) = Z est le premier moment empirique, qui converge p.s. vers le premier

moment théorique E (X;) = . Donc A! est I'estimateur fondé sur le premier moment de X.
~ L~

De méme \(z) = - >0 (25 — )% est le moment centré d’ordre 2 empirique, qui converge

vers le moment centré théorique d’ordre 2 V (X;) = A. Donc A2 est Vestimateur fondé sur
le second moment centré de X.

Les questions suivantes s’assurent que )Tl et )TQ sont bien des estimateurs de A et étudient
leurs propriétés a distance (in-)finie.

Les estimateurs A; et Ay estiment-ils A sans biais ?
Proposer un autre estimateur sans biais de A, que 1’on notera A3.

On a
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puis

Ainsi, )Tl n’est pas biaisé mais )/\\2 I’est, et on peut proposer )/\\3 = % S, (Xl- — X)2

n—

Donner la loi (a distance finie) de A

Premiére méthode : Cherchons la loi de Y )" | X;.

Une facon naturelle serait de montrer qu’une somme de variables indépendantes qui suivent
chacune un loi de Poisson de parametre \; suit elle-méme un loi de Poisson de parametre
> iy Ai; ceci se montre par récurrence soit en calculant explicitement

k
P<X1_|_..._|_Xn:k;):ZP(X1+...+XTL71:5>.P(Xn:k}—5>

s=0

soit par convolution.

Une autre facon est de calculer la fonction génératrice de la variable )" | X;, et de re-
connaitre une fonction génératrice connue : la bijectivité du passage entre une densité et
une fonction génératrice permet alors de conclure que Y., X; suit bien la loi dont on a
reconnu la fonction génératrice.
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En l'occurence
¢Z?:1 X (t) = E <et it Xi)
= E(IILe™)
= I7,E (") par indépendance des (e

= H?:IQSXi (t)
— en)\(et—l)

= Opmr(t)

ce dont on conclut que Y1 | X; ~ P(nA).

En définitive la loi de )Tl est caractérisée par

VkeQ, P ()/\\1 = k;) =P (i X, = nk:) — ™ (nA)* _
=1

tXi) '
1

(nk)!

(on notera que la statistique )/\\1 n’est pas entiere a priori, ce qui justifie 'indicatrice).

Autre Méthode : On peut aussi directement calculer pour t € N

P((%Zﬂ:)@) :%) = P(X 4t Xy = 1)

14 FxTn=t

n
= Z HIP’ (X; =x;) car les (X;); sont indépendants
r1+-Frp=t i=1
DR
r1+-Frn=t i=1
e—nA)\x1+~-~+xn

-y e

o

1+t en=t
G_n)\/\t Z t'
- | u |
t T 1! Ty
efn)\ t .
= (I+-+1)
t!
— e " (nA)!

(d) |Donner la loi asymptotique jointe de ( i\/\\l >, puis celle de ( )/\\1 )

2
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~

Pour déterminer la loi limite jointe de ( )Tl ), on serait tenté de poser Z; =

2

X; o . ,
( ( ¥ X)2 ) et d’appliquer le Théoreme Central Limite a Z;; la difficulté est que

.. . > . X;
les Z; ne sont plus i.i.d dans ce cas, du fait de X. C’est pourquoi on pose Y; = ( .2 ),
et on constate que

ﬁ(n—Em)#N((g)’V(W)

n—-+o0o

ce qui s’écrit

G((5)-Ooln ) =200 Contiiin “¥ie ™))

Par ailleurs on calcule successivement

V(X)) = A
V(X*) = E(XY) -E(X?)
= A1+ 6X+4\?)
Cov (X;, X;?) = E(X,°) —E(X,)E (X,%)

= A1+42)\)
RQ — R2
Enfin, posons g : U . U , de sorte que
v v — u?
n n n >\ 2 n >\ 2
w2 Zi= g (5 i Vi), car 30 (X = X)T =5 30 X7 - (X))~
Alors g est de classe C*°, et de plus Jac g( Z = —12u f ), donc d’apres le théo-

reme de Slutsky
s )=ty )
? ) X ( A(liQ)\) AA((lli?)) > % ( é _12A ))

A((2)- ()= () (3 satay )
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il vient
A h c 0 A A
f((f>_(—k)) an((o)(A A<1+2A>))
et comme par ailleurs —=5A % A on conclut que

A((3)-() == (G ey )

Soit Ae = ah; & B, (a, B) € RT?.

Donner la valeur de (a, 3) telle que XO\O soit le meilleur estimateur asymptotiquement sans
biais de .

Ce résultat est-il surprenant (donner 'e.m.v. de \)?

OnaE| (X)) = aE (5(X)) + BE (55(X) ) = (a + B)A,

donc A\ est sans biais sst o+ 5 = 1.

Par ailleurs, Ay, est le meilleur estimateur sans biais de A s’il est de variance minimale ; or
pour n — —+00

v(X;(X)) Y (ﬁ(X)) +2a(1 — a)Cov <>\1( )N (X)) (1—a)2V (Xg,(X))
<V (Xl(X)) +V()\3( )) - 2@01}( LX), N X))) o
= +2 ((Cov ()T( A: ) \% ();,) X))
(v (R)er)
Ce polynome de degré 2 en v a un ceefficient V ();) (X)+V ()\A3,>( )—2Cov ( 1(X), )T3> (X) =

\% ()G(X ) — )T;J,(X )> > 0 en a?, donc est maximal aux bornes et minimal au milieu des

racines, soit en
i 2 (Cov (K102, 5(0)) =V (25(x)))
9 % (V (AAl(X)) 4V (A}(X)) — 2Cov (Xl(X), )/\\S(X)))
2n (A — A(1 +2)))
20 (A A1+ 2)) —2))

2 A2
2(A+ A+ 2)2 — 2))

Ainsi, )To\o* = )\Al, de sorte que )Tl =(r—1)= );,\w est le meilleur estimateur asymptoti-
quement sans biais de .
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[0 Q3 Dans cette question, on se place dans le cas ou n = 2.

(a) | Calculer les erreurs quadratiques moyennes pour les trois estimateurs )\Al, )/\\2 et /\Ag

~ N 2
Rappel :Ierreur quadratique moyenne de I'estimateur 6 de 6 est définie comme E <<9 — 9) > )

—~ On a )Tl = %(Xl + X5), de sorte que

E ((Xl - )\>2) = E(N) -
(E (X1?) 4+ 2Cov (X1, X5) + E (X5%)) — A2

(2M(1 + ) +2X%) — A2

DO > | =] =

— De fagon similaire

~ 1 X, 4+ X5\ 2 X+ X5\ 2
N = =[x, - 222 X, Lt A2
? 2(( ' 2 ) +( ? 2
1 X1 + X5)? X1+ X5)?
= 5(Xlz_Xl(Xl‘l‘XQ)‘l‘%+X22_X2(X1+X2)+¥)
1
4

(X% + X — 2X1X,)

de sorte que
E ((XQ - )\>2) = E(%) -2E (%) + ¥

Or E ();) = %, et en outre

E(%) = %E (X2 + X% - 2X,X,)°)
= 1_16E (X1® + Xo°)* — X1 Xo (X1 4 X57) + 4X,° X57)
= %IE (X" +2X° X% + X071 + —XP X, — X0 Xo? + 4X,°X,7)
= % (E(X:") +3E (X,%)E (X,?) — 4E (X,*)E(Xy))  par indépendance
= é (A 467
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et donc

— Enfin, )/\\3 = Z)TQ et donc

Déterminer en fonction de A lequel de ces estimateurs est le meilleur selon la critere de
I'erreur quadratique moyenne.

Au sens de 'erreur quadratique moyenne, )Tl est toujours préférable a )/\\3
De plus,

X est préférable & Xy < IE((/\Q—/\> > <E<</\3—/\>)
| 3. 1
2 - o “y2 -
& (2/\ +2>\> <4>\ +8>\>>0
3\, (1 1
& (2—1))\ +(§—§))\>0

3
S > —3 cd qui est toujours vrai car A > 0

et de fagon analogue
~ —~ —~ 2 ~ 2
Xy est préférable 3 & < E ((Ag . A) > <E <<)\1 . >\> )

A 3., 1
2) - (2A2 42
o (2) <4 +8>>0

S A< =
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(c) |Comparer explicitement PEQM de 5\3 avec la borne FDCR.

On a L(k,\) = e donc OWL(k,A)=—1+ % et par suite ta L (k,\) = —45. donc

o
L(\) = -E (%(/@,A))

de sorte que la borne FDCR est
c’est-a-dire jamais puisque A > 0.

. En particulier, )/\\3 est efficace ssi 2\% + %)\ = %,

rol>

Exercice corrigé 2

0 Ql

On considere une population de n individus infectés par un virus; on étudie leurs durées
d’incubation (7;);cq1,,], dont on suppose qu’elle est observable.
Pour modéliser ’hétérogénéité de la population, on suppose qu’on peut caractériser chaque
individu ¢ par un "facteur de risque” inobservable, réalisation de la variable aléatoire A;, de telle
sorte que :
— la loi de T;, conditionnellement a A; est la loi exponentielle de parametre \; (de densité

Aie M 50) 5

— la famille (A;);cp,n) est identiquement distribuée selon la loi £ de densité

aT

Ar—l —a)\]l
—F(r) e R+

fA) =

oua>0etr>2;
— les couples (T3, A;) sont indépendants entre eux.

Donner la vraisemblance de (773, ...,T},).

Connaissant les lois de T;|A; et de A;, cherchons celle de T} : on a pour ¢t € R

fr(t) = /fT|A1_)\ ) fa (A)dA
- /R (e 1420) (F‘E‘T)x—le—mmzo) dA

- a” /+OO A\ —(a—l—t))\d)\ 1
CAV =
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Or par définition de la fonction I'

+o00
/ Mo 4 t) e @ gy = T(r + 1)
0

donc
a" I'(r+1)
(L) =
sz( ) F(T) (Oé +t)r+l t>0
Or Vo € R™ T'(z 4+ 1) = zI'(x), donc finalement
ro’
fTi(t) —

—1
(a+ t)r+1 =0

Les (T;); étant indépendants il vient en conséquence

. —_ n - nr
LT1,...,Tn (tla cee 7tn; «, 71) =T« 1 ]]-mini t;>0

I S
(T, (at+t:))

0 Q2 | Calculer, lorsqu’il existe, le moment d’odre k E (Tf)
Pour k € N* on a

r

E (T*) existe < /+Oo A L—;
i) existe —————dt converge
0 (Oé + t)r—f—l g

S r+l1-kF>1
& k<r
Soit donc k € [1,7 — 1], et notons M} = E (T;*) < +oo. Alors

= [ () 0

r

@
par parties : u = —m et v =t
o T

I A

_ R /+OO (r=Dat ey,

Donc par une récurrence immédiate pour r > 2 et k < r
k!

M = k Mr—k
R LN
k! .
= Oékw car MO k =1

c’est-a-dire (en notant C? le coefficient binomial —%—)
n pl(n—p)!
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(67

r—1
20/

20/ o 2
V(L) = (r—1)(r—2) B (r—l)

ro?

(r—1)%2(r —2)

Calculer I'information de Fisher du modele.
0 Q3 |Dans le cas ou « est connu, calculer I'estimateur du maximm de vraisemblance de 7.
Que se passe-t-il si a et r sont tous deux inconnus ?

— La vraisemblance s’écrit pour ty,...,t, >0

InLy 1, (t,... tp;a,r) =nlnr +nrlna — (r+ 1) Zln(a +t;)

et donc

8111 LTl,...

or

ahl LTl,--

156

puis

62 In LTl,..

or?

62 In LT1,..

Oorda

82 In LT1,..

Oa?

i=1

T n .
It tanr) = S apha—Y 1 £
(t1,. .. to; 1) T—I—nnoz Zn(a—l— )

i=1

T nr ~ 1
(2P s S = — — 1 g

(17 ) O‘T) o (T+ )i1a+ti
T n

(t1, ... tyya,r) = —3
T, n " 1
(TN s = ——

(17 ) Oz’l") a Oé—|—tZ
T nr - 1
T (t1, ...t = —— 1 § -

(b1, tni ) a2+<r+ >i:1 (o +t;)?
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Pour calculer la matrice d’information de Fisher il reste a calculer

(@) -

En conséquence on a

E (82 In LTl,..A

or?

Ooroa

o (t1, ..., to; @, 7’))

& InL
E (M(tl, S 2% aﬂa))

9*InL
E <M(t1, PN % aﬂ“))

Oa?

et finalement

ra’”

+oo
——dt
/0 (Oé + ti>r+p—1

1 +oo

(Oé + ti>f(r+p71)71

+p) 0

n
- T2
_on nr
a (r+1a
B n
- alr+1)
nr r
E— 1
a? o+ )(7’ + 2)a?
B nr
B (r+2)a?

T a(r+1)

1
Il(Ta Oé) = ( 7’21

1
a(r+1)
(r+2)a?

— Lorsque « est connu, le modele est paramétré par r uniquement et la vraisemblance s’écrit

pour ty,...,t, >0

InLp 1, (ts, ..,

to;r) =nlnr+nrlna — (r + 1)Zln(a+ti)

i=1

et donc 'estimateur du maximume de vraisemblance 7 de r vérifie

d’ou on tire

n n
=+nla E n(a+t)=0

i=1

F=

L3 In(a+t) —Ina

(la réciproque étant immédiate par concavité).
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— Mais dans le cas ot le modele est paramétré («, ) 'estimateur du maximum de vraisemblance

(@, 7) du parametre vérifie

n
> In(a+t;)—nlna
1
i1 Ty

_ZimlEhy

ERD DR
dont la résolution semble hors de portée (i.e. @ n’admet pas d’expression analytique, sauf
dans le cas dégénéré ou t = (0)).

Po=

Fo=

On suppose a connu.
0 Q4 |Déterminer au moyen de la méthode des moments un estimateur convergent de r.
Cet estimateur est-il sans biais 7 Est-il asymptotiquement efficace ?

Constatant que t p'—i> E (T;) = -%5, posons 7 = 1 + ¢ ; alors 7" est un estimateur convergent
n—-+oo

(presque sur) de r puisque (u — %) est continue.

Cependant, a distance finie on observe que
Q@
E(F = E (1 T>
@ +s
> 1+ @ d’apres Jensen

E(T)

= T

de sorte que 7 est biaisé et sur-estime systématiquement r (et n’est a fortiori pas efficace a
distance finie).
Enfin, appliquant le Théoreme Central Limite & 7T il vient

Vi (T —E(T)) —=— N (0,V (1))

n—-+o0o

car Ty, ..., T, sont indépendants.

+* —+*
Soit alors g : ( R - R

s e 1@ ) ; g est de classe C'*° et donc d’apres Slutsky

Vi (9(T) — g (E(T))) —— N (0’9' (ﬁf ((r = 17;?;“ - 2>>>

soit ( 2
- L r(r—1
n(r—r) —— N (0, ———
e ()
Constatant finalement que % > r2 pour r > 2, on conclut que 7 n’est pas asymptotiquement
efficace.

U Q5 On suppose «a et r inconnus.
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(a)

En utilisant les deux premiers moments de T;, trouver des estimateurs convergents & et 7 de
aetr.

1 n

, (I .. =X .t , .

Observant la réalisation empirique ) " Zn’—l 5 des moments théoriques
ma n Zi:l li

6]

( IEE ((TT% ) = j , on détermine (@, 7) de fagon a ce que
i —1)(—2)

(i) 2
w2 bi GEGE=)

En 'occurence on pose

a =zt =52

2—2() L Skt
- 2(2-®?) o nOtant{ Bo= Lt A )
. Lyt # (1)

ce qui assure que (@,7) est un estimateur convergent (presque sir) de («, r).

Donner la loi limite du vecteur

(e )

En déduire la loi asymptotique du vecteur (&, 7).

On a successivement
2

VT = m e oy
V(1) = E(T) - (B(1))

2404 B Aot
(r—1r=2)(r=3)(r—-4) (r—1)>2r—2)?2
4rat(5r — 11)
(r—1)2(r —2)2(r = 3)(r — 4)

Cov (Ti, Tf) = E (Ti3> —E(T)E (Ti2)

B 6o’ B 203
=D —=2)(r—3) (r—1>2%r-2)
4ra?

(r—1)2(r = 2)(r —3)

de sorte que d’apres le Théoreme Central Limite

T ra? 4ra’
T —-E(T;) c 0 T12(—2) TR0 =3)
\/ﬁ( T2 —E(T?) > n——4-00 N (( 0 >’ ( : ( 41053 ) ( 47“(344((57"—)1(1) )

r—1)2(r—2)(r—3) (r—1)2(r—2)2(r—3)(r—4)
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R™ R+
Posons donc g : .

2(ma—my)

(mh mQ) — (
g est de classe C* et de Jacobienne

ma(ma +2m12)

mo—2m127 mo—2mi2

)

(m272m12)2
—2mq°

Jac g(my, mg) = <

—2m 2

4dmimao
(m2—2my 2)2

(m272m12)2

En définitive on a'®

(s

Exercice corrigé 3

On considere les réalisations de T' variables aléatoires i.i.d. Y7, Y5, ..

(m272m]2)2

mo (mz —+2mq 2)

(m2—2m12)2
dmimso

(7712—277112)2
ro

—2m,3
(m2—2m12)2
—2m, 2

(ma —2m12)2
4ra?

(r—1)2(r—2) (r—1)2(r—2)(r—3)
droB 4ra’(5r—11)
(r—1)2(r—2)(r—3) (r—1)2(r—2)2(r—3)(r—4)

ma(ma+2m12) 4mimo
(m272m12)2 (171272m12)2
—2mq 3 —2m 2

(711272m12)2

(mp—2m,2)?

., Y, issues d’une loi de

0 Q1

Poisson de parametre A inconnu.
On s’intéresse au test de 'hypothese :

Hy : “X= A" contre H, : “\ # A"

ol A\g est un réel donné.

Pour tester ce type d’hypothese, on dispose de trois tests asymptotiques usuels : test de
Wald, du score et du rapport de maximum de vraisemblance. Rappeler rapidement
leur principe et définir les statistiques de test sur lesquelles ils s’appuient.

Rappel : Etant donné un modele statistique paramétré par 6, et une hypotese Hy sur 6,
construire un test de niveau « € [0, 1], c’est déterminer une statistique dont la loi Lo, si Hy est
vraie, est :

— completement déterminée

— “sympathique” (i.e., bien connue et tabulée)

Effectuer le test revient alors a comparer a 1 — « la vraisemblance de la réalisation de la
statistique, au moyen de la table de la loi L.

On appelle alors erreur de premicre espéce o du test considéré la probabilité de rejeter Hy
alors qu’elle est vraie, et erreur de seconde espece 3 la probabilité d’accepter H alors qu’elle
est fausse. Si R désigne la zone de rejet (ensemble des observations conduisant a —Hj), on
aa =Py (W)et f=1—P_ g, (W) (qui est donc difficilement calculable). Enfin, on définit
habituellement p = 1 — 3 la puissance du test.

On cherche ici a tester I'hypothese Hy : “ A = \g” contre H, = = H,.

10Nous ne chercherons pas & simplifier davantage cette expression malgré 'intérét manifeste que cela présenterait . . .

90
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— Test de Wald :

Constatant que si \ est un estimateur asymptotiquement efficace de A, alors

Jn <X_ )\0> —E L N(0,1i(2)7Y)

n—-+o0o

si Hy est vraie, et donc

n (X _ /\0>/11(/\0) (X - Ao) R

n——+00
ou k est le nombre de contraintes (supposées linéaires) imposées par ’hypothese Hy; dans le

cas présent, on a k = 1. En se fondant sur I'approximation convergente I (X) de I;(Ao) on

pose donc
~ N~
(w1 () (%)
— Test du score :
La normalité asymtpotique de I'estimateur du maximum de vraisemblance permet d’en dé-
duire celle du score grace au théoreme de Slutsky :

Vv (S(A) — S(\o)) ﬁ N (0, %(/\0)2—71(/\0)_1)

oln L

ot g : x — “53=(x) D’apres le théoreme central limite

%g @2 PR (g(A)?) = —I1(Ao)

n—-4o00
de sorte que finalement

VL (S(N) = S(No)) —=— N (0, (nL1(Ao))” Li(Mo) )

n—-+o0o

Donc
(S(A) = S(No)) L (A) —=— N (0, 1)

n—-+oo

=5

et par conséquent

1 , B
ES(AO) Li(Ao) ' S(h) —=— x2

n—-+00

On définit donc
c

1 —1 ~
&==50) 1S (}) ==
n n—-+4oo
— Test du rapport des mazxima de vraisemblance :
Sous réserve que la vraisemblance soit suffisamment réguliere et que le modele statistique soit

homogene et dominé on a en développant a 'ordre deux

InLx, .x,(z1,...,20;A) = InLx,  x, (x1,...,2,; ) +
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0 Q2

et donc par la loi forte des grands nombres

5. 1
ln 'CXl,...,Xn (.Tl, R /\)—11’1 /CXl,...,Xn (1‘1, vy I )\0) p_) ]E (S()\O))_iln(AO) ()\ — /\0)2+0()\—>\0)2

n—-4o0o

et comme

N <X_ )\0> L>./\f(0,11()\0)71)

n—-+o0o

il s’ensuite que

c
2(InLx, . x, (@1,...;xn; M) —InLx, _ x, (T1,..., 205 ) m X%

On pose donc

£m — 9 (m [ Ho (X) ~n Lo ()\0)) —~

Pour chacun de ces tests &, on accepte finalement I’hypothese Hj au niveau « sst

Xi
fn (yh p o © 7yn) < d1-a

2
ot ¢*,, désigne le fractile de niveau 1 — o de la loi du x? & k degrés de liberté.

Notons que ces trois tests sont asymptotiquement équivalents.

Pratiquer explicitement chacun de ces tests, en calculant l'expression de la statis-

tique de test ¥ et en définissant la région critique au seuil o € [0,1] : W, =
2
{(yla S 7yT) / g%est(yh s ayT) > Qicia

On a pour (y1,...,Yy,) € N"

\Y
Ly, yn; A) =7, (eAﬁ)

dont on tire que = 7 il reste a calculer explicitement £V, €9 et €™V,
— Test de Wald :
On sait d’apres le Théoreme Central Limite que

\/E(X—A) £ L N(0,N)

n—-+00
car I(\) = %, donc sous forme centrée réduite il vient
A=X ¢

et donc
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et comme \ = Y p'—i> A on pose
T — o)’
(1, yn) = nA———
Y
De cette fagon, si Hy est vraie alors €V (yy, ..., yn) p'—i> X3, tandis que sinon
EV Y1y Yn) ﬁ (+00).
— Test du score :
On a
InL(yi, ..., Yn; A) = —nA + (Z yz> In(\) — Z In (y;!)
i=1 i=1
d’ol on tire 9u L
n ny
ooy Yny o) = —n 4 —
BN (y1 Yn; Ao) N
Le théoreme central limite appliqué au vecteur score s’écrit
1 (0InL
1 A LN
N W
si Hy est vraie, auquel cas
é—S — n(? B )‘0)2 L XQ
n )\0 n—+00 1
— Test du rapport des mazrima de vraisemblance :
On a
In L™ (yy, oy A) = —ng + (Z yz> In(y) — Zln (y!)
i=1 i=1
et
lnLHO(yla"'ayn;)\O) = _n)\0+ (Z?ﬁ) In )\0 Zln yz
et donc finalement
muv L
E™ (Y1, yn) =2n (g (Ing — 1) + Ao — In Ag) = X3
si Hy est vraie. ,
On en tire alors W = {(yy,...,yr) / &= (y1, ..., yr) > ¢} pour test € {W, S, mv}.
On veut tester \g = 1 au seuil o = 5%.
Décider de chacun des tests dans le cas ou I’échantillon observé (y1,...,yr) est tel que :
- T=100et y=1,2;
O0Q3|-T=200etgy=1,1.
Discuter de 'acceptation de Hj et expliquer pourquoi certains tests ne conduisent pas a la
meéme décision.
Conclure.
2
Application numérique : \g = 1, qi(ig)% =3,84
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n = 100 n = 200

Test | g 19 j=1,1
Wald | Slo0 =333 | &0 = 1,82
Hy acceptée Hy acceptée

Senre 51500 =4 52300 =2
Hj rejetée Hy acceptée
00 = 3,76 e =1,94

100 ’ 200 5
il Hy acceptée Hy acceptée

Il apparait que pour n = 200, H, est unanimement acceptée au seuil de 5% ; la situation est
moins nette lorsque n = 100 :
— a la fois parce que le test du score conduit a rejeter Hy au contraire des deux autres tests;

— et parce que méme pour ceux-la la statistique est proche du fractile qf;%

Sachant que ces tests devraient étre asymptotiquement équivalents (donc en particulier conduire
a la méme décision, pour une observation donnée), on peut en conclure hardiment que n = 100
n’est pas “asymptotiquement grand”.

Quant a décider de l’acceptation, une premiere solution serait d’affiner ou d’élargir le seuil
d’acceptation, par exemple en choisissant « = 10% (ce qui conduirait a accepter unanimement
Hy) ou a l'inverse @ = 1% (ce qui conduirait a rejeter unanimement Hy); mais modifier a
posteriori le probleme posé de fagon a savoir le résoudre est une démarche un peu discutable . . .

On remarquera plutot que lissue d’un test pour ny > n; est toujours préférable a celle pour ny
puisque ce test n’est justifié qu’asymptotiquement ; comme en outre ces tests sont asymptotique-
ment équivalents, a partir d’un certain rang il seront tous unanimes, et c’est cettte décision qu’il
faut retenir. Dans le cas présent, on retiendra donc l'issue (unanime) des tests pour n = 200, a
savoir I'acceptation de H, au seuil 5%.
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7 Travaux Dirigés n°7

Exercice corrigé 1

0 Q1

Pour étudier I'arrivée des appels dans un central téléphonique, on comptabilise lors de 200
observations consécutives, le nombre d’appels observés par seconde, ce qui produit les résultats
suivants :

Nombre d’appels par seconde | Effectifs observés
0 6
1 15
2 40
3 42
4 37
5 30
6 10
i 9
8 5
9 3
10 2
11 1

On suppose les arrivées des appels indépendantes, et en outre que la probabilité élémentaire

Adt qu’il arrive un appel entre les instants t et ¢ + dt est indépendante de la date t.

Autrement dit

— le nombre N; d’appels observés sur U'intervalle de temps [0,¢] suit une loi de Poisson de
parametre At.

— plus généralement N;,; — N; est indépendant de N; et suit une loi de Poisson de parametre

AS.

(a) ’Tester I’'adéquation de la loi empirique a la famille des lois de Poisson.

Rappel :
Essentiellement, si (X;)ic1,n] ~ L loi discrete sur [1,m], et si pp, = P(X; = k) et N, =
|{i/X; = k}| est le nombre de réalisations de k € [1,m], alors (en appliquant le Théoreme

Central Limite centré réduit a (Ny,..., N,,) puis en 1'“élevant au carré”) on a
2
gadéa _ i (Ne —npe)” ¢ v
n — npk 00 m—1

(cf cours de Paul Doukhan, théoreme 9.2) On en déduit une région de test asymptotique de

niveau o €]0, 1[ : Wadéa = {¢adéa > qﬁgl }. A distance finie on s’assurera avant d’appliquer
ce test asymptotique que Vk € [1,m], npr > 5, quitte a fusionner plusieurs classes :
cette condition est requise pour que l'approximation d’une bindomiale en normale soit
raisonnable. Enfin, dans le cas d’une loi continue on se ramenera au cas précédent en
discrétisant 1'espace des réalisations en m classes.
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Pourquoi ne pas utilise le test de Kolmogorov-Smirnov ¢ (cf théoreme 9.3)

D’une certaine fagon ce test se fonde sur la distance en ||| tandis que le test du x? se
fonde sur la distance en [|||, entre la loi théorique et la loi empirique. De plus, ce test
utilise une statistique dont on ne sait pas exprimer la loi limite (mais on sait la tabuler) ; a
I'inverse le test du y? utilise une statistique dont la loi limite est bien connue mais nécessite
de discrétiser I'univers continu en classes ce qui introduit une erreur. De toute fagon ce
test est inapplicable ici car la loi de Poisson est discrete, tandis que le test du x? est bien
adapté.

Pour tester 'adéquation a une famille de lois paramétrée, une idée naturelle est de tester
I’adéquation simple a la loi la plus vraisemblable, c’est-a-dire a la loi dont le parametre
est 'estimateur du maximum de vraisemblance.

Considérons donc le modele statistique <N200,7', (77()\)‘8200)

. , . _ x;
vraisemblance s’écrit Lx,  x, (z1,..., 2,5 A) =[], e ’\’g\c,

>. Dans ce modele la
AER+*

et I'estimateur du maximum

de vraisemblance est donc A = X ; on a numériquement
6-0+15-1+40-2+42-3+37-44+30-54+10-6+9-7+5-84+9-3+2-10+1-11

200
~ 3,7
En conséquence, si la famille (X;); suivait bien une loi de Poisson, celle-ci serait de para-
metre A ~ 3,7 et par conséquent on aurait

vk e [0,11], i = Ps(X;=k)
A
k!
_3773, Tk
k!

= €

12

et il ne reste plus qu’a pratiquer une test d’adéquation simple a la loi P (X)

Pour ce faire, afin de préserver la 1égitimité du test asymptotique a distance finie on s’assure
que Vk € [0,11], Nx < 5, ce qui conduit a fusionner les quatre dernieres modalités selon
le tableau suivant :

Modalité | Effectif observé
X, = Ny =06
X, =1 N, =15
X; = N3 = 42
X; =4 N, =37
X; = N5 = 30
X, =6 Ng =10
Xz' == N7 - 9
X; > 8 Ng =11

. dé 8 Ni—npp)? . o1 . .
Par conséquent &500" = >, % ~ 7,58. Or si (X;); suit bien une certaine loi

de poisson, alors &35 suit une loi du x2? & (9 — 1) — dim (R™*) = 7 degrés de liberté
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0 Q2

0 Q3

(puisqu’on n’a conservé que 9 classes). Le fractile de niveau 5% valant qgj% ~ 14,1, on
accepte finalement au seuil 5% I’hypothese d’adéquation de la vrai loi inconnue de (X;);
a la famille des lois de Poisson ; on peut en outre affirmer que (X;); suit vraisemblablement
une loi de Poisson de parametre 3, 7.

(b) ‘Quel est le niveau limite permettant d’accepter I’adéquation a la loi de Poisson ?

Le niveau limite entre ’acceptation et le rejet de ’hypothese pour 1’échantillon observé

A 2
est par définition la p-value, qui est telle que 590 = q;fiwlue; on a ici p — value ~ 19%,
ce qui est assez élevé : 'hypothese est rejetée au seuil 20%, mais acceptée a tout niveau

a < 18%.

A une date antérieure le nombre d’appels sur un intervalle de temps [0, ¢] suivait une loi de
Poisson de parametre 4.
Tester la stabilité du comportement entre les deux dates.

On cherche cette fois a tester 'adéquation simple de la loi des (X;); a la loi de Poisson de
parametre 4.

De la méme fagon que dans le cas précédent les quatre dernieres classes doivent étre regroupées,
et on calcule successivement p;, = e~ - % pour k € [0, 8], puis 5§§§q = 22:0 % ~ 16, 8,
qui est censée suivre une loi du x? & (9 — 1) = 8 degrés de liberté (il n’y a pas de paramétre
a estimer ici, donc dim (©) = 0). Comme qggg% ~ 20,09 on accepte 'hypothese de stabilité au
niveau 1%.

Que donnerait un test d’adéquation a une loi de Poisson de parametre 3,77 Conclure.
Table de la loi de Poisson :
Ps7(X =k) | Py(X = k)
0 0.0247 0,0183
1 0.0915 0,0733
2 0.1684 0,1465
3 0.2087 0,1957
4 0.1930 0,1954
5 0.1428 0,1563
6 0.0881 0,1042
7 0.0465 0,0595
8 0.0215 0,0298
9 0.0099 0,0132
10 0.0046 0,0053
11 0.0021 0,0019
12 0.0001 0,0006
13| < 0.0001 0,0002
14 | < 0.0001 0,0001
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De facon similaire, on reprend p; = 6*3’7% pour k € [0, 8], ce dont on tire §;§§q ~ 7,58, qui
est censée suivre une loi du x? & 8 degrés de liberté (1a encore, A = 3,7 est donné a priori
et il n’y a pas de parametre a estimer). Bien évidemment, 3,7 étant la valeur de 'estimateur
du maximum de vraisemblance dans le modele statistique d’une famille de lois de Poisson
de parametre inconnu, a laquelle I'adéquation a déja été acceptée au niveau «, l'adéquation
simple a la loi de parametre A = 3,7 est nécessairement acceptée au méme niveau « puisque
1 — Fea(r) > 1 — Fe(z) pour tout .

En définitive, en notant pXQ(k) la p-value de la loi du x? & k degrés de liberté on a :

adéq Adéquation a la Adéquation simple
200 famile P(\) alaloi P(3,7)
[0, ¥ (7)] acceptée acceptée
10 (7), ¢ (8)] rejetée acceptée
J¢¥° (8), +o0] rejetée rejetée

Exercice corrigé 2

0 Q1

0 Q2

On s’intéresse a la proportion des ménages équipés d’'un magnétoscope. Pour cela, on tire
de maniere équiprobable avec remise un échantillon de n ménages, et on observe pour chaque
ménage i € [1,n] la variable

) 1sileménage i est équipé
Y=\ 0 sinon.

Réaliser un test de I'hypothese nulle : “la proportion des ménages équipés n’excede pas 20
%77.

Soit p la vraie probabilité qu'un ménage soit équipé en magnétoscope (on identifiera la

proportion de ménages équipés a p). On a immédiatement p(yi,...,y,) = ¥y, pour lequel
. c

Vi (p=p) —— N(0,p(1 = p))

En appliquant la méme méthode que pour 'exercice exercice 3 ,

on montre qu’on accepte Hy : “p < pg = 20%” ssi i < k, avec

Non [yl —y
Ko =po+ s’ #{1-9)
n
On se demande si la probabilité qu'un ménage ¢ soit équipé n’est pas fonction d’une variable
(scalaire) x; donnée (revenu, age du chef de famille.. . ).
On définit a cet effet un modele statistique conditionnel a X; de la fagon suivante :

€a+bxi

P(%ZH%):W

ou a et b sont deux parametres réels inconnus.
On cherche alors a tester Hy : b= 0.
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a) ’Calculer le score et la matrice d’information de Fisher du modele pour n observations.

La vraisemblance du modele s’écrit pour (y1,...,y,) € Rt et (y1,...,y,) € R"

( a+bml)
LYlv--anle:l’l, Xn=tn (yla sy Yns @y b H 1+ catba;
i=1
Le score s’écrit donc

n a+bx;
aLYh...,Yanl:xl,A..,Xn::En X b . =1 y’l 1+ea+bzi

a (yla s Yns @ ) - n eatbz;

a( b ) Zi:l y’L - 1+ea+bxi Xy

et I'information de Fisher est donc

a—i—bzl .
9= ()
1+€a+b$z) xX; X

qu’on ne peut expliciter davantage sans hypothese sur la distribution de (X;);.

Expliciter le modele contraint par Hy.
(b) Calculer les estimateurs du maximum de vraisemblance a® et 50 de @ et b dans ce modele,

puis évaluer le score en (ao, b0>.

Sous I’hypothese Hy : “b = 07 il vient

Vx; € R, ]P)Ho (Y; = 1‘Xz :l’z) = 1+ e

c’est-a-dire que (Y;|X;) suit une bindomiale de parametre pg = indépendant de x;.

e(l
1+4e@
La vraisemblance conditionnelle sous Hy est donc

ad>i v
HO . - (A 1=
Ly ovapimens uman, W Yni ,0) = (14 e2)"

. " . a0
et un estimateur a® de a vérifie donc, sous Hy, =
1

= ¢, soit a® = In 1%? On a bien

entendu bAO =0.

Il vient alors

H,
aLY1O, Yo | Xi=z1,.... Xn=2an (yl y &b 66)_( 0
PR ns bl - Zn: ;

(3)
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()

—_

Donner un estimateur I; de I, convergent sous Hy et fonction des estimateurs contraints
des parametres.

La matrice d’information de Fisher sous H, est

In(a, b) = (1%)21@ (Z”;( ; ;2 )>

a0 eaO

Or 16 — = ¥, donc ( A0>2 = y(1 — §) et par conséquent (en notant 22 = 1 37" | z.2)
+e® 1+e®
i 1 =z
Ho _ ~(1 _ = -
L=y y)( ) >

est un estimateur convergent de I si Hy est vraie.

Exprimer la statistique du test du score de I’hypothese H.
Quelle est sa loi asymptotique sous Hy ? Sur quelle corrélation repose le test ?

On a par définition

1_
SO

G

en notant S«B _ OLy, . Yn|Xi=21,...Xn=2n (

yl,...,yn;c/Lb,l;b).

o d(ab)’
)" =g (2 2))
1 1 x? -z

o yu—yYéi—@f'<—f ! >

Donc
ff(ylwnwyn) o

SR NPE NS LR N
i <Z (v~ 9) x) R T ( (4~ 9) )
B SO v Y 73 )

y=9) XL, (i —-2)
Par construction, si Hy est vraie alors

s £ 2
& —— Xi

n
n—-+00
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ce qui permet de tester effectivement H,.

Remarquons que f;f est une fonction de (Xi)ie[[l,n]] uniquement a travers sa variance et
sa covariance avec (Y;)icpin]; en outre elle est croissante avec cette derniere, comme le
suggere l'intuition : dire que la loi de Y; conditionnellement a X; dépend effectivement de
X; (ce qui revient a dire “—H,”), c’est dire que les observations Y; sont significativement
corrélées avec celles de X;, et inversement.

Exercice corrigé 3

Un industriel recoit K lots de n pieces, avec la garantie que la proportion p de pieces défec-
tueuses est la méme dans chaque lot et inférieure a 5%. Pour vérifier que la garantie est exacte,
on tire avec remise des pieces dans chaque lot, jusqu’a obtenir une piece défectueuse par lot.

Soit Yy, la variable aléatoire désignant le nombre de tirages nécessaires dans le lot k.

Calculer la loi de Y.
Calculer E (Yy) et V (Yy).

Dans la pratique la variable Y} est tronquée, c¢’est-a-dire 'opérateur n’attend pas plus de N > 1
tirages successifs qu'une piece soit défectueuse. Les calculs pourraient étre menés directement
dans le cas ott N = 400, ce qui revient & supprimer tous les termes en facteur de “ 2V ” dans
les lignes qui suivent.

On a pour k € [1, K] et n € [1, N], en notant M = > p(1 —p)"~*

0 Q1

P(Yy =n) = P (“Les n — 1 premiéres pieces tirées sont conformes et la n-ieme est défectueuse”)

= M(l —p)"'-p (le tirage s’effectue avec remise)

Le tirage s’effectuant avec remise, le nombre de tirages nécessaires n pour obtenir une piece
défectueuse n’est pas borné (avec toutefois P(n = +o00) = 0).
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E (Yk)

0 | e
(e 50)
ox 1—=z (1-p)

—(N+1DzV1—2)+ (1 - ZL‘N+1)>
(1 —x)? (1-p)

p($H1AJWWH—(N+1pN>
(1-p)

(1 —x)?

1—(1=pY(N+1)p+1-p))
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et d’autre part que

E(Y:Y) = Y n’P(Yi=n)
1 = 2 n—1
Y Z%n p(1—p)
= %p (1=p) Y n(n—1)(1—p)" 2+Zn(1—p)"_1>

1 0? 1 — gN+t! 0 1—2x
- el (gee-00)  (me-

l1—=z

(1-z)®

1

ar N+ =N

M +p (:v L, LN (1_x()12V+1) )
(1-p)

\
(

p(1—p) (:r; L, (N(N4 D2V —(N4+1)NaV 1) (1—2)+2(1+ NaN+! - (N4 1)z

1_ (x s 2—N(N+1)a:N*1+2N2XN—N(N—1)xN+1)
p(1—p) i

_ 1 (=)
M) +p (x ., LNz (1_;()12\7+1)ac )(1 .
_ i{ 2(1 N(N +1)(1=p)N +2N*(1 = p)"*' = N(N + 1)(1 — p)¥*>
P N+1) (1=p)" = (1 =p)~*t
. 12—-p-— ( —p)N(N(N +1)=2N?(1 —p)+ N(N —1)(1 —p)® + (N + 1)p)
= -
e 2 —p
Noo p?
de sorte que
Vi) = EMY)-(EW)?
l1—p
= T (=P NV 1) = 2N(1 - p) + NN = (1= p)? = (N +1)p+2 — 2p)]
Pol (= p)V [N(N +1) = 2N*(1 — p) + N(N = 1)(1 = p)? + (N + 1)p]?
l—p
Noo p2

On se placera dans toute la suite dans le cas ou N = 400

Proposer un test de Wald de I’hypothese :

U Q2
Q Hop:5%
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0 Q3

Le test de Wald se fonde sur la normalité asymptotique de I'estimateur du maximum de vrai-

semblance, qui vaut ici p = % Ecrire le Théoreme Central Limite implique donc de ’écrire en

y puis d’appliquer le théoreme de Slutsky a g : (z — %) On en tirerait alors la statistique de
Wald habituelle, dont on saurait qu’elle suit asymptotiquement une loi du x? a un degré de
liberté.

Pour autant, comme g est bijective, nous préférons appliquer le Théoreme Central Limite a g
(comparé & g~ (pg) = pio), et reconstruire de facon analogue a la construction de la statistique
de Wald une statistique qui suit un x? & un degré de liberté.

On a en effet d’apres le Théoreme Central Limite

donc o,
y —_ =
VEZ_—2 X 0,1)
1;2p Koo
p
et donc
(1-2)
p 2
K 1—p Koo Xl

Soit Ay, = {37 < ka}, pour k, donné; calculer P,(Ag) en fonction de p = py .
Montrer que sup,<sy, (limgoe Pp(Ax)) = limgoe Pp—sos (Ar) -
En déduire un test asymptotique de I’hypothese :

H0p§5%

On cherche a tester I'hypotheése Hy : “p < pg = 5%” au seuil « € [0, 1] en comparant p = ¢ a
un certain fractile k,. L’idée est donc d’exploiter la normalité asymptotique de 'estimateur p
pour en déduire la forme explicite (et tabulable) de k,

Considérons donc k, € R; on a

Py (Ax) = Py (Y < ka)

= ]P)p (JELI’)<\/KQ7%>

<
Y
N
|
[
<)
—
Ny
|
—_
SN—

Meéme si cela ne change rien a la méthode, rien n’implique que k, ne dépende

Remarque : | pas de la taille K de ’échantillon. On est donc amené a exprimer k, en tant

que fonction de K, supposée sufissamment réguliere.
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Ainsi, si k, : (N +— R) est une fonction de K qui admet une limite finie lorsque K — 400, on a

ka(K) =
P, (Ay) — @ hmv —Fr
Koo VIy—1)
ou ® est la fonction de répartition de la loi normale centrée réduite; il reste déterminer
SUP,<p, TN oo Py (Ag).

Orsips < p; < pg,ona
ka(}() - l{?a(l() - L
P2 < p1

Jire) T Sallt) ~ 51
Ao SV e o

et par conséquent

ka(K) — ka(K) — -
@ hm\/ﬁy < ® [ lim \/?y
Koo /gy — 1) oo y(m—1)
soit encore
sz (Ak’) < Ppl (Ak’)
Il s’ensuit que
sup imP, (Ax) = limsupP,(Ax;) par uniforme continuité ...

p<po Koo Koo p<py

= lim IP)p:po (Ax)

Pour K asymptotiquement grand et a € [0, 1] on accepte donc Hy ssi

_ 1
\/Eka(K) Po qé\/(o,l)
y(y—1)
ol qﬁ[(o’l) désigne le fractile de niveau a de la loi normale centrée réduite.

Vil )

L’idée est alors de définir k, de fagon a ce que ®(T'(k,)) = qé\/(o Y on T(z) = VK —
k) A, rev1ent

cette fagon, tester si p < po au seuil a, c’est-a-dire comparer sup,,c,, Py koo (A
juste a comparer y a k.

Plus précisément, Hy est acceptée ssi y > ko(K) avec

N i(—
ko(K) = pio + ¢ (0,1) /y(yKl)

(et on vérifie a posteriori que limgo, ko (K) = pio existe).
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Exercice corrigé 4

On dispose de n observations i.i.d. d’'un couple de variables aléatoires positives scalaires
(W’L7 XZ) .
Le but de I'exercice est de suggérer une procédure pour tester I’hypothese Hy selon laquelle la
loi conditionnelle de W; sachant X; est une loi de Pareto, de densité :

bX /W bX+1
f(W|Xa b) = Wo (WO) ]lwzwo

pour b > 0 et Wy >0

0 Q1 On suppose dans un premier temps que les X; sont tous égaux a X € R connu, et que Wy est
connu, de sorte que le seul parametre inconnu du modele est o = bX + 1.

Calculer I'espérance et la variance de W, notées m et v.
A quelle condition sur «, supposée vérifiée par la suite, les moments m et v existent-ils 7

(a)

On a
m = E(W)
bx W() ¢
= — (=] 1 Wdw
/RWO <W) WEW()
+oo
= (a—1)(a— 1)W0a‘1/ Wi=dw
Wo
2—q to©
— (Oé — 1)W004—1 |:W :|
2—« Wo
2= "o

aussitot que a > 2, et par ailleurs

E(WQ) = /b_x(%) Lyysw, W2dW
R

Wo \ W
+oo
= (a—1DWy*+ W2 dw
Wo
3—atoo
3—ay,
a—1
= Wo?
a—3 "

d’ou
v = E(W?) - (E(W))
- (2525 )

| e |
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aussitot que a > 3.
En toute rigueur, il faudrait encore prouver que lorsque o < 2,
E (W?) — (E(W))* = (400) — (400) diverge effectivement, en écrivant

E(W?) - (E(W))? = /RWZf(W|a)dW— (/RWf(W|a)dW)2
= lim (( WA: sz(W\a)dW) - ( WA: Wf(W|a)dW)2)
([ o)~ (] i) ([ son)
(] (o (] ) o)
~ lm (/WM (W2 W [?jj]i) f(W]a)dW)
~ I (/V:jw <W = fi_: 4 V;‘f:) (a— 1)W0°“1WadW)

M MQ—a 2—a
(e
Wo 2—a  2-«
MS—a M4—2a
~ — )Wt —
Moo (a=DWs (3—a (2—a)2)

gy +o0o selon le signe de av — 1

Ainsi les deux premiers moments existent ssi a = Xb+ 1 > 3, condition supposée vérifiée
par la suite.

(b) ‘Déterminer Iestimateur du maximum de vraisemblance a de «. ‘

On a pour (wy,...,w,) € [Wo, +oo[ "

Par suite I'estimateur du maximisation de vraisemblance & de « vérifie

n L w;
_ 1 L
a—1 ;HWO 0

de sorte que
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~ n
a=1+ s

(et on vérifie que cette condition est bien suffisante)

( Déterminer le score et 'information de Fisher du modéle.
°) En déduire E (InW) et E ((In W)?).

On a pour une observation w € [Wy, +00|

Oln LW
S (w: _ (e

l(wa Oé) da (’LU, CY)

1 | w

= —In—

a—1 WO

Or le score est centré, ce qui s’écrit E (%1 —In %) = 0, soit
el 0

E(InW)= -5 +InW,

De fagon similaire on a

_E82 In LWl

he) = ~E=g " (wia)

o
(o= 1)

Or I1(a) =V (S;(W;a)) = E (S (W;«a)?), donc finalement

1

V(nW)= w17

et

(a=1)

E((InW)?) = 20 + (25 + W)

Wi.
On se propose de fonder un test de Hy sur la différence :
(d)

1

T @1y

Justifier un tel test.

Soit s = %Z?:l (ln (W;) —In W)Q, ou In W est la moyenne empirique des logarithmes de
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Notons Y; = In W; pour i € [1,n]; alors

n

s:lg;(y;_y)z

n <
est la variance empirique de (In W7y, ..., InW,,).
Or si Hy est vraie, alors V (InW;) = ﬁ dont un estimateur convergent est ﬁ, d’ou

I'idée de construire une statistique de test fondée sur s — ﬁ
Un tel test est habituellement appelé test d’indépendance de Fisher.

Ecrire le Théoreme Central Limite pour (ln Wi, (In VVZ-)Z)ZE[[1 N et tester I'hypothese Hy

(¢) |(On donnera la forme de la matrice de variance-covariance sans pour autant la calculer

explicitement).
On a . 0 )
InW E(InW c 0
(s ) - Catuann ) == ((0)2)
1 1 1 2 -
avec {1 = ( Cow (X(I/VH,I(/II/n)W)Q) Cm%; (IEEI/ %/[(/;2;/[/) ) > que l'on n’explicitera pas davan-

tage.
2
Soit alors g : ( R - R

(myv) — v—m? > ; alors d’apres le théoreme de Slutsky

ws(s— : ) £ N (0, M(a)

(a — 1)2 n—+00

avec M(a) = 22(a) x Q x 2(a) € R.

—

Enfin, en considérant Iestimateur convergent M («) = M (@) de M («) on en tire que

S~ o1 c
\/ﬁ( @) ) — N0

de sorte que finalement si Hy est vraie

n M(@) oo X1

0 Q2 On suppose toujours Wy connu, mais les X; prennent désormais des valeurs a priori distinctes.

(a) ‘Calculer I'estimateur du maximum de vraisemblance de b.
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On a pour (W, ..., Wy, T1,...,o,) € [Wy,+00] "

n

br;+1
bl’i WO
Lw,,..wa xi=21,0 Xn=2 (Wi, Why @1,y T3 ) = H W,
=1 VO \ Wi

" . 1
= b | W=t
<Hlx> ’ [[izy witet

1=

Par suite I'estimateur du maximum de vraisemblance b de b vérifie

%+zn:xiano—§n:xilnwi =0
i=1 i=1

ce dont on tire

b= e
—B n
>iey wiln VU[JTE

(et on vérifie que cette condition est bien suffisante)

(b) Montrer que : E <X2 (ln %)2 — % In %) = 0.

Comment testeriez-vous alors I’hypothese Hy ?

Le score s’écrit cette fois pour une observation

Oln Ly, | x=s

SiwlX =) = P (wi)
1 w
= ——zln—

b Wo

Il est centré, et donc

E(XmiE) =1

Par ailleurs 'information de Fisher s’écrit

9*InL
—E n Wi X1

L) = b2

(w;b)

b2
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Or

L) = Vv
E

1 w\?
. XIn—
b nwo))

< |
_ E(i_zémmm(ﬂ))

2y W, Wo

1 w\> X W
- 4B (X2 (=) —25m—
2t ( (“WO) b DW())

Par conséquent,

2 W 2 X W —
E(X () —zganO)_o

De facon similaire au cas ou les X; étaient constants, on cherche alors a tester Hy en
considérant ’estimateur empirique de cette expression, a savoir

X In %
Il suffit alors, en s’appuyant sur la loi asymptotique de e <1 W>2 obtenue
n_
Wo
par le Théoreme Central Limite, d’appliquer le théoreme de Slutsky en considérant
R? — R : N
qg: ( 9 , ce qui conduit a

m,v) = v—im

Vi (t —0) —5— N (0, N (b))

n—-+oo

2 2 -
out=~+3" x° (111 V“[’,O> -2 (Z?Zl z; In Vlf,o) (en substituant b & b)

n2
w
XIn o

et N(b) = Z(b) x V (( o <1n %)z )) x % (b).

On en tire en définitive la statistique de test

2
F _ (t — bl2> £ 2
£n =n N(/l;) n— 400 Xl

si Hy est vraie.
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[0 Q3 On suppose enfin que W, est inconnu.

(a) ‘Calculer Pestimateur du maximum de vraisemblance de Wj.

On a pour (wy, ..., Wy, T1,...,T,) € R 2"

n

xX; n
. _n ? b L xy
LW1,...,Wn|X1:x1,...,Xn:xn (wla coey Wpys WOa b) =0b (H > WO 2 Z]]-mini w; >Wo

o (wi)bzi—s—l

En particulier 'estimateur du maximum de vraisemblance W//\}] de Wy est

Wy = min; w;

(b) ‘Peut—on adapter la procédure de test précédemment mise-en-ceuvre ?

La difficulté est que le modele statistique n’est plus régulier; en particulier, la log-
vraisemblance n’est plus dérivable, donc ni le score ni la matrice d’information de Fisher
ne sont définis. La procédure de test utilisée précédemment, fondées sur leurs propriétés
statistiques, n’est donc plus applicable.
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8 Travaux Dirigés n°8

Exercice corrigé 1

0 Ql

Soit un échantillon X, ..., X, de variables aléatoires i.i.d telles que :
— X, a une probabilité « de valoir a, et
— une probabilité (1 — «) de suivre une loi normale A (0, 1),
ce qui s’écrit encore :
Xi=a-1z-1+Y1-1z-

ol Z1 ~ B(1, ) est indépendante de Y7 ~ N(0,1).

Montrer que (d, + A)®™ est une mesure dominante pour le modele considéré.

Posons i = 0, + A et pu,, = u®".

Remarque : nous restreindrons les démonstrations au cas ou une seule observation X; est dis-
ponible, dans la mesure ou car la généralisation a n observations i.i.d. se réduit a un passage
au produit immédiat :

dPx,...x, =[] dPx,
=1

dPx,,..x, _ ﬁ dPx,
dpin o dp

Remarque préliminaire
Pour A ensemble mesurable, on a

P(X,eA) = PX;€eAX, =a)P(X,=a)+P(X; € AX; # a)P(X; # a)
= aP(X;eAXi=0a)+(1—-q) /A o(z)d\(z)

ol ¢ désigne la densité de la loi normale centrée réduite.
Or P(X; € A|X; = a) vaut 1 si a € A et 0 sinon, de sorte que

P(X;€eA) =alsea+ (1 —a) /Acp(x)d)\(x) (2)

Or p est une mesure dominante d’une variable X ssi :
VA mesurable, y(A) = 0:Px, (A) =0

En l'occurence pour tout A mesurable :
= p(A) = 0:0,(A) =0
— 04(A) = 0:a ¢ A, donc d’apres 2 A\(A) = 0:Px,(A) =0

Donc (d, + A)®™ est une mesure dominante.
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Montrer que :

dPXl,...,Xn ([El, e ,l’n) _
(6, + N)En

0 Q2 (o) + (1 — ) (1 = La(:)) ()

i=1

ol ¢ est la densité d'une loi normale N(0,1).

Onalgy= fA da(),
donc en reportant dans 1’équation 2 il vient

P@aeAwaA«wmw+u—awmmxm>

d’ou on tire facilement

JWXl6A%Z[ka%@0+(P—®¢@X1—lA@DdM@

de sorte qu’en définitive

dPX1 (ZL’l)

16, 3 = (@) + (1= o)1~ L(e)s()

d’ou le résultat par indépendance de (Xy,...,X,).

Exercice corrigé 2

Cet exercice s’inspire librement des travauz de Dov Samet, 2003.*
On s’intéresse pour tout couple (X, Y’) de variables aléatoires réelles a la propriété P suivante :

PIX<YetXeA)=PX>YetXeA=1IPXEeA
(P) V.A mesurable,
PY<XetY€eAd)=PY >XetY € A) =iP(Y € A)

0 Q1 ‘Comment s’'interpréte la propriété P ? ‘

Si un couple de variables aléatoires réelles (X,Y') vérifie P, alors au voisinage de tout X, la
probabilité est la méme pour Y d’étre au-dessus ou au-dessous de X, comme illustré sur la
figure suivante :

HRésultats présentés a la 14°™¢ conférence internationale de Théorie des jeux, Stony Brook 2003.
Voir Http ://www.sunysb.edu/gametheory/Conf03/twopuzzles.pdf pour un exposé plus complet.
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PY>X)=1
YA
Y =X
X
P(Y <X)=1
A

Bl Partie 1 “Devinez quel est le plus grand!”

0 Q1

0 Q2

On s’intéresse au probleme suivant, présenté originellement par Blackwell (1951) :

Deux nombres réels sont tirés aléatoirement, et chacun est placé dans une enve-
loppe. L'une d’elle est (indépendamment) tirée au hasard et vous est présentée.
Vous devez deviner, au vu du nombre qu’elle contient, s’il s’agit du plus grand
ou le plus petit des deux. Sauriez-vous deviner juste plus d’une fois sur deux en
moyenne ?

Pour simplifier la présentation, supposons que vous gagnez +1 si vous avez deviné juste et —1
sinon; ce probléeme revient a savoir si vous pouvez vous garantir un gain espéré strictement
positif.

Soient X et Y les deux nombres tirés aléatoirement, et supposons que (X,Y) vérifie P.
Quel est votre meilleur gain espéré ? Interpréter.

Soit 0 : R — {—1,+1} votre stratégie, et soient (z,y) une réalisation du tirage.
— Si x vous est présenté :
Si z > y, votre gain est o(z); si x < y, votre gain est —o(x). Votre gain espéré, sachant que
x vous est présenté, est donc nul.
— Si y vous est présenté, il en va de méme.
Le choix de I'enveloppe étant indépendant du tirage de X et de Y, votre gain espéré est toujours
nul, quelle que soit votre stratégie.

Comme 'hypothese P semble “raisonnable”, I'intuition suggere qu’a ce jeu vous ne pourrez
jamais obtenir un gain espéré strictement positif. Cette intuition est cependant erronée.

Cherchons néanmoins a construire une stratégie gagnante.
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R — {-1,1}
Pour ce faire, donnons-nous s € R et soit o : N { 1 siz>s la stratégie de
—1 sinon

seuil associée & s.

(a) Soit (z # y) une réalisation du tirage; le nombre qui vous est présenté est soit x, soit y.
Quel est votre gain espéré en jouant selon o, sachant que r < set y < s?

On a dans tous les cas o(z) =o(y) = -1l car z < s et y < s.
Or si x < y, le gain espéré est

P(le nombre présenté est x) - 1 4+ P(le nombre présenté est y) - (—1) =0

puisque ces deux alternatives sont équiprobables et que le choix de I'enveloppe est indé-
pendant du tirage de X et de Y.

Il en va de méme lorsque x > y, de sorte que le gain espéré, sachant que x < set y < s,
est nul.

(b) ‘Quel est votre gain espéré sachant que x < s < y?

Si le nombre présenté est x, on a o(x) = —1 car x < s; or & < y, donc la réponse est juste
et le gain est +1.

Si le nombre présenté est y, on a o(y) = +1 car y > s; or y > z, donc la réponse est
encore juste et le gain est toujours +1.

Ainsi dans tous les cas le gain espéré, sachant que r < s < y, est +1. Il en va de méme
bien-str sachant que y < s < .

(¢) |En déduire que si votre gain espéré (sur tous les tirages possibles) est strictement positif.

D’apres les résultats précédents le gain espéré en jouant o, est donc

g(s) =P(X <s<Y)+P(Y <s< X)

Or ces deux probabilités ne peuvent étre simultanément nulles pour tout s : en effet

/IP’(X <s<Y)+PY <s<X)ds = / (/ (Lpcsey + Lycsen) fx,y(x,y)dxdy> ds
R R \JR2
= / (/ ]lac<s<yd3 + / ]1y<s<;td3> fX7y(x,y)dxdys
r2 \JR R
= [ (aay =2+ Lol = ) frv (o )dedys
R

= / |z — y| Loy fx v (z,y)dadys
RQ
= E(X -Y])
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SIP(X#Y)=0alors P(X =Y) =1 et le jeu devient trivial : la stratégie qui prétend
que le nombre tiré est le plus grand est presque stirement toujours gagnante ; en particulier
lorsque s =0 ¢(0) > 0.

Et si P(X #Y) # 0 alors E (| X —Y]) > 0, et donc [, g(s)ds > 0.

Donc dans tous les cas

dseR /g(s) >0

En fait, si (X,Y) est distribué de telle sorte que toute partie de mesure non-nulle a une
probabilité non-nulle, alors n’importe quel seuil s assure un gain espéré strictement positif.

O Q3 |En déduire qu’aucune paire de variables aléatoires réelles (X,Y") ne peut vérifier P.

Si une telle distribution sur R? existait, alors d’apres la question (1) dans le jeu de Blackwell
associé¢ nul ne saurait gagner plus que zéro en moyenne, ce qui est pourtant possible d’apres la
question (2).

Bl Partie 2 Le jeu des enveloppes

On s’intéresse désormais au célebre jeu dit des enveloppes, introduit par Kraitchik (1953) sous
la forme suivante :

On considere deux enveloppes contenant une certaine somme d’argent, mais I'une
contenant le double de ’autre ; chacune a autant de chances que ’autre de contenir
la plus grosse somme. L’une d’elles vous est donnée au hasard, et vous devez choisir
entre la prendre, ou prendre 'autre.

A supposer qu’elle contienne x, 'autre a une chance sur deux de contenir 2x et
une chance sur deux de contenir §; donc le contenu espéré de I'autre enveloppe
est %x > x, de sorte que vous avez intérét a changer d’enveloppe. Mais le méme
raisonnement s’applique aussi a la nouvelle enveloppe, de sorte que vous avez a
nouveau intérét a changer d’enveloppe, et ainsi de suite . . .

Que faire dans cette situation ?

Résoudre ce paradoxe a été le prétexte a une littérature foisonnante ; voici une solution.

Notons X la somme (variable aléatoire réelle) contenue dans 1’enveloppe qui vous est présentée,
et Y celle contenue dans 'autre.

Quel sens donner a 'expression H, : “I’autre a une chance sur deux de contenir 2z et une
chance sur deux de contenir 5”7

0 Q1

La formulation du paradoxe suggere que l'on se donne une distribution de probabilité
a priori sur les deux sommes X et Y ; cette distribution est nécessairement telle que
P(X=2YouY =2X)=1.
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Etant donné z € R et a supposer que X = x, '’hypothese H, s’exprime en termes mathéma-
tiques sous la forme

P(Y:Zx\X:x):]P’(Y:

N8

O Q2 |En déduire que si cette hypothese est vraie, alors la distribution de (X, Y) vérifie P.

L’hypothese ‘H, analogue a la précédente en Y =y € R s’écrit
Y 1
PX =2V =y =P(X=FIY=y) =3

Dans I’énoncé du paradoxe, I’hypothese selon laquelle “chacune a autant de chances que l'autre
de contenir la plus grosse somme” se traduit alors en H, quelle que soit la somme x de la
premiere enveloppe, et ‘H, quelle que soit la somme y de la deuxieéme enveloppe.

En d’autres termes

VeeR, P(Y =2z|X=2)=P(Y =%|X=2z) =1
VyER,P(XzQy\Y:y):IP(X:%|Y:y):%

z

Or pour tout z € R I'événement Y = 2z est égal a I'événement Y > z, et I'événement YV = 7
a'Y < x. Par suite

VxER,IP’(Y>x]X:x):IP’(Y<x|X:x):%
VyeR,IP’(X>y|Y:y):]P’(X<y|Y:y):%

Par conséquent pour toute partie mesurable A de R telle que P(X € A) Z0et P(Y € A) #0
il vient

PY>XIXeAd)=PY<X|XecA)=1
PX>YY e )=P(X <Yy €A) =3

de sorte que (X,Y') vérifie la propriété P.

0 Q3 | Conclure. |
Ainsi, a supposer que I’'on se donne une distribution a priori sur les sommes d’argent de chacune
des deux enveloppes, il n’est pas possible de traduire I’hypothese “chacune a autant de chances
que 'autre de contenir la plus grosse somme” comme il est suggéré, car la distribution vérifierait
alors la propriété P ce qui n’est pas possible.

La démarche proposée, bien qu’intuitive, n’est donc pas raisonnable : en particulier il est faux
qu’apres un nombre quelconque de changements d’enveloppe on ait “a nouveau intérét a changer
d’enveloppe”.
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Exercice corrigé 3

Soient Xj,..., X, n variables aléatoires i.i.d dans R*, de loi paramétrique Py de densité
dpe (1’)
= -0

0 € R* est appelé paramétre de position.

On cherche a étudier les estimateurs T du parametre 6. On se restreint pour cela a la classe des
estimateurs équivariants, c’est-a-dire des estimateurs 7' vérifiant :

Ve e RE.T(X, +c,...,. Xp+0c)=T(Xy,...,X,) +c

Cette restriction est naturelle : en effet, pour tout ¢ € R¥, X;4c ~» Py,., et on ne peut admettre
qu'un simple changement d’échelle puisse mener a une estimation différente.

Montrer que :
0 Q1 : (RF1 o . b
Q T équivariant < 90 - (R = RY) /V(@,..,20) €R
T(x1,...,zn) =T1(xa —x1,..., 2y — 1) + T4
Il suffit de poser ¢ = —x; dans la définition de 1’équivariance.
Soit W (z,y) = w(x — y) une fonction de perte. Montrer que, si un estimateur 7" est équiva-
0 Q2 riant, le risque associé, pour la perte W, ne dépend pas de 6.
Un estimateur équivariant 7" qui minimise le risque R,,(7,0) (c’est-a-dire au point 6 = 0)
est alors un estimateur optimal (parmi les équivariants) pour la fonction de perte W,

Le risque associé vérifie :

Ru(T.0) = Eyfuw(T — 0)]
= /(Rk)n w(T(z1,...,2,) —0) H f(x; — 0)dx;
_ /(Rk)n w(T(21 —0,...., w0 — 0) [ (s — 0)de

_ /(Rk)n w(T(ur, . un)) [ £ (i)du;
= Rw(Tu O)

en effectuant un changement de variable u; = z; — 6.
0 Q3 Soit la fonction

et 'estimateur 7™ défini par

(1) = inf ¥(x)

z€RF
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T* est appelé l'estimateur de Pitman (on suppose ici que w est telle que I’équation ¥ (z*) =
inf,crr ¥ (2) admette une solution et une seule).

a) ‘Montrer que T* est équivariant.

Soit ¢ € R*; on a

Y(x+c) = /w(x—l—c—u)Hf(Xi—u)du

en effectuant le changement de variable v = u — c.

En particulier ¢ (z 4+ X1) = [w(z —v)f(—v) [[1, [ (Xi — X1) —v) dv

Donc ¢(z + X1) ne dépend que de x et des variables aléatoires Xy — X3,..., X,, — X3 :
soit donc 717 tel que arg min,cgr ¥(x + X1) = T1(Xe — Xy, ..., X, — Xy).

Or Vo,Ve € RF,  arginf (z — ¢(x + ¢)) = (arginf (z — ¢(z))) — c.

Donc en définitive

Tl(XZ —Xl,...,Xn —Xl) = (argmf@/)) —X1 =T —X1

Autrement dit 7™ est équivariant d’apres la question précédente.

Montrer que, pour toute fonction ¢ telle que E (||¢(X1,. .., X,)||) < 400, on a :
(b) Eg[g@(Xl,...,XnﬂXg—Xl,...7Xn—X1] =

[T, f(Xi —u)
1+0—u,.... X, +0—u =
/ngo(X+ Uy .oy Xy + ka T, 70, )Udu

Eg[@(Xl,...,XnﬂXg —X1 = yg,...7Xn —X1 = yn]
= /gp(xl,xl —|—y2,...,x1 +yn)dIP>(X1 = J]1|X2 —X1 = yg,...,Xn —X1 = yn)

Sy = 0) [Tims f a1 + 4 — 0)
[ flar =) [T, fx1 +yi — 0)dar]

Effectuons le changement de variables u = 6 — 21 + ¢ (¢ constante quelconque) dans les
deux intégrales :

= /sa(xl,x1+yz,---,:c1+yn [ T

Eg[g@(Xl,...,Xn”Xg —X1 = yg,...,Xn —X1 = yn]

= /gp(c—i—@—uc—l—yg—i-ﬁ—u fle—w) 1Ty et yi — )

T H (e ) Ty fle t v — udu] ™
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La relation suivante est alors vraie pour tout ¢ € R” :
Eg[gO(Xh...,XnNXQ—Xl,...,Xn—Xl]
_ n X, — X, —
_ /@(c+9—u,c+X2—X1+9—u,...) fle=uw)Ilicy flet i)

e w1 fet X — X0 —u)da]

elle est donc vraie aussi pour ¢ = X :
E@[QD(Xl, e ,Xn)‘XQ — Xl, Ce ,Xn — Xl]

= /QP(X1+9—U,X2+9—U

) ) H:L:l f(Xz - U) du
S X = ) T, £ — )]

c) ‘Montrer finalement que T™ est optimal pour w.

Soit T" un estimateur équivariant quelconque. On va montrer que 7" domine 7. Pour cela,
il suffit de prouver que R, (7,0) > R, (T*,0), selon le résultat de la question (2).

R,(T,0) = Eolw(T))
= Eo[Eo[w(T)| Xy — X1, ..., X, — Xi]]

- oo

Or par définition de T, pour tous x € R" et t € R

n n

/Rw(T*(x) —u) 1_[]”(33Z —u)du < /w(t —u) I_If(a:Z —u)du

i=1 R i=1
donc

HZ 1f(Xz )

Ru(T,0) > E [ / w(T*(X) —
R fR
= R,(T*,0)
Donc 7% domine T

0 Q4 |Donner Pexpression de T* lorsque w(z — y) = ||z — y||*.

Siw(z —y) = llo —yl’, ¢ vaut :

= [ o= al T[ £ - u)da
RF i=1

et le gradient ¢'(z) vaut : ¢'(z) = [0 2(x —u) [, f(X; — u)du. T* est défini par 'équation
Y/ (T*) = 0, qui se réduit ici & :

ka qu y f(Xi —u)du

T*
ka i= 1f “)d“
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0 Q5

Dans ce cas, que vaut T* lorsque X; ~ N(6,1)?

Et lorsque Xi ~ U 1,451,497

Lorsque X; ~ N(0,1), on a

Si X; ~U(0,1), il vient
min(X;) + max(X;)
2

T =

Exercice corrigé 4

0 Ql

On considere une loi multinomiale & K modalités (K > 3) de probabilités py, pa, . .., px. On dis-
pose de n observations indépendantes issues de cette loi. On notera N; le nombre d’observations
de la modalité k € [[1, K.

On veut tester 'hypothese : Hy : “p1 + p2 = %”

~

Donner les estimateurs du maximum de vraisemblance contraints (p), et non contraints
(@C)k de bi,...,PK-
Les observations étant les effectifs Ny, de chaque classe k € [1, K], la vraisemblance s’écrit

n! s "
LNl,-..,NK<n17"'7nK;p17"'7pK) = ! n 'Hpk ¥ en notantn:n1+~--—|—nK
eeeng
k=1

La maximisation sans hypothese conduit aux conditions nécessaires du premier ordre, en n’omet-
tant la contrainte p; + -+ px =1

maXp,,...pk (Zf:l ng hlpk>
S.C. {p1+...+pK:1

Le lagrangien associé s’écrit

K

k=1 k=1

et il vient

Vi e [1L,K], 2 - A=0
Pk

Or en sommant de 1 & K il vient

K K
n:an:)\Zpk:)\
k=1 k=1

de sorte que finalement
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0 Q2

Vke[l,K—1], pp =™

n

(et on vérifie que cette condition est également suffisante).
La maximisation sous I’hypothese H, correspond au programme de maximisation sous
contrainte
MaXy,  px (Z,ﬁil ny lnpk>
o [ Prpes
P1tp2=3
Le lagrangien associé s’écrit

K K
1
Lp,.-pioAp) =Y nglnpe+ A1 =Y pp)+ M(§ —p1—p2)
k=1 k=1
et il vient )
—
8 1 b1 A—p
Bp —n2 _\ _
%pz D2 K
B = )\, Vke|[3K]
a}zk Pk K
% = } > k1 Dk
L oy — 2 P1— D2
d’ou finalement
D n
13\1 - 2(n1j-n2)
0 __ T,
]2\2 o 2(n142rn2)

Calculer la statistique £ du test de Wald de I’hypothese Hy.

~

P
Pour déterminer la statistique de Wald, appliquons le Théoreme Central Limite a : ;

PK

pour ce faire, calculons tout d’abord sa variance.
On a en effet pour k € [1, K], p, = 2 = 237" | Tx,ec, out C désigne la k-iéme classe; or
V(Ly,ec,) =pr- 1= (pr)* = pi(1 — pi)
et
Cov (]]-XiECka ]]-XjECl> =E (]]-XiECk : ]]-XjECl) —E (]leeCk)E (]]-XjGCl) = _pk‘pl]]-z:]

de sorte que

5 — pi(l—=p1)  —plpy - —P1PK
C —P2p1 pa(l —po) --- —P2PK
: ———=N|O0,
N L I : : - :
br = Px —PKDP1 —pkp2 - pr(l—pK)
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RE — R . . .
Posons finalement g : ; alors d’apres le théoreme de Slutsky, si

T1,..., T > T1+ Tg
Hj est vraie on a
2
1 %) ' )
alnt) —wefo (o Yol M) (o)
2 n—+00 8p1,...,pK — 8p1,...,pK
Pk
= (0, (pr 4+ p2)(1 = p1 = p2))
d’ou en centrant et en réduisant, puis en élevant au carré
2
W (Pi+m2—3) c 9
& = NGB g X

0 Q3

En constatant que pg est asymptotiquement efficace sous H,, montrer que

Covgs (pAg,ﬁ}, —p/\g> =0
(a)

et en déduire que

~

Vas (]5}) - ];g) = Vs (03) — Vs <pg>

. D ps ~ p.s.
On sait que p3 ——— p3 et que p3 ——— ps.
n—-+4o0o n—-+

Soit donc pour A € R p3()\) = )\pAg + (1= M)ps pi ps-
Alors

Ve 05(N) = Vo (B (8- 5))
Vas (1) + 2XCovas (P45 = 73) + AVo, (8} — )
> Vi, (1h)
car pAg est asymptotiquement efficace, car sa variance est égale a la borne FDCR I(p3)~!.

Par conséquent le polynéme du second degré P(X) = V (];\g — pA3> X24-2C0v,4 (1;\%, p3 — p@) X
est de signe constant. En particulier,

(Covas (pgapg - Z%) =0

Ve (3) = Vo (- (R -5))
\Y

as (Pg) + Vas (pg - ﬁ’))

et donc

ce qui s’écrit encore
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Vas (55 = 1) = Vo (55) — Vas (#9)

(b) |Calculer la loi limite de (pAg - p3>, et en déduire V4 (53)

~

D1
La loi asymptotique de <pA3 — p%) se déduit de celle de : déterminée précédemment.
PK
RE — R ~
. . . . . AN _ U
Soit en effet ¢ : ( (21, 2x) 2(17;;?7%2) ) ; ainsi g (p3) = pY. Alors
@(pl Pr) = bs
2 2(1—p1—p2)°
= 2p3
@071 PK) = bs
N 2(1=p1 —pa)*
= 2p3
dg
— - =1
833'3 (pb ) pK)
dg
—(p1,..., = 0, Vke|[3,K
Dy, P12 PK) [3, K]
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Donc d’apres le théoreme de Slutsky

2p3
2p3 pi(l—p1) —p1p2 e —D1PK
-~ 1 —pP2P1 pa(l — P2) T —P2PK
\/ﬁ (pg N p3> n—:—oo N O’ 0 . ( . : .
: —PkD1 —DPKDP2 o pr(l—pK)
0
!
2p3 21?3]91(1 — Pl) — 2p1paps — P1ps3
2p3 —2p1paps + 2psp2(1 — p2) — paps
1 —2p3®p1 — 2ps*pe + p3(1 — p3)
= N0 ¢ | x 0
0 0
41732201(1 - Pl) - 4191]922932 - 2]912732
= N | o, —4p1paps? + 4ps*pa(1 — pa) — 2paps?
—2p3*p1 — 2psp2 + p3(1 — p3)
[4p1 (1 — p1) — 4p1p2 — 2p1 — 4pipa+t
= N | o, 4pa(1 = p2) — 2ps — 2p1 — 2pa) p3?
—p3® +p3

- N (Oa {—4(]71 + p2)2p32 — p32 +p3)
1
- ‘ N (0, p3(1 — 2p3)) ‘ sous Hy : “p1+ps = 3 ”

Ainsi | Vg, (]%)) = p3(1 — 2ps)

Donner un estimateur V <]§}, — p%) convergent sous Hy de V ([9}, — p%).
En déduire I'expression de la statistique du test d’Hausman de H

N 2
~ 0
(p3 _p3)
5H =Nn——

Vas (@’) - pg)

Vas (5= 18) = Vas (58) — Vs (18)
= p3(1 —p3) — pa(1 — 2p3)

= p32
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Posons donc V4 (p} — p%) = 3> p'—i> Vs (ﬁ; — p%). On a par ailleurs
n—-—+oo
~ ng 3
ps—pP3 = — —

B ﬁ1—2ﬁ1—2p§
= P3 —
2—2p1 —2py

de sorte que
2 (1-25-255 \ 2
D3\ 2735 25,
2
2!
2
— n 1-2pi —2p>
2-2p1—2p>

2
— X1
n—-4o00

(d) ‘Vériﬁer que le test d’Hausman est convergent.

Si Hy est fausse, alors p; + ps # % et donc

Len  _ (L2025
n" 2 —2p; — 2ps
p.s. (pl +P2 - %)
toe \1—p1 —ps
> 0
de sorte que
& —— (+00)

Ainsi, si Hy est fausse alors P (ff < qﬁa) — P ((—i—oo) < qﬁa> =0:

le test d’Hausman est donc convergent.

(e) | Montrer que les statistiques " et £ sont asymptotiquement équivalentes sous Hy.
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On a enfin
— N\ 2
1-2p1 —2p>
" " (HM@)
= PR 2
XV n (p1+p2—%)
(P1+p2)(1—pi—p2)
_ 1+ D2
1 —p1—D2
p.s.
— (1)
n—-+oo

Ainsi, les deux statistiques de test £ et &)V sont asymptotiquement équivalentes.

Exercice corrigé 5

0 Ql

La mise en ceuvre de nombreuses techniques d’analyse, et notamment la quasi-totalité des tech-
niques d’estimation et de test de modeles statistiques, nécessitent d’engendrer des réalisations
x d’une variable aléatoire réelle X de loi £ donnée.

L’objet de cet exercice est de présenter quelques techniques permettant a un ordinateur, machine
essentiellement déterministe, d’engendrer de telles variables. Il s’agit donc de construire pour
toute loi £ une fonction récursive f* : N — I qui énumere des réalisations d’un variable X ~» L,

i.e. telle que la distribution empirique des ( f‘:(n))

neny converge vers la vraie distribution F~.

Cherchons tout d’abord a engendrer une variable aléatoire entiére uniforme.
Soit N € N* et considérons £ = U n—_1].

Définissons pour ¢ : [0, N — 1] — [0, N — 1] et s € [0, N — 1]

o (N0 oy T

Montrer que f, est périodique & partir d’un certain rang; on note T, sa période.
¢7 ’ ¢7
En quel sens peut-on dire que . “génere” une variable uniformément distribuée sur
®,

[0,N —1]?

Comme [0, N —1] € N f, n’est pas injective, soient ¢ < j les deux premiers entiers
tels que fy (i) = fys(j), et posons T = j —i > 1. Alors fu4(t + 1) = f,4(i), donc
Jos(t+14+T) = fss(i+1) et par récurrence Vk > i, fy ((k+T) = fy (k) et donc fy et
périodique au-dela de 1.
Remarquons que la suite (fs(k)),cy est déterministe et pas aléatoire; 1l s’agit de dé-
terminer si elle peut étre la suite des réalisations d’une variable aléatoire uniformément
distribuée sur [0, N — 1].
Définissons g(k) = limy_.+o +|{i € N/y(i) = k}|la fréquence empirique de k € [0, N — 1] ;
alors fy s “génere” une variable distribuée selon la loi £ sur [0, N — 1] si la fréquence em-
pirique de tout k est égale a sa probabilité selon L.

1

En particulier, f, s est uniformément distribuée ssi Yk € [0, N — 1] f5 (k) = -
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(b) | En quel sens peut-on dire que f, s est d’autant meilleure que T} s est grande ?

On aT < N : en effet pour tout a € N, t — f, ;(a+1t) ne peut pas étre injective de [0, N]
vers [0, N — 1], donc il existe ¢ < j € [0, N] tel que fys(a+ j) = fos(a+ 1), et par suite
Tys < N.

Or si Ty, < N, alors fy ([, 4+00]) = {fps(i), fos(@ +1),..., fos(i + Tps — 1)}, donc
|fo.s([i,+o0])] < Tys < N, et donc fgs([i, +00[) € [0, N — 1]. Ainsi I'un au moins des
entiers de [0, N — 1] n’est plus jamais atteint au-dela de 7, et sa fréquence empirique est
donc nulle : f, s ne “génere” pas une loi uniforme sur [0, N — 1].

Remarquons réciproquement que si fy 5 est périodique de période exactement N, alors elle
est uniforme.

Ainsi, un “bon générateur” de nombres pseudo-aléatoires sur [0, N — 1] est périodique de
période N.

Soient a € [2,N—-1], ¢ € [0,N—1] et p € [2,N —1] et définissons 1.,
© (N — [0,N —1] )

n +— (an+c) modp )’
A quelles conditions fy, . s est-elle un bon générateur uniforme sur [0, N — 1] ?

Par définition de la division euclidienne, fy, . . est a valeur dans [0,p — 1] donc pour
qu’elle soit un bon générateur sur [0, N — 1] il est nécessaire que p = N.

Par ailleurs dans Z/pZ la suite (a"), .y est périodique et sa période divise p. Donc si ¢ = 0
et si p est premier, fy, ., est de période 1 ou p, donc p (car a > 2), et est donc un bon
générateur uniforme sur [0, N — 1] (en fait il suffit que p soit premier avec a, et il n’est
pas nécessaire que ¢ = 0).

Ces générateurs ont été introduits par Lehmer et sont encore souvent utilisés'?. On sait
notamment que 23! — 1 = 2147483647 est premier (vérifié par Euler en 1750), ainsi que
261 — 1 (Pervouchine 1883) et 2'%” — 1 (Lucas, 1876). 3

O Q2 Cherchons a engendrer une variable aléatoire réelle uniforme sur [0, 1].

12¢f Knuth, D.E., 1981 ; The Art of Computer Programming, Volume 2 Seminumerical Algorithms, Addison-Wesley,
Reading Mass., 688 pages, ISBN 0-201-03822-6

13Parmi les nombres sous la forme 2" — 1 seuls ceux ot n € {2,3,5,7,13,17,19, 31,61, 89,107,127} sont premiers, et
non pas seulement pour n € {2,3,5,7,13,17,19,31,67,127,257} comme prétendu incorrectement par Marin Mersenne
dans la préface de Cogitata Physica-Mathematica (1644). Parmi les 22"=1 _ 1 courants en informatique, ceux pour
n € {2,3,5,7} sont premiers.
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Soit (z)nen € [0, 1]V, et définissons pour f : [0,1] — R continue et n € N*

= > r )

On dit de x qu’elle vérifie le critére de Weyl si pour toute f continue

n—+400 / /

Comment s’interprete ce critere ?

Il s’agit d’une sorte de critere ergodique : la suite x est suffisamment “équi-répartie” et

“équilibrée” pour que sommer aux points chargés par x ou sommer en tout point de [0, 1]
soit équivalent.

fractionnaire de u € R.
Montrer que x vérifie le critere de Weyl ssi r est irrationnel.

Soit r € R, et définissons x = (frac(rk)),cy ot frac(u) = u— E(u) € [0, 1] désigne la partie

Supposons que r est rationnel.

— Supposons tout d’abord que f, = z +— €*™P* p € Z. Par définition rk = frac(rk) +
E(rk) et donc

T 1 - TIPT
Silh) = 52 em
k=1
_ l Ze(Zpﬂ'i) rk car e(2p7ri)E'(rk) -1
n

:_E: 2pmr

Comme 7 est irrationnel, si p # 0, alors ™" =£ 1 et donc

i le (2pmi)r __ (e(QpWi)r)n-i-l
Sn (fp) = ; 1 — e(2pmi)r
_ 1 e(2pﬂ,z)rn;rl SiIl (71'717’)
n sin (7r)
et donc
CAIA ey — 0
AP sin (7)) oo
soit
SZ (f ) - 627rpiudu
n—00 [0,1]
Lorsque p = 0, on a bien-str S¥ (fy) = f[o 1] Jo-
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— Le résultat reste donc vrai par linéarité de l'intégrale pour tout polyndéme trigonomé-
trique.

— Soit enfin f continue sur [0, 1]; d’apres le théoréme de Dirichlet f est limite uniforme
d’une suite (F}),y de polynomes trigonométriques. Donc

SE = =3 fw)

1 n
n l—o0
k=1
= ]}1_%10 S¥ (Pr) car la somme ,;_1 est finie

= lim P, d’apres le résultat précédent
k—o0 [0,1]

= / lim P} cqr la convergence de (F),oy est uniforme
[0,1]

k—o0

= f

(0,1]

ce qui acheve la preuve.

Dans le cas en revanche ot r = % est rationnel, alors (rk), .y = {0,

3 ,5,...,%}:lasuite
x ne prend que b valeurs distinctes et le résultat est faux, par exemple lorsque f est la

fonction affine par morceaux telle que

car alors S2(f) =1< 3 = f[071] f.

0 Q3 On cherche désormais a engendrer des réalisations d’une variable aléatoire de loi quelconque.

Soit L la loi de densité f, = %(51 + iég + %(53.
Tracer la fonction de répartition F de L.
En déduire son inverse généralisée

F~. ( [0;1] : inf{z € RFFc(ﬂﬁ) > s} )

Soit U ~ Ujgy et définissons X = F;'(U); quelle est la loi de X ?

Le graphe de F- est le suivant :
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On a donc

oo si0=t

1 si0<t<i
1 7

g siz <t<qg5

Par conséquent lorsque U ~ U 1), X = F, Y(U) ne charge positivement que {1,2,3} et

on a
PX=1) = PO0<U<3) = 3
PX=2) = P(;<U<yg) = j
P(X=3) = P(5<U<1l) = 5

de sorte que X ~ L.

Soit alors F la fonction de répartition supposée continue et strictement croissante d’une loi
(b) | £ quelconque.
On définit de méme X = F;(U) pour U ~ U115 quelle est la loi de X ?

On a pour tout ¢ € [0, 1]

P(X<1) = P(F\U) <)
P(U < Fg(t)) car Fg est croissante
= Fﬁ(t) car U ~» U[(),l]

Par conséquent X ~ L.

Remarquons que F; étant strictement croissante, ¢’est sa continuité qui nous assure qu’elle
est bijective.

Proposer un algorithme qui génere des réalisations successives d'une variable X de loi expo-
(c) nentielle £(A) de densité fe, (z) = Ae ™1y 4oof(x) pour A > 0.

Fepy(u) = /0 e Mdz = (1—e ™)
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Soit donc U ~ Up,y); alors —xIn (1 —U) ~ E(A); or par ailleurs (1 —U) ~ Uy, et
donc —+ In(U) ~ E(N).
On génere donc u,, réalisation de U ~ Ul 1) et on renvoit x, = —L1n (uy,).

5
Soit (X,Y) ~ A (( 8 ),02]2>.

(d) |Soient R* = X? +Y? et § = arctan X.
Montrer que R? et 6 sont indépendantes, et donner leurs lois.
En déduire un algorithme de génération d’une variable gaussienne.

Soit G : R? — R™ absolument continue ; alors

E (G(R*0)) = / G <:1c2 + 92, arctan g)
R2

1 _ 12+y2

——e 202 dyxy
vV o
1 o?
= G (p*, 0 e 202 pdpdf
/R+><[0,27r] (v".9) 2mo?

par le changement de variables en coordonnées polaires . En particulier si G est un
produit G(a,b) = G1(a)Gs(b) alors

T

1 _ 1
E (G1(R*)G2(0)) = ﬁ/w Gi(p*)e 22 pdp 7 /o, Go(0)do
ne dépend que de p (0.2 que de 6

Par conséquent, les variables R? et 6 sont indépendantes.
En outre on a pour toute G; absolument continue

E(G(R) = [

+ o?
1 _ 1
- 202G1(U)€ 2 du
R+

1480it f : R? — E mesurable absolument continue, et soit & calculer > flz,y)dxdy.
P ACR
osons

2
Gy (p?)e 2 pdp

R*xR — Rt xR

22 + 2
¢ < r > — arctan(% siz>0
Y arctan (%) +7 siz<O0

¢ est différentiable et de jacobienne

donc de jacobien

11 y 1
JaelP)ey| =20 e T W T2 T ) 2
’ ac(e)( ,y)| x$1+(%)2 y( $21+(%>2>

| tewdsdy= [ £760) (;pdp> s
ACE? #(A)

de sorte que
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et donc R? ~ E(5%5).

202

Par ailleurs pour toute G5 absolument continue

E(Ga(0)) = /[ 2 [cw)%de

et donc 6 ~ Ujg 2x

Pour générer une réalisation d’une variable qui suivrait la loi A'(m, 0?), on génere donc O

27
uniformément sur [0, 1] et r2 selon la loi £(-5) et on renvoit le nombre

Tp =M + \/Ecos (27r (g—;))

Méme question si X suit une loi de Weibull W(a,5) de densité fiyp ()
afzfle o7 1 5.

y
ayP
Fwa,s)(y) = / Iwep (@)de =1 —e*
0

et donc on génere u, réalisation de U ~ Ujp 1) et on renvoit

=

Ty = (—é In (un))

Méme question si X suit une loi de Poisson P(A) de densité fp (k) = Ak—’;e_)‘.

On pourra comparer x, = u; X - -+ X u,, ol chaque u, est une réalisation de U ~ Ujg 1],
-2
e .

a

La densité fp(y) s’écrit sur R comme une somme infinie de masses de Diracq fp)(s) =
S Ak—lfe”\ék(s) donc un algorithme consiste a générer u uniformément sur [0, 1] et a le
placer dans 1'un des intervalles [S,, Sp+1[ ot S, = > 1, Ak—fe*)‘.

Le calcul des (S,),,cy Peut néanmoins étre dissuasif en pratique; il est possible en fait de
s’en passer.

Soient en effet (Y,),cn ~ E(p); alors Vn € N*, Vi +--- + Y, ~ I'(n,u) (voir TD 1,

1

exercice 2 ), et donc

n—1

—+o00

Définissons alors v(Y) = min{n /Y; +---+ Y, > 1} — 1; alors
Pw(Y)=n) = PMWVi+--+Y,1u>1)-PYi+---4+Y,>1)

—+00 tn “+o0 tnfl
= —e tdt —/ — e 'dt
1ol 1 (n—1)!
I

==
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1
o
Ainsi, engendrer une loi de Poisson de parametre A revient a engendrer une succession de
lois exponentielles d’espérance % Oré& (%) =W (%, 1) donc d’apres la question précédente

et donc v(Y) ~ P ( )

si U ~ Up,y, alors —ian ~ & (%) Par conséquent posons U; = 1 — e_%yi; U; est
uniforme, et en outre

1 n
Yi+---+Y,>1 & —X;mUk>1
s Uy U, >e?

s X, >e?

ou X, =U;---U,
Définissons donc finalement N(X) = min{n/X, < e*} —1; alors N(X) = v(X), donc
N(X)~ P(N).

Pour générer une loi P(A), il suffit donc de générer une suite uy, ..., u,, ... uniformes sur
A

[0, 1], et de renvoyer le premier entier n — 1 tel que wuy - --u, > e *.
Un tel algorithme s’écrit :

1n—0et z1

2 Tant que z > e

3 Générer u, uniformément sur [0, 1]

4 T+— T XU, et n+<—n+1

5 Renvoyer n

15Pour un exposé plus complet, voir D. Knuth, The Art of Computer Programming, vol. 2, p 132.

Version du 20050421-15h38, révisée le 21 avril 2005 135



